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INTRODUCTION 
§   1.  Nombres  réels 

1.  Nombres  rationnels.  —  Les  nombres  entiers  et  les  nom- 
bres fractionnaires  positifs  on  négatifs,  y  compris  le  nombre 
zéro,  forment  Vcu.semhlc  des  nomhi'cs  ratioiuicls.  Nons  sup- 
posons que  l'on  connaît  les  propriétés  les  plus  élémentaires  de 
ces  nombres  et  (pie  l'on  sait  etlectner  sur  eux  les  (piaire  opé- 
rations fondamentales  de  raritiiméti(pie.  Toutefois  il  y  a  lieu 
de  rappeler  ici  les  propriétés  suivantes  : 

1"  L'ensemble  des  nombres  rationnels  est  ordonne,  c'est-à- 
dire  (|ue  de  deux  nombres  lationnels  différents  (i  et  />  l'un  est 
plus  grand  que  l'autre,  })ar  exemple  1)  est  plus  grand  (jne  (i, 
ce  que  l'on  écrit 

a  <^  ])  ou  J)y>  (i. 

La  notion  d'ordre  exprimée  par  cette  relation  se  réduit  d'ail- 
leurs à  cette  seule  ])ropriété  du  signe  d'inégalité  <pie  si  a  est 
<^  h  et  h  <^  c,  on  a  aussi  a  <^  c. 

2"  Entre  deux  nombres  rationnels  dilïérents  (i  <^  h,  oji  peut 
toujours  en  intercaler  d'autres  >  «  et  <^  b,  de  manière  à  ren- 
dre la  dilîéi'ence  de  deux  nombres  consécutifs  intercalés  aussi 
[)etite  (jue  l'on  veut.  Ou  dit  qu'un  ensemble  de  lutmbres  c[ui 
jouit  (le  cette  propriété  est  un  ensemble  dense  et  cette  propriété 
s'aj)pelle  la  densité. 

2.  Nombres  irrationnels.  —  L'introduction  des  nombres 
irrationnels  repose  sur  les  considérations  suivantes  : 

Supposons  que  par  un  procédé  (]uclcon(pie,  et  nous  allons  en 
indiquer  plusieurs,  on  ait  partagé  tous  les  nombres  rationnels 
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on  doux  classes  :  iiiio  classe  infci-ieiire  A  et  une  classe  supé- 
rieure B,  telles  que  tout  nombre  (t  de  la  première  soit  <^  que 
tout  nombre  h  de  la  seconde,  lu  tel  partage  s'appelle  une 
coupiiTC.  D'abord  il  est  clair,  ce  partage  étant  fait,  (pie  si  le 
nombre  a  est  de  la  classe  A,  il  en  sera  de  même  pour  tout 
nombre  <^  (i  et  que,  si  h  est  de  la  classe  B,  il  en  sera  encore 
de  même  pour  lout  nombre  ^  /).  (le  premiei"  point  admis,  je 
dis  (pie  trois  cas  pourront  se  présenter  : 

1"  La  classe  inférieure  A  renferme  un  nombre  /a  pins  grand 
(\ue  tous  les  autres  de  la  même  classe,  de  sorte  que  tout  nom- 
bre <^  m  est  de  la  classe  A  et  tout  nombre  ^  m  de  la  classe  B. 
IjC  nombre  m  sépare  donc  la  classe  A  de  la  classe  B  et  nous 
l'appelons  le  nom])re  frontière  des  deux  classes. 

2"  La  classe  supérieure  renferme  un  nombre  ni  plus  petit 
(pie  tous  les  autres  de  la  même  classe.  Dans  ce  cas  encore, 
jn  est  la  frontière  des  deux  classes  :  tout  nombre  <^  m  est  de 
la  classe  A  et  tout  nombre  >  m  de  la  classe  B. 

(les  deux  premiers  cas  s'excluent  l'un  l'autre,  car,  s'il  y 
avait  deux  nombres  frontières  différents  7/1  et  7/1',  tous  les 
nombres  compris  entre  ni  et  771'  seraient  à  la  fois  de  la  classe  A 
et  de  la  classe  B,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  définition 
de  ces  classes.  Donc,  s'il  y  a  un  plus  grand  nombre  dans  la 
classe  A,  il  n'y  en  a  pas  de  plus  petit  dans  le  classe  B,  et 
réciproquement. 

C^es  deux  premiers  cas  sont  faciles  à  réaliser.  Il  siiflit  de  se 
donner  un  nombre  qiielcon<iue  m,  on  range  les  nombres  <^  771 
dans  la  classe  A,  les  nombre  ^  77j  dans  la  classe  B.  Le  nom- 
bre 77J  peut  encore  se  ranger  dans  l'une»  ou  dans  l'antre.  ()n 
obtient  ainsi,  à  son  choix,  le  premier  ou  le  second  des  deux 
cas  cpie  nous  venons  d'examiner.  Nous  disons,  dans  l'uiî  et 
dans  l'autre,  que  le  nombre  771  détermine  la  coupure  (A,  B) 
et  (pie  cette  conpuiH»  est  rationnelle 

3°  Kjifin  il  peut  se  faire  (pi'il  n'y  ait  pas  de  plus  grand  nom- 
bre dans  la  classe  A  ni  de  j)lns  jx'lit  nomire  dans  la  classe  B. 
Des  coiisidcM'ations  tr('s  simples  condnisenl  à  une  semblable 
coupure.  Soit,  {)ar  exemple,  m  un  nonibie  0  non  carré  par- 
fait ;  Ions  les   luinibres   rationnels  p(Mivent   se   ranger  en  deux 
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classes  A  et  B  :  la  classe  A  contenant  tous  les  nombres  négatifs 
et  les  nombres  positifs  dont  le  carré  est  <^  ni,  la  classe  B  les 
nombres  positifs  dont  le  carré  est  ^  //}.  Il  n'y  aura  i)as  de  plus 
grand  nombre  dans  la  classe  A,  car,  étant  donné  un  nombre 
([uelconque  a  dont  le  carré  est  <^m,  on  peut  en  trouver  un 
autre  plus  grand  en  extrayant  la  racine  carrée  de  m  i)ar  défaut 
avec  un  nombre  suffisant  de  décimales  i)our  (|ue  le  carré  de 
cette  racine  soit  plus  rapproché  de  m  que  ne  l'est  a-.  Pour 
une  raison  analogue,  il  n'y  aura  pas  de  plus  p^tit  nombre 
dans  la  classe  B. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  nous  dist)ns  que  la 
coupure  est  irrationnelle.  Il  n'y  a  plus  de  nombre  frontière 
séparant  les  deux  classes,  car  ce  nombre  ne  pourrait  être  que 
le  plus  grand  de  A  ou  le  plus  petit  de  B.  Nous  créons  alors  un 
nouveau  symbole,  par  exemple  |  2,  -,,.,  défini  })ar  la  condi- 
tion d'être  plus  grand  ({ue  tous  les  nombres  de  A  et  })lus  petit 
que  tous  ceux  de  lî,  et  nous  disons  (|ue  ce  nouvel  élément,  ([ui 
s'intercale  entre  les  nombres  rationnels,  est  un  nonihi-c  irra- 
tionnel. 

L'ensemble  des  nombres  irrationnels  correspond  à  toutivs 
les  coupures  possibles.  Chaque  nombre  irrationnel  est  déliiù 
par  la  coupure  (A,  B)  qui  lui  correspond,  et  nous  pouvons 
désormais  le  représenter  par  une  lettre,  tout  comme  un  nom- 
bre rationnel. 

Lorsqu'un  nombre  irrationnel  a  est  compris  entre  deux 
nombres  l'ationnels  a  et  h  dont  la  différence  est  égale  ou  infé- 
rieure à  une  fraction  positive  s,  on  dit  (|ue  a  el  h  sont  des 
\'aleurs  approchée.'^  par  défaut  ou  par  excès  de  a  à  moins  de  e 
près.  Un  nombre  irrationnel  a  étant  défini,  on  peut  toujours  en 
trouver  des  valeurs  aussi  rapprochées  que  l'on  veut  par  excès 
ou  par  défaut  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème  suivant  : 

Soit  y.  le  nombre  rationnel  défini  par  la  eou})ure  (A,  B)  ; 
(fueUfue  petite  que  soit  la  f'raetion  jwsitive  e,  o/i  peut  trouver 
respeeti\'enient  (ians  les  elasses  A  et  B  deux  nombres  a  et  b 
dont  la  différenee  soitéf>ale  à  s. 

En  effet,  soit  ri,  un  iionibie  de  A,  la  progression 
rt,,     a,  -f  3,     a,  +  2s,     «,  +  3z,... 
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croissant  indéiîiiimejit,  renfermera  un  premier  terme  }>  de  la 
classe  13,  par  exemple  ])  =  «,  +  m.  Alors  le  nombre  précédent 
a  =  rt,  +  {n —  1)£  sera  de  la  classe  A  et  ces  deux  nombres  a  et  h 
satisferont  aux  conditions  du  théorème. 

3.  Nombres  réels.  —  l/ensomble  des  nombres  rationnels  et 
des  nombrtîs  irrationnels  forme  rcnseinhlc  des  nombres  réels. 

Pour  orilonner  cet  ensemble,  il  faut  indi(pier  les  relations 
de  ^landeur  entre  ses  éléments.  Pour  cela,  il  ne  reste  plus  à 
définir  cpie  celles  entre  nombres  irrationnels. 

Soit  a  un  nombre  irrationnel  défini  par  la  coupure  (A,  B)  ; 
un  nombre  iriationnel  a'  sera  égal  à  a  s'il  est  délini  par  la 
même  coupure,  c'est-à-dire  s'il  est  aussi  suj)érieur  à  tous  les 
nombres  de  A  et  inférieui-  à  tons  ceux  de  B  ;  mais  -/  sera 
différent  de  y.  s'il  existe  un  nombre  rationnel  compiis  entre 
eux.  Ainsi  7/  sera  ^  a  s'il  est  ^  (pTim  nombre  de  lî,  il  sera 
<^  a  s'il  est  <:^  (]u'nn  nombre  de  A. 

Entre  denx  noinhi'es  réels  di/J'érents,  on  peut  toujours 
interciiler  nn  nombre  rotionnel  et,  pnr  suite,  une  infinité. 

Vax  elîet,  si  les  deux  nombres  sont  irrationnels,  le  théorème 
se  confond  avec  la  délinition  même  de  l'inégalité.  Si  l'un  des 
nombres  est  irrationnel  et  défini  par  la  coupure  (A,  B),  tandis 
(pic  raulr(>  est  ralionnel,  cehii-ci  scM'a  (h'  hi  ciasst'  A  ou  (\v  la 
classe  B  et  ne  sera  ni  W  phis  grand  (k'  A  ni  le  plus  petit  de  B, 
la  conclusion  est  donc  la  même,  i^nlin  le  théorème  est  sup- 
])osé  connu  (m"  I,  2")  si  les  deux  nombres  sont  rationnels. 

I/enscmble  des  nombres  réels  jouit  d'uni»  propriété  (pu*  ne 
j)ossédait  j)as  l'ensemble  des  nombres  lationnels  cl  (pic  l'on 
peut  exprimer  par  le  théorème  sni\  aiil  : 

S/,  ]Hir  nn  proeédé  iinelcomine,  on  fuit  une  coupure  (A,  B) 
dans  l'ensemble  des  noniln-es  réels,  c'est-à-dire  si  l'on  portdfre 
ces  nombres  eti  deux  élusses  A  cl  B,  telles  ifuc  tout  nmiibre  de 
lu  première  s(dt  <^  (fiie  tiuit  nombre  de  bi  see(mde,  il  e.\istc 
tiécessui rement  un  nomlwe  frontière  (rationnel  (m  non),  m, 
(fui  détermine  lu  coupure,  c'est-à-dire  tel  (juc  t>ml  nombre 
<^  //(  soit  de  lu  élusse  A  et   bmt  nombre  >  m  tic  lu  élusse  B. 

l-'n  cllcl,  soil  /;/  le  nomitrc   lalionncl   on    ii-rationnel  (pii  fiiil 
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la  frontière  dos  deux  classes  de  nombres  rationnels  respec- 
liveineut  comprises  dans  A  et  dans  iî.  Tout  nombre  rationnel 
^  m  esl  de  la  classe  13  et  tout  nomijre  rationnel  <^  m  est  de  la 
classe  A.  Reste  à  montrer  que  ces  conclusions  subsistent  pour 
un  nombre  irralionnel. 

.Mais  cela  s'ai)ercoit  de  suite,  car  un  nombre  irralionnel  ^  m 
est  ^  qu'une  infinité  de  nombres  rationnels^  m,  lesquels  sont 
de  la  classe  li,  donc  il  est  <i  fortiori  de  la  classe  lî  ;  un  nombre 
irrationnel  <^  m  est  <^  qu'une  inlinilé  de  nombres  rationnels 
<:^  m  et  il  est  avec  eux  de  la  classe  A. 

Les  considérations  précédentes  laissent  encore  incomplète 
la  délînition  mathématique  des  nombres  irrationnels,  il  reste 
à  y  ajouter  les  détinitions  des  (juatre  opérations  fondamen- 
tales de  l'arithméti([ue. 

4.  Symétrique  d'un  nombre  réel.  —  Nous  appelons  symé- 
trique d'un  nombre  rationnel  ce  nombre  changé  de  signe.  La 
délînition  peut  s'étendre  aux  nombres  irrationnels.  Soit  a  un 
nombre  irralionnel  délini  par  la  coupure  (A,  B)  :  désignons  par 
—  B  la  classe  formée  par  les  symétriques  des  nombres  de  B  et 
par  —  A  la  classe  formée  par  les  symétriques  des  nombres  de  A; 
tout  nombre  rationnel  étant  le  symétrique  d'un  autre  et  tout 
nombre  de  la  classe  —  B  <^  que  tout  nombre  de  la  classe  —  A, 
la  coupure  ( —  B,  —  A)  définit  un  nombre  iri'ationnel  que  nous 
désignerons  par  —  a  et  que  nous  ai)pellerons  le  symétrique 
de  a.  On  a  encore,  d'après  cette  définition,  —  ( —  a)  =  a. 

5.  Nombres  positifs  et  négatifs.  Valeur  absolue.  —  Les 
iu)mbr(;s  positifs  sont  ceux  qui  sont  ^  0  et  ils  sont  ^  qu'une 
infinité  de  nombres  rationnels  également  i)()sitifs.  Les  nombres 
négatifs  sont  ceux  (jui  sont  <^  0  et  ils  sont  <^  (pi' une  infinité 
de  nombres  rationnels  luégatifs.  Si  un  nomin-e  est  négatif,  son 
symétric{ue  est  positif.  Celui  des  deux  nombres  y.  ou  —  a  qui 
est  positif  s'appelle  la  valeur  absolue  de  a  et  se  désigne  par  |a|. 

6.  Inverse  d'un  nombre  réel.  —  Soit  a  un  nombre  différent 
de  zéro  ;  s'il  vsl  lationnel  son  inverse  est  l  :  a.  Sui)i)osons  a 
irrationiu.'l  ;    aloi's  a  paitage    tous   les    nombres  i-alionnels  de 
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môme  si^no  que  lui  en  deux  classes  A  et  B,  qui  le  définissent. 
Désignons  i)ar  B~'  la  classe  formée  par  les  inverses  des  nom- 
bres de  B  et  par  A~'  la  classe  formée  par  les  inverses  des 
nombres  de  A.  Tout  nombre  rationnel  autre  que  zéro  étant 
l'inverse  d'un  aulrc,  la  coupure  (B~',  A~')  définit  un  nombre 
irrationnel  de  mémo  signe  que  a,  q\w  nous  désignerons  par  1  :  a 

1 
ou  — et  que  iu)us  appellerons  encore  l'inverse  de  a. 

7.  Addition.  —  Soient  a  et  a'  deux  nombres  réels  ([uel- 
conques.  Désignons  par  (i  et  «',  7>  et  />'  des  nombres  rationnels 
quelconques  satisfaisant  aux  conditions  : 

(i<y.<  h,  a'  <  a'  <  h'. 

Tous  les  nombres  de  la  forme  (i  +  a'  sont  <^  que  ceux  de 
la  forme  h  -f  ]>'.  D'ailleurs  on  peut  sui)poser  (n  "  2)  les  valeurs 
de  a  et  de  ]>  sulïisamment  rapprochées  de  a,  celles  de  <i'  et  de  Jj 
sullisamment  rapprochées  de  a',  pour  (|ue  les  difierences  h —  (i, 
7/  —  a'  et,  par  suif(>,  (/>  -j-  //)  —  {(i  -r  a')  (h'viennent  aussi  petites 
que  l'on  veut. 

Je  dis  ((u'il  existe  un  nombre  réel  y."  et  un  seul  >  que  tout 
nombre  de  la  foinie  d  +  a'  et  <^  (pie  tout  nombre  de  la  forme 
/>  +  /y,  et  dont  ces  deux  sommes  représentent  des  valeurs 
aussi  l'approchées  ((ue  l'on  veut  par  défant  ou  par  excès.  Ce 
nombre  a"  .s'api>elle  la  soniDie  de  y.  et  de  a'  et  se  désigne  par 
y.  +  y.'. 

En  effet,  con.sidérons  la  coupure  (A,  B)  de  l'ensemble  des 
nombres  réels,  la  classe  B  contenant  ceux  (pii  surpassent  tous 
les  nombres  de  la  forme  a  +  a'  et  la  classe  A  les  autres  nombres. 
En  particulici-,  Ions  les  nombies  de  hi  lornic  d  <,  d'  sont  (.le  la 
cla.sse  A  et  tous  vvwx  de  la  foinie  h  +  //  de  la  classe  B.  (Connue 
il  n'y  a  pas  d(>  |)lns  giand  nombre  de  la  forme  a  +  <i'  ni  de  plus 
petit  de  la  forme  /)  :  /)',  le  nombre  frontii're  y."  entre  les  deux 
classes  A  et  lésera  |»lus  grand  (|iu*  tous  les  piemiers  et  |)lus  pet  il 
<pie  tous  l(>s  seconds.  Il  rcsic  donc  scnlcnicnt  à  nu)ntrer  que  le 
nombre  (|ui  jouit  de  cette  propriété  est  uni(pu'.  A  cet  elTet, 
reniar(pn)ns  (pie  s'il  existait  deux  nombres  fixes  snpéiieurs  à 
Ions  les  nombres  d  +  d'  et  inférieurs  î\  tous  les  nombres  b  +  h', 
on  pouriiiil  IrouNcrdeux  nombres   rationnels   r  et  /•'   compris 
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entre  ces  nombres  fixes  et  (lui  jouiraient  de  la  même  propriété 
qu'eux.  Or  ceci  est  impossible,  car  on  peut  supposer  la  dilTé- 
rence  {h  +  h')  —  (a  +  «')  inférieure  à  /■'  —  /■. 

Cette  délînition,  qui  contient  comme  cas  particulier  celle  de 
l'addition  des  nombres  rationnels,  })ermet  de  A'érifier  immé- 
diatement que  Von  a  conservé  les  propriétés  commutative  et 
associative  de  l'addition,  exprimées  par  les  écjuations  : 

a  -r  a'  =  y.'    r  a, 

que  l'on  a  encore 

y.  -  0  =  a,  y.  -  (—  a)  -  0, 

enlin  que  la  valeur  absolue  d'une  somme  ne  peut  surpasser  la 
somme  des  valeurs  absolues  de  tous  ses  termes. 

8.  Multiplication.  —  Soient  a  et  y.'  deux  nombres  réels  posi- 
tifs ;  désignons  encore  par  a  et  ]>,  a'  et  ]/  des  nombres  ration- 
nels et  positifs  quelcon(pies  assujettis  à  vérilîer  les  inégalités  : 

rt  <  a  <  h,  a'  <  y/  <  h'. 

Tous  les  produits  de  la  forme  aa'  seront  <^  que  ceux  de  la 
forme  hh'  et  l'on  pourra  supposer  les  ditîérences  ])  —  a,  h'  —  a' 
et  hh'  —  aa'  aussi  petites  que  l'on  voudra.  On  montrera,  en 
raisonnant  comme  dans  le  cas  de  l'addition,  qu'il  existe  un 
nombre  réel  positif  et  un  seul  a"  ^  que  tout  })i'0(lnit  de  la 
forme  ««'  et  <^  que  tout  i)roduit  de  la  forme  ]>])'.  Ces  produits 
peuvent  être  supposés  aussi  rapprochés  que  l'on  veut  du 
nombre  a".  Celui-ci  se  nomme  le  produit  des  nombies  a  et  y.' 
et  se  désigne  par  aa'. 

Si  l'un  des  deux  nombres  a,  a'  ou  tous  les  deux  sont  néga- 
tifs, la  définition  du  i)ro(luit  se  ramène  à  la  précédente  ])ar  la 
règle  des  signes,  c'est-à-dii'e  i)ar  les  relations 

aa'  =  -a(-v.')  =  (-a)  (--/). 

Ces  définitions  permettent  de  vérifici'  ininiédiatcnicnl  (pu- 
l'on  a  conservé  les  pro[)riétés  coniniulative,  associati\e  et  dis- 
tributi^'e  de  la  multiplication,  ex[)rimées  pai'  les  relations 
générales  : 

aa'  =  a'a,      (aa')  a"  =  a  (a'a  "),      a  (a'  —  a")  =  aa'  -^    aa". 
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On  a  oiicoiv 

a.  —  =  1,  a.l  =  a,  ,  aa'     =  ,  a  j    :  a' ;. 

Enliii  un  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  peut  être  nul  (jue 
si  l'un  des  fact.'urs  est  nui,  et  il  est  nul  dans  ce  cas. 

9.  La  soustraction  est  l'opération  inveise  de  l'addition.  Sous- 
train-  a'  de  -y.  c'est  déterminer  le  nombre  qu'il  faut  ajouter  à  a' 
poui'  oi)[enir  a.  (!(;  nombre  s'api)elle  la  (lijfcrcncc  de  a  et  a'  et 
on  le  désigne  par  a — a'.  i*our  le  di'lernnnei',  posons  .v  =  % — a'; 
on  aura  la  condition  a'  +  .v  =  a,  et,  en  ajoutant  —  a'  aux  deux 
membres,  on  oblient,  parles  piopriétés  d(\  l'addition,  x  ^  a -t- 
( — a').  Donc  la  dilTérence  a — a' s'obtient  en  ajoutant  à  a  le 
syniétri({ue  de  a'.  Cette  règle  lamène  la  soustracliou  à  i'atidi- 
lion  el  i)r()U\(>  (|ue  cette  opéialion  a  toujours  une  solution  et 
une  seule. 

10.  La  division  est  l'opération  in\erse  (h;  la  midtiplication. 
Diviser  a  par  a'  c'est  tléterminer  un  iH)mbre  dont  le  produit 
par  a'  rej)roduise  a.  (le  iu)mbre  s'appelle  le  <iu<ilicnt  de  y.  par  y.' 
et  se  ie])résente  par  a  :  a'.  Pour  le  déterminei',  i)osons  .v  =  a  :  a'; 
on  aura  la  condition  .va'  =  a.  Si  a'  ji'est  pas  nul,  on  peut  mul- 
ti|)lier  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1  :  a',  et  on  en 
tire,  pai-  les  pro|)riétés  de  la  multiplication,  .v  ^  a(l  :  y.').  Donc 
le  ([uolivnl  dea|)ara'est  égal  au  |)ro(luil  de  apai'  l'inverse  de  a'. 
Celte  règle  ramène  la  division  à  la  multiplication  el  j)rou\(* 
(lue  celte  opération  a  toujours  une  solution  et  une  seule, 
pourvu  <pu'  le  diviseur  soi!  dilTéient  de  zéro. 

Il  est  nnunlenant  facile  de  montrei'  (pu-  toutes  Ic^  règles  de 
l'algèbi-e  ('lémentaire  |)our  la  transformation  cl  la  combinaison 
des  égalités  et  des  im-galités,  subsistent  avec  les  (piiinlilj's 
gcn(''ralis<''cs.  Nous  im'  nous  y  ai-rctcrons  |)a>  (la\  aniagc. 

§  2.  Variables  réelles.  Théorie  des  limites 

11.  Continuité  de  l'ensemble  des  nombres  réels.  —  Les 
nombres  réels,  c'«'st-à-dire  les  nombres  tant  lationncls  (pi'irra- 
tit)nnels,   servent   à  exprinu*r    la    mcsui'c  des  grandeurs  c<ni- 
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tiinws,  longueurs,  ainvs,  volumes,  etc.  On  dit  que  l'ensemble 
des  nombres  réels  est  un  ensemble  continu  et  l'on  peut,  au 
point  de  vue  mathématique,  définir  la  coiitiiuiitc  de  cet 
ensemble  pu-  les  deux  propriétés  suivantes  : 

1"  Entre  deux  uomi)ri's  réels  ditîérents  on  jxnit  toujours  en 
intercaler  nue  intinité  d'autres  >  que  l'un  et  <  que  l'autre  et 
aussi  rapprochés  (|ue  l'on  ^  eut. 

2"  Si  l'on  partag-e  tous  les  nombres  réels  en  (hnix  classes  A 
et  li,  telles  que  tout  nombre  de  A  soit  <^  que  tout  nombre  de  B, 
ces  deux  classes  seront  séparées  par  un  nombre  frontière  m 
qui  sera  le  plus  {^rand  de  A  ou  le  plus  petit  de  B,  mais  tout 
nombre  <^  m  sera  tle  la  classe  A  et  tout  nombre  >  m  de  la 
classe  B. 

Nous  avons  moutié  dans  un  [jara^raphe  i)récédent  (n'  3) 
comment  on  peut  (lénn)utrer  ces  propriétés  en  toute  liyueur 
en  les  faisant  reposer  sur  des  définitions  purement  arithmé- 
tiques. Mais  quaiul  on  ai)plique  les  nombres  réels  à  la  mesuie 
des  grandeurs  concrètes,  on  admet  comme  un  postulat  ([u'à 
toute  grandeur  correspond  un  nombre  et  réciproquement. 

12.  Bornes  d'un  ensemble  de  nombres.  —  Souvent  on  con- 
sidère rensemijle  liui  ou  inliui  de  tous  les  uomi)res  qm  satis- 
font à  certaines  conditions  j)récises.  Par  exemple,  on  peut  con- 
sidérer l'ensemble  des  restes  d'une  division,  celui  des  réduites 
d'une  fraction  continue  (limitée  ou  non),  celui  îles  iu)mbi'es 
rationnels,  celui  des  fractions  proprement  dites  comprises 
entre  0  et  1,  etc.  La  notion  des  homes  d'un  ensemble  est  alors 
fondamentale. 

In  ensemble  est  horiu'  siiiH'rieiirement  si  l'on  peut  assigner 
un  nombre  A  plus  grand  <pie  tous  ceux  de  l'ensemble  ;  il  est 
honu'  inférienrement  si  l'on  peut  assigner  un  nombre  a  plus 
petit  (]ue  tous  ceux  de  rensemi)le.  S'il  est  borné  dans  les  deux 
sens,  on  dit  simplement  qu'il  est  hoviié. 

Quand  un  ensemble  est  borné  supérieurement,  il  existe  un 
plus  petit  nombre  qui  n'est  inférieur  à  aucun  de  ceux  de  l'en- 
semble :  c'est  la  frontière  de  deux  classes  de  m)nibres  A  et  B  : 
A  contenant  les  nombres   inlV'rieurs  à  un  nombre  au  moins  de 


10  INTRODUCTION 


l'ciiseinble,  et  lî  les  autres  nombres.  (Iclle  froiilière  s'appelle  la 
borne  supc'rwnre  de  rensenil)le.  (î'c'sl  le  plus  pclil  aonihre  de 
la  classe  B,  car  il  ne  peut  y  eu  avoir  de  plus  {^^raud  dans  la 
classe  A  par  déliuitiou  même  de  celte  classe.  L'<'nseml)le  d'un 
nombre  limité  de  nombres  dilTéreuts  est  évidemmenl  borné 
par  l(î  plus  gi'and  d'entre  eux,  mais  un  ensemble  inliui  ne  icn- 
ferme  pas  Jiécessairement  un  nombre  (jui  n'est  iuféi-ieui"  à 
aucun  des  autres.  Dans  ce  dernier  cas,  la  borne  supérieure  n'est 
pas  un  nombre  de  l'ensemble  et  l'on  dit  (ju'elle  est  iiuiccessible. 
C'est  ainsi  que  la  borne  supi'i'ieure  des  Iraetions  comprises 
entre  0  et  1  est  1  et  n'appartient  |)as  à  l'ensemble  (car  I  n'est 
pas  une  fraction). 

De  même,  un  ensemble  boriu'^  inféi-ieurement  admet  une 
Jioriic  inférieure  :  c'est  le  plus  ^rand  nombi'e  (pii  n'est  supc'-- 
l'ieur  à  aucun  d(^  ceux  de  l'ensemble. 

En  l'ésunu',  on  voit  (pie  si  m  et  M  sont  les  bornes  inféi'ieure 
et  sui)érieure  d'un  ensemble  borné,  l'ensemble  ne  contient 
aucun  nombre  <^  //)  ni  aucun  ^  M,  nniis  il  en  contient  ceitai- 
nenuMit  de  <C  n\  +  £  et  de  ^  M  —  £  cpu^lcpu'  pcMit  cpie  soit  le 
nombi'c  positif  donné  £. 

La  dilîéi'enc(;  entre  les  bornes  supérieure  cl  inférieure 
s'ap[)elle  VoscilUition  de  l'ensemble. 

13.  Variables  réelles.  —  Soit  .v  une  '^Htrifihle  réelle,  c'est-à- 
dire  une  quantité  (pii  passe  })ar  une  inlinitéde  valeurs  léelles. 
(lonsidérons  l'ensemble  de  toutes  les  valeurs(pie])eut  recevoir.v. 
Si  cet^ensemble  est  borné  supcM-ieurenuMit  (Ui  infiMieurcment,  la 
variable  .y  est  aussi  boi'iu'e  suj)érieurenn'nl  ou  inferieurenienl 
et  les  bornes  de  l'ensemble  sont  les  homes  s{ii>é)'ieiire  (Ui  iiij'é- 
rieiwe  de  .v. 

On  (lit  (pie  la  KUiriiihli'  x  \'(irie  dans  rinl('r\'<ill('  (a,  /»)  loi's- 
(pi'elle  |)eut  iccevoii' toutes  les  \  aleurs  conqtiises  ent  l'c  a  et  />, 
>  conq)ris  ces  \aleurs  extrêmes.  Nous  supposons  toujours, 
sauf  in(licati(»n  contraire,  ([ue  l'on  a  <i  <^  />.  (les  nombres  sont 
dom-  les  bornes  iidérieure  et  supérieure  de  .v  et  elles  sont 
(iccessihles. 

Si  .V  re(;oit  toutes  ces  mênu's  \aleui-s  sauf  la  seide  valeur  a, 
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OU  bien  sauf  la  soulo  valeui-  7j,  ou  bien  encore  sauf  les  deux 
seules  valeurs  (i  et  /),  on  écrit  respectivement,  pour  indiquer 
que  ces  bornes  sont  alors  inaccessibles,  que  .v  varie  dans  les 
intervalles  (a  +  0,  b)  ou  bien  (a,  h  —  0),  ou  enfin  («  +  0,  h  — 0). 

Quand  x  peut  prendre  toutes  les  valeurs  comprises  entre  a 
et  h  et  ces  deux  valeurs  elles-mêmes,  on  dil  que  .v  varie  dans 
cet  intervalle  an  sens  large.  Au  contraire,  .v  varie  dans  l'inter- 
valle (a,  ]))  an  sens  étroit  si  .v  ne  peut  pas  prendre  les  valeurs 
a  et  h. 

Les  valeurs  de  .v  qui  sont  ^  a  et  <^  1>  sont  dites  intéricnres 
à  l'intervalle  (a,  h).  Quand  a;  varie  dans  l'intervalle  {a,  h)  an 
sens  étroit,  x  ne  preiul  donc  que  les  valeui's  intérieures  à  (a,  h). 

La  variation  de  .v  se  représente  ^éométriciuemeid  par  le 
déplacement  d'un  point  sur  une  droite  indéfinie  00'  ;  on  porte 
sur  00'  une  longueur  OX  =  x  dans  un  sens  déterminé  par  le 
signe  de  .v.  Sauf  indication  contraire,  on  suppose  la  droite 
horizontale  et  les  segments  positifs  sont  comptés  de  gauche  à 
droite.  Par  allusion  à  cette  représentation,  une  valeur  })arti- 
culière  de  .v  s'appelle  un  point,  la  valeur  .v  =  a  le  point  a,  etc. 

14.  Limite  d'une  variable.  —  Soit  .v  une  variable  réelle  qui 
passe  snceessiK'ement  par  une  infinité  de  valeurs  suivant  une 
loi  quelconque,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  prise  par  .v, 
on  puisse  distinguer  les  valeurs  qui  précèdent  de  celles  qui 
suivent  et  ({u'aucune  valeur  de  x  ne  soit  la  dernière.  On  dit 
que  .v  tend  K'ers  nne  limite  déterminée,  si  les  valeurs  succes- 
sives de  .V  se  rapprochent  d'un  nombre  déterminé  a,  de  telle 
sorte  que  la  dilîéience  .v  —  a  linisse  par  décroître  en  valeur 
absolue  au-dessous  de  tout  Jiombre  positif  donné  e  si  petit 
qu'il  soit.  On  dit  alors  que  .v  a  pour  limite  a  et  l'on  écrit 

lim  .V  =  a. 

Suivant  celte  déliuition,  une  même  variable  ne  peut  pas 
tendre  simultanément  vers  deux  limites  difiérenles  a  et  h 
{h  >  a),  car  {x  —  a)  et  (.v  —  h)  ne  peuvent  être  simultanément 
inférieurs  en  valeur  absolue  à  la  moitié  de  (/>  —  a). 

Si   les  valeurs  de  x  finissent   par  surpasser  déjiniti^'cment 
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tout  iiombio  assignable,   on  dil,   i)ar  oxlension,  ([iio  .v  a  une 
limite  infinie  el  tenti  V(!rs  +fx). 

De  même,  si  x  décroît  dcfiniliK'emcnt  au-dessous  de  loul 
noml)re  néj;'atif  assignable,  on  dit  (|ue  .v  a  poui-  liinile  — ^. 

15.  Plus  grande  et  plus  petite  limites.  —  (lonsidc'ions  encore 
une  varial)le  .V  (jui  passe  succcssivcnicul  par  une  inlinllé  de 
valeurs  finies.  Si  ,v  est  borné(>  supérieurement,  il  y  a  des  nom- 
bres auxquels  x  iiiiit  par  rester  (léfinitiKH'ment  inlt-iienr.  Si 
ceux-ci  ont  une  borne  inférieure  A,  on  l'appelle  Id  plus  i-randc 
limite  (le  x;  el  l'on  écrit 

lini  .V  =  A. 

De  même,  si  .v  est  bornée  inférieiirement,  il  y  a  des  nombres 
auxquels  .v  linit  i)ar  rester  J(7'/«?//^'(';/j('/jf  supérieur.  Si  ceux-ci 
ont  une  borne  supérieure  a,  on  l'appelle  la  [tins  i>etite  limite 
(le  X  et  l'on  (>(  lil 

lim  X  =  rt. 

Ces  plus  glande  el  i)lus  pelFIe  liniiles  s'appellent  aussi  les 
limites  iVinilétermindlion  de  .v. 

Si  la  variable  .v  est  boi'uée  supérieuremeni  cl  inf(M'ieure- 
nu'ul,  l'es  deux  limites  cxistcnl  toujours  cl  >onl  coiniJiises 
entre  les  boi'ucs  su|)('Micnrc  cl  infiMieurc  (\v  .v,  la  coïncidence 
avec  ces  boiiies  (''tant  é  valcinenl  possible. 

La  plus  grande  limilc  A  es!  donc  définie  par  celle  propriété 
(pu-,  <iuel<pie  pel.t  (pie  soil  le  nombre  posilit  i,  la  variabU'  .v 
linit  par  rester  <C  -^  +  £.  landis  (pi'cllc  n'esl  jamais  délinili- 
vemcnt  <^  A  —  c. —  PareilliMncnl,  la  plus  pclilc  limilc  (/est 
délinic  |)ar  celle  propri(''l(''  (pu'  la  \ariable  .v  linil  pai-  rester 
^  (t  —  3,  tandis  (pi'cllc  n'csl  jamais  dt'linil  i  xcmcnl  >  d  -f  s. 
])'ai)rès  cela,  A  est  sup(Micur  ou  égal  à  a. 

Si  les  dcii\  limiles  <i  cl  A  sctnl  dill'ercnles,  on  pciil  prendre  £ 
assez,  petit  pour  (pu'  .V  —  î  soil  encore  ^  a  +  s;  dans  ce  cas, 
.v  oscille  indi'linilivenuMd  de  d  -\  z  à  A  —  c  el  ne  peut  avoir  de 
limite  d(''lermin<''c.  Au  contraire,  si  A  ^  a,  .v  linil  par  rcslei- 
dans  un  inlci\alli'  (d  —  t,  d  -^  i)  aussi  resscrr»'-  qu'on  le  \»»u- 
(iia,  cl  .v  a  p<uir  limilc  d.  I  )c  là.  Ii'  lli(''(Ucme  siii\;iiil  : 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  \'arial)le  x 
(lit  une  limite  finie  et  déteruiinée  est  (/u'elle  .so/f  bornée  et 
que  l'on  ait 

lira  Ar=  lim  .y. 

Lors(|iio  la  variable  .v  n'est  pas  l)oriiée  supérieurement,  oa 
dit,  par  extension,  que  sa  plus  grande  limite  est  +  c>o;  de 
même,  si  .v  n'est  pas  bornée  inférieurement,  sa  plus  i)etite 
est  —  oD . 

Si  la  variable  .v  a  une  limite  infinie,  soit  +  oo  soit  — co,  on 
dit  encore  que  ses  plus  grande  et  plus  petite  limites  ceïncident 
et  sont  égales  à  cette  limite  infinie.  Avec  cette  extension,  la 
relation 

lim  X  =  lim  x 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  x  ait 
une  limite  (finie  ou  infinie). 

16.  Critère  de  convergence  ((Iaiciiy). — La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'une  variable  x  qui  passe  par  une 
succession  illimitée  de  valeurs,  ait  une  limite  finie  et  déter- 
minée est  qu'à  tout  nombre  positif  si  petit  qu'il  soit  z,  corres- 
ponde une  valeur  de  x  qui  diffère  de  moins  de  e  de  toutes  les 
suivantes. 

Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la  variable  x  est  bornée  et  je 
dis  que  ses  plus  grande  et  plus  petite  limites  A  et  a  sont 
égales.  En  effet,  si  l'on  avait  a  <^  A,  on  pourrait  choisir  un 
nombre  positif  e'  assez  petit  pour  (pu'  a  +  s'  fût  encore  <^  A  —  s', 
la  variable  x  oscillerait  indétinimeni  d'un  de  ces  deux  nom- 
bres à  l'autre  (même  en  les  déi)assant),  aucune  valeur  de  .v  ne 
pourrait  donc  différer  de  toutes  les  suivantes  d'une  (luantité 
inférienre  à  la  moitié  de  cet  intervalle,  ni,  i)arsnite,  inféiieui-e 
à  £  (si  £  est  supposé  moindre  qne  celle  moitié).  La  condition 
est  donc  suffisante. 

Il  est  évident  ([ii'elle  est  nécessaire,  car,  si  les  valeurs  de  x 
se  rapprochent  indéfiniment  d'un  nombre  a,  elles  finissent  par 
ditîérer  aussi  peu  ([ue  l'on  veut  les  unes  des  auti'cs.  Le  tliéo- 
rème  est  démontré. 
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Le  critère  de  eoii vergence  est  plus  simple  si  la  variable  .v 
est  monotone,  c'est-à-dire  si  elle  est  :  soil  eoiislaniiiieiil  ciois- 
sante  (ou  stationuaire),  soit  couslaninieut  décroissaiile  (ou 
statioiinaire).  Ou  énonce  ce  critère  particulier  comme  il  suit  : 

Si  la  vnridblc  x  varie  toujours  dans  le  mènie  sens  (est 
îïwnotome),  la  condition  nécessaire  et  su/Jisaute  pour  (/u'elle 
ait  une  limite  finie  est  qu'elle  soit  J)ornée. 

En  eflet,  si  la  variable  est  cioissaute,  elle  tendra  vers  sa 
bonie  supérieure  A,  car  elle  ne  peut  surpasser  A  taudis  (pi'ello 
surpasse  définilivcnuMil  tout  uoinbic  moindre.  De  même,  si 
elle  décroil,  (^lie  a  sa  boi-ne  iulV'i'ieure  pour  liniilc. 

On  énonce  cette  règle  en  disant  nnune  variable  (fui  varie 
toujours  dans  le  même  sens  a  une  limite  jinie  ou  infinie. 

Ivcs  critères  de  convei-gence  s'appli([uent  quel  (pie  soit  le 
mode  de  vai'ialioii  de  .v.  (les  modes  sont  tiès  vaii(''s.  Tantôt  .v 
tend  vers  sa  limite  d'une  manièie  continue  en  passant  par 
toutes  les  valeui's  intermédiaires,  tantôt  .v  vari(^  d'une  manière 
discontinue  en  passant  ])ar  une  suite  illimitée  de  \aleurs 
isolées.  Dans  ce  dernier  cas,  il  arrix'e  le  plus  souvent  (pie  les 
valeurs  successives  de  .v  |)eu\('iil  être  toutes  niiiiieroti'es  dans 
l'ordn'  de  leur  succession  : 

-v  -=  a:,,  .v„,  .v.,,...  .v,,,...  .v„  :,„... 

Tel  est  le  cas  pour  les  sonunes  successives  des  termes  d'une 
sérit',  les  réduites  successives  truue  fraction  continue,  etc.. 
Le  critère  de  (laiicliy  peut  alors  s'énoncer  connue  il  suit  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (luc  la  suite  .v,, 
.Yj,  a:.,,...  a,,,...  ait  une  limite  finie  et  détei'minée,  est  ([u\'t  (oui 
nombre  positif  z  si  petit  (full  soil,  cori-cspondc  un  indice  u 
tel  ([ue  la  condition 

ait  lieu  pour  tous  les  indices  u    ■    p  supérieurs  à  u. 

17.  Limite  d'une  fonction.  —  (Juand  les  valeurs  d'une  varia- 
l»le  y  sont  deleiniinees  |»ar  celles  (|ue  reçoit  urn*  autre  varia- 
ble .v.  on  (iil  <|U('  y  est   une  loinlioii  de  a'. 

Il  peut  alors  se   faire  ipie,  «piand   on  donne  à  A'  nue  suite  de 
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valeurs  ayant  pour  limite  a  (la  valeur  a  elle-même  étant  géné- 
ralement exclue),  la  suite  des  valeurs  correspondantes  de  y 
ait  pour  limite  h.  Ou  dit  alors  que  h  est  la  limite  de  y  pour 
.V  =  a  et  l'on  écrit 

lim  y  =  h. 

La  condition  nécessaire  et  snlJisante  pour  que  y  ait  une 
limite  finie  h  quand  x  tend  vers  a,  est  donc  qu'à  tout  nombre 
positif  z  corresponde  un  noni])re  positif  o,  tel  que  Vinégalité 
\  X  —  rt  î  <^  0  eiitraine  \  y  —  7)    <^  s. 

Si  l'on  observe  qu'une  valeur  de  y  suffisamment  éloignée 
dans  la  suite  correspond  à  une  valeur  de  .v  sufïisamment 
voisine  de  a,  on  Aoit  que  le  critère  de  convergence  de  Cauchy 
prend  la  forme  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y  ait  une 
limite  finie  quand  x  tend  vers  a,  est  «lu'à  tout  nombre  positif  z 
corresponde  un  nombre  positif  o  tel  que,  à  deux  valeurs  de  x 
qui  diffèrent  de  a  de  moins  de  o,  correspondent  deux  valeui's 
de  y  qui  diffèrent  entre  elles  de  moins  de  s. 

Il  est  important  de  remarquer  que  y  peut  avoir  une  limite 
quand  on  fait  tendre  x  vers  a  par  une  suite  de  valeurs  sou- 
mises à  certaines  restrictions,  par  exemple  toutes  ^  a,  ou 
toutes  rationnelles,  etc.  Ce  sont  alors  ces  valeurs  seulement 
que  l'on  doit  considérer  dans  la  condition  de  convergence. 

On  représente  souvent  par 

lim   y,  lim  y, 

.V  =  n  +  0  X  =  a  —  0 

les  limites  de  y  quand  .v  tend  vers  a  en  restant  soit > a,  soit  <^ a. 
Si  y  a  une  plus  grande  ou   une  plus   petite  limite  quand  .v 
tend  vers  a,  on  les  re[)résente  respectivement  par 

lim  y     ou     lim  y. 

X  =  n  X  —  (I 

Si  y  a  une  limite  b  cpiand  .v  tend  vers  l'infini,  c'est  à  dire  si 
y  (lilîèrc  aussi  peu  (pie  l'on  vent  tle  1>  à  condition  que  x  soit 
suffisamment  grand,  on  dit  (pie  7>  est  la  limite  de  y  pour 
.v=  cvj  et  l'on  emploie  des  noialions  analogues  aux  piécédentes. 

Ces   considérations   s'étendent    aux    fonctions    de  plusieurs 
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variables.  Si  la  valciir  de  /;  (h^pciid  dos  valeurs  de  .v,  y,...  on 
dit  que  u  a  pour  limite  m  ({uand  .v, ,>',...  leiidcut  icspectivemeiit 
vers  a,  ]>,...  d'uu(>  mainère  (juclcouquo,  si  à  tout  t  positif 
corres})ond  au  o  positif  tel  (jue  la  dill'ériMice  //  —  lu  soit  <^  z 
sous  la  condition  (jue  \.\  —  ^'  |  '  I  X — ^'  I  '•••  ^<>i<'"*  <C  ^• 

18.  Principes  de  la  théorie  des  limites.  —  I.  L(t  limite  (lUiiic 
somme,  ht  limilc  d'une  différence,  la  limite  d'un  produit  de 
Vdi'idhles  ([ni  tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées, 
est  é^ale  à  la  somme,  à  In  diff'érenee,  on  produit  de  ces 
limites.  La  limite  d'un  (juotient  de  \'aria]>les  qui  tendent  vers 
des  limites  finies  et  déterminées,  est  éi>:ale  au  (fuotient  de  ces 
limites,  pourvu  (fue  l'i  limite  du  dénominateur  soit  différente 
de  zéro. 

(les  piopositions  se  dénionlient  toutes  de  la  même  faeou. 
Choisissons  la  ileniière  comme  exemple.  SoiiMd  deux  a  ariabh's 
a:  et  y  ayant  resi)eclivement  pour  limites  a  et  J)  ;  on  |)eut  poser 

-V  =  a  +  a,  y  =  /j  -(-  [i, 

y.  et  'j  ayant  pour  limite  zêvo.  On  en  lire 

.V         a       «  +  a        a  __  %U  -    ^ju 
y  ~  h  ^  h  +~^  ~  1)  ^  b{h+J)' 

Si  />  est  dilTérent  de  /.('mo,  cette  dernier.'  ([uantile  peut  ("'Ire 
rendue  aussi  petite  <]ue  Tou  xcul  a^■ec  y.  cl  'i,  doue  .v  :  y  a 
pour  limite  a  :  /*. 

De  la  comhinaisoii  des  projxisilioirs  piiMinlenles,  on  dediiil 
le  llK'orènie  sui\  uni  : 

II.  Soit  il  (.V,  .^^...)  ////(•  expressiiui  rationnelle  (j iieleotaj ne 

des  variables  .v,  y e'est-à-<lire  une  expression  dont  le  eal- 

eul  ne  comporte  <jue  les  <iimtre  opérati<uis  fondamentales; 
si  les  variables  .v.  y...  ont  respectivement  pour  limites  a,  />,... 
lî  (.V,  .\*,...)  aura  pour  limite  W  (a,  /»,...). 

(le  Ihéoi'ème  esl  soumis  toutefois  à  celle  i-es|riclion  (pie  si, 
parmi  les  o|)(''r;di(»ns  ;i  elTeelnei-,  li^^'ure  une  di\isi()n,  le  divi- 
seur ne  soil  jjiis  nul. 

III.  S/  deux  variahles  res!cul  coustamtueut  éiidles  et  si 
l'une  d'elles  tend  vers  une  limite  déterminée  (finie  ou  infinie), 
l'autre  variable  tctid  vers  la  même  limite. 
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En  effet,  si  u  est  éfj;-al  à  v  et  a  une  limite  linie  a,  n  —  a 
décroit  iiidéfinimont  el  e  —  a  aussi,  donc  v  a  pour  limite  a.  La 
démonstration  est  analogue  si  la  limite  est  infinie. 

IV.  Une  KnridJde  <iui  reste  eonstamment  eoinprise  entre 
deux  (uitres  qui  ont  la  même  limite  (finie  on  injin'e),  tend  et'/'.s 
1(1  même  limite. 

Eu  effet,  si  la  variable  u-  est  comprise  entre  deux  autres  u 
et  e  qui  tendent  vers  a  supj)Osé  fini,  u'  —  a  sera  compris  enti'e 
n  —  a  et  e  —  a  qui  décroissent  indéfiniment  el  (liMioiha  lui- 
même  indéfiniment.  Donc  \^'  a  pour  limite  a.  Le  laisuiiuemenl 
est  analogue  si  la  limite  est  infinie. 

119.  Méthode  des  limites.  —  Lorsque  l'on  a  obtenu  une  rela- 
tion entre  des  variables  qui  subsiste  pour  une  infinité  de 
valeiiis  de  celles-ci,  on  }>eut,  e;i  s'appuyant  sur  les  prin(ii)es 
l)réeé(lents,  remplacer  dans  cette  relation  les  variables  i);ir 
leui's  limites.  Cette  opération  porte  le  nom  de  i)(iss(iij;e  à  l:i 
limite.  Cette  nouvelle  lègle  qui  s'ajoute  aux  quatre  règles 
loudaiiK'u taies  de  l'arithmétique,  caractérise  Vanalyse  infini- 
tésinuile. 

La  méthode  des  limites  consiste  à  trouver  des  relations 
entre  les  quantités  par  passage  à  la  limite. 

La  méthode  des  limites  se  décompose  en  plusieurs  branches 
suivant  la  nature  des  A'ariables  sur  lesquelles  on  effectue  le 
passage  à  la  limite  (séries,  produits  infinis,  fractions  conti- 
nues, calcul  dilîérentiel,  calcul  intégral). 

20.  ^Méthode  infinitésimale.  —  Une  vai-iable  (jui  a  pour 
limite  zéro  est  nue  quantité  inlinimenl  jwtife  ou  un  infiniment 
jtetit.  Au  contraire,  une  (piantité  infiniment  grande  est  uiu> 
(piantit(«  variable  qui  augmente  au-delà  de  toute  limite 
assignabli'. 

La  méthode  infinitésimale  est  celle  où  l'on  se  sert  de  la 
considération  des  infiniment  petits.  Dans  le  caleul  différentiel, 
on  considère  les  quantités  comme  limites  du  rapport  de  deux 
iiiliiiinirid  petits.  Dans  le  cidcul  inléiii'al,  on  les  considère 
comme  limites  d'une  somme  d'un  nombre  indéllnimeid 
croissant  d'intininicnt    j)etits.  2 
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Dans  cliaquo  question,  on  établit  souvent,  entre  les  divers 
inliniment  petits  que  l'on  considère  simultanément,  une  clas- 
sitication  qui  s'appuie  sur  les  (h'tinitions  suivantes  : 

Une   quantité   a  est   infiniment   peiitc  fuir   l'ajijKH't    à   une 

y, 

autre  l'i  lorsque  le  rapport-^  a  poni-  limite  0.   An  contraire, 

deux  infiniment  petits  sont  du  même  ordre  si  ieni'  lapport  a 
une  limite  linie  et  dilTéiente  de  zéio. 

On  choisit  un  inliniment  petit  particulier  v,  (pic  l'on  a|)pelle 
infiniment  itetit  prineipiil,  et  (pii  sert  à  classer  tous  les  autres. 
Un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  a  est  du  prender  ordre 
et  un  infiniment  ])etit  de  l'ordre  de  y.''  est  de  l'ordre  ;•. 

Lorsqu'une  ([uantilé  est  décomjiosée  en  une  somme  de 
termes  fpii  sont  des  inliniment  petits  d'ordres  diflerents,  on 
donne  le  nom  de  terme  f\rineiiHil  à  celui  ([ui  est  de  l'ordre  le 
moins  élevé. 

On  appelle  expression  nsympt<di(iue  d'une  <|uantit(''  une 
expression  qui  n'en  ditîère  (pie  i)ar  un  inlininxiit  ix'til  d'un 
ordre  assigné. 

21.  Principes  de  substitution  des  infiniment  petits.  —  Les 
avantages  de  la  méthode  infinitésimale  résultent  de  deux 
principes  fondamentaux  connus  sous  ee  nom  et  (pie  voici  : 

I.  ÎAi  limite  du  rappitri  de  deux  infiniment  j)etits  x  et  [j  n\'st 

jKis   chaiiixée   (juand  on   leur  suhstilue  respeetivement   deux 

...  .        ,       , ,  -/         'i 

(inircs  inlmimeiit  petits  y.  et  t,  pour\'u  (jue     ,  et  '^,  uient  pour 

y.  j 

limite  runitc. 

Vax  eili't,  de  ridculilé 

y.  y.  a  ^j 

,j  ,j  a  jj 

on  coucliit,  \y.\\   les  piineipcs  de  la  m»''llio(lc  des  limites, 

1-        ^'        I-        ^1-        '-'    I-        .^         I-        ^ 
lim    , ,        lim   ,    lim        lim    , ,       lim    ,    • 

-<  J  /  J  J 

La  n ma r(pic  siii\  an  le  sert  sou  vcu!  à  recounail  rc  (pic  le  rap- 
|)oil  (le  (leu\   iiiliiiiiucut  |)etils  tend  xcr^  rmiilc. 

Si  ^j  reste  coni|iris  entre  deux  inliiiimeiit  petits  -y.  et  y   dont  le 
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rapport  tend  vers  ruiiité,  les  rapports  [i  :  a  et  [j  :  '/  tendent 
aussi  vers  l'unité. 

En  elïet,  en  divisant  les  inégalités 

y.  >  [i  >  a' 

par  7.  supposé  positif,  il  vient 

et,  comme  a'  :  7.  est  supposé  tendre  vers  l'unilé,  il  suit  du  i)riii- 
cipe  IV  (n"  IS)  cpu^  [ii  :  7  tend  aussi  vers  runit(''.  I.a  même 
démonstration  s'applique  au  rapport  ,j  :  a', 

11.  ]ai  liiuitc  d'une  simimc  (rinlininwnt  jwtits  de  même 
signe  7,,  7„,...  7„,  dont  le  nombre  n  augmejile  indéfiniment, 
n'est  pas  eluingée  quond  on  remj)laee  ees  iitlininienl  [lelits 
par  d'autres  [i,,  ,'1,,...  %,]nnirvu  ({ue  les  rapports  ,'-i,  :  7,  tendent 
uniformément  rcr.s  l'unité. 

Le  mot  uniformément  doit  être  entendu  en  ce  sens  que, 
quel({ue  soit  £  jiositif  donné,  on  peiil  }U'endre  n  assez  graïul 
pour  (jue  l'on  ait,  quel  que  soit  l'indice  /, 

1  — £<  ^<i  +  £. 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura,  en  siqiposant  les  y.  positifs, 
(l-e)7,  <:i,<(l  +  3)7- 
])uis,  en  additionnant  toutes  les  inégalités  semblables, 

(l-£)Sa,<i::b,<(l   +£)v,^ 
et,  par  consé([nent, 

l-3<^<l  +  e. 

D'ailleurs,  t  étant  aussi  petit  <iu'on  le  veut  avec  — ,  on  en 
conclut 

lim  '^'  ^'  '^^  +  -  +  ^^"  =  1, 

a,   +  y.„  +  •••  -I-  y.„ 

ce  (pu  exige  (|ue  [j,  +  [ij  +  •"  1^»  <^-l  '^1  +  '■'-2  +  "•  +  7.,,  aient  la 
nu'^me  limite  Unie,  nidle  ou  inlinie. 

C^es  deux  principes  géiuMaux  penvent  revêtir  un  antre 
énoncé  moyennant  la  remarcpie  suivante  : 
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Quand  deux  iiiliniinciit  jwtits  y.  cl  y.'  ont  ])()ur  limite  de  Icuf 
rapjiort  l'uiiHc,  leur  dilJ'i'i'cncc  o  es/  iujiuimcnt  iiclitc  jxii' 
rapport  à  chacun  d'eux,  et  rcciproiinenwnt. 

En  elTet,  rôquatioii  o  -^   a —  y!  peut  s'écrire 

^  ^  T'  "~  ^  ■ 

[^e  second  ni<'nil)r('  ayant  i)()nr  limite  zéro,  il  en  est  de  même 
dn  i)remiei-,  donc  o  est  nn  inliniimnit  petit  par  rapj)ort  à  y.'. 
liécipro(pu>ment,  si  o  est  inliniment  jx-til  ))ai-  rapport  à  a', 
leur  (juotieid    o  :  y.'   tejid  Ncrs  /('l'o,  et    y.  :  a'  trnd  ncis  l'uruti'. 

Les  principes  de  substitution  piMncnt  (Icuh;  s'c-noncei"  encoi-e 
comm(>  il  suit  : 

On  peut,  sans  changer  la  limite  d'un  l'apport  ou  (Tune 
somme  d'infiniment  petits,  uéiilii>ei-  dans  elaujue  terme  une 
({ nanti  té  inliniment  petite  ptir  rapport  à  lui. 

Toutefois  l'énoncé  de  ce  principe  doit  être  comjjlt'lé,  dans  1(> 
cas  d'une  somme,  j)ar  la  condition  coidenuc  sous  le  nn)t 
unifoi'n\ément  dans  l'énonce''  primitif. 

L'utilité  de  ces  ])rincipes  consiste  en  ce  (pTii^  pi-rmcttcnt  de 
négliger  dans  bien  des  cas  préciséintud  les  j)arlies  drs  julini- 
ment  j)etits  (pii  l'ont  la  dilTicuUV'  du  |)i-ol>lrme. 

§   3.   Fonctions  d'une  variable   réelle 

22.  Fonctions  d'une  variable.  —  Deux  vaiiabU-s  .v  et  \- 
soid  foru'tioris  l'une  de  l'autre  dans  b^  sens  le  plus  général, 
s'il  existe  une  dépendance  quelconcpu-  entre  les  valeuis  qu'on 
peut  leui'  attribuer.  l"]n  giunual,  (Ui  considère  uni'  des  deux 
\ariables  eoinme  indépendante,  \k\v  exemple  v.  La  \aleui' 
de  .V  peut  et  re  clioisie  à  vc)lonte,  mais  .v  ('tant  (buiin-e,  y  n'est 
plus  arbit  raire.  ()n  dit  alors  que, >"  est  fiuntion  (/c  .v  et  celte 
de|)eu(lance  s'exprime  par  la  notation. 

y     /(v). 

()n  elinlie  jlans  les  elemeul>  des   mat benud icpu's  iiu  rertain 
nombre  de;  fondions  relatix  eun-n/  sinqiles,  dont  les  |M"opri«'tés 
sout  bien  couuiies.  Ce  sord   les  puictiiuis  l'tementaires.  ()u  les 
re|)resente  par  des  symbole^  particuliers  : 
.V'",  A^,  si  M  .V,  etc. 
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0)1  dit  que  la  fonction  f{x)  est  uniforme  ou  uniK'oqiw  si 
elle  n'est  susceptible  cfue  d'une  seule  valeur  pour  chaque 
valeur  de  .v,  telles  sont  A^",  sin  .v,...  Au  contraire,  la  fonction 
est  mii'tif'orme,  on  pliirivoq ne  ou  à  déterminations  mnltiples, 
si  elle  est  susceptible  de  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur 
de  a:.  Telle  est  la  fonction  \^x  qui  peut  recevoir  deux  valeurs 
de  signes  contraires  pour  chaque  valeur  de  a:. 

On  classe  les  fonctions  en  fonctions  explicites  ou  implicites, 
suivant  que  la  relation  entre  y  et  .v  est  donnéj  ])ar  une  équa- 
tion résolue  par  rapport  à  la  fonction  y  ou  non  résolue  par 
rapport  à  cette  fonction  ;  en  fonctions  algélnùqnes  ou  trims- 
cendantes,  suivant  (jue  la  relation  entre  y  et  a:  peut  ou  non 
être  exprimée  par  une  équation  dont  les  deux  nienibres  sont 
des  polynômes  entiers  en  .v,  y  Les  fonctions  algébriques  se 
partagent  elles-mêmes  en  rationnelles  ou  irrationnelles,  sui- 
vant que  l'équation  qui  lie  y  à  .v  est  du  premier  degié  par 
rapport  à  y  ou  ne  l'est  pas.  l  ne  fonction  rationnelle  est  donc 
le  c|uotient  de  deux  polynômes  en  .v  ;  en  particulier,  si  elle 
se    réduit    à    un   })olynome,   elle  est    rationnelle   et    entière. 

Lorsque  la  relation  v  =  /"(-v)  qui  lie  \"  à  .v  peut  être  résolue 
par  rapport  à  a:,  de  telle  sorte  qu'on  en  tire  x  =  'f  (y),  la  fonc- 
tion 'f(y)  s'appelle  la  fonction  in^'crse  de  f{x).  C'est  en  ce 
sens  que  les  huu^tions  a:"',  A"^^,  sii' a-,  tg  a*,...   ont  respective- 

ment  pour  inverses  :  .v'",  Log  .v,  arc  sin  A',  arc  tg  x,  etc. 

La  variation  d'une  fonction  se  représente  géométriquement 
en  utilisant  les  princii)es  de  la  géométrie  analytique.  On  trace 
deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY,  par  rapport  auxquels  on 
détermine  les  coordonnées  .v  et  y  d'un  point.  L'équation 
y  =  /(.v)  est  celle  d'une  courbe  plane  que  l'on  considère 
comme  une  représentation  ^'éométri(pie  de  la  fonction  /"(a). 

Remunine.  —  On  considère  souvent  une  constante  ou  bien  la 
variable  indépendante  elle-même  comme  des  cas  particuliers 
d'une  foiution.  il  n'y  a  là  rien  (|ui  doivent  surpreiulie,  car  ces 
cas  particuliers  se  rencontrent  déjà  dans  les  fonctions  élémen- 
taires et  ce  sont  même  les  plus  simples.  Ainsi,  la  fonction  a'"  se 
réduit  à  1  pour  m  =  0  et  à  a"  pour  ni=  i.  Dans  la  liguration  géomé- 
trique correspondante,  la  courbe  représentative  se  réduit  à  une 
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(lioilc  parallrlc  à  l'axe  des  .v,  on  hissoclriL'o  de  l'angle  des  axes. 

23.  Oscillation  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  —  Si  la 
fonction  f{x)  os[  hoiiu'c  (|iiaiid  .v  \  aiii'  dans  nn  intcivalle  (a,  />), 
elle  a,  coninio  on  lésait  (n'  \'A),  nue  hnfiu>  infcriciuc  m  cl  nnc 
home  miiu'ricnrc  M.  La  dilTéiencL'  .M  —  i)\  cntic  ces  bornes 
s'a})i)elle  Voscilidlioii  de  la  fonclion  dans  rinler\alle.  Si  la 
fonction  n'es!  pas  j)()rnée  dans  rinler\alle  (<i,  h),  on  dit  (jne 
.son  oscillation  est  iii[iino  dans  cet  inlei\  aile. 

Snivaid  ces  délinitions,  si  l'oscillation  de  /"(.v)  es!  finie  et 
éf^ale  à  M  —  m  dans  rinlervalle  {a,  h)  et  (|ne  l'on  partaj^e  cet 
intervalle  en  plusieurs  antres  eonsécn tifs  par  des  points  intei- 
niédiaires  :  )"  la  hoine  sii|)éi'ieure  de  la  l'onction  sei'a  encore  M 
dans  riin  au  moins  des  inter\alles  j)artiels  cl  ne  suipassi-ia  M 
dansancun  ;  2  la  horne  inférieure  sera  m  dans  un  au  nuùns  des 
inlcivalles  partiels  et  ne  sera  inféiienre  à  m  dans  aucun  ;  'A"  la 
somme  des  oscillations  dans  les  inteivalles  pailiels  sera  an 
moins  é^ale  à  M  —  m  et  l'oscillation  ne  sera  supiMieiire  à  M  — m 
dans  aucun  de  ces  intervalles.  Ijilin,  si  l'oscillation  de  /"(.v) 
est  infinie  dans  l'iidei-valle  (^^  />),  elle  le  sera  en<-(MC  dans  l'un 
au  moins  des  intei\alles  partiels. 

On  dil  (pi'une  fonction  est  ///(/c  dans  un  intervalle  (<i,  h)  si 
elle  a  une  \aleur  Unie  en  cluKpie  point,  aidrenu-nt  dit  si  elle 
n'est  infinie  en  aucun  point  de  l'inlerN  aile.  1  )'après  cela,  une 
fonclion  poid  être  finie  dans  un  inter\  aile  sans  y  èl  r<'  ltorn(''e(*). 

24.  Oscillation  en  un  point.  Définitions  relatives  à  la  con- 
tinuité. —  .Si  la  fonction  /"(.v)  n'est  hornée  tlans  l'interNalle 
{(t  —  %  (i  +  o)  poui'  ancuiu-  \  alenr  positi\  t'  si  petite  »  pi 'cl  le  su  il 
de  0,  (ui  dil  (|ue  Voscilliiliow  ilc  /(.v)  csl  iiifniic  an  jxiinl  ti. 
Sinon  rostillation  di'  /'(.v)  dans  l'intiMN  aile  (/;  -  o,  (/  •  o),  cpii 
est  stationnaire  (Ui  décroissante  cpiand  o  diminue,  tend  \ers 
une  limite  dc'lermini'e  cpiand  '.  Icnd  xcrs  (I.  (letle  limite  est 
Voscilldlioll   (le  /'(.v)  (IN  iniilll  (I. 

.Si  l'oscillation  e^t  nidie  en  ce  poini,  la  fonctimi  est  iiniliniu' 


(*)  Ainsi  mu-  fumliMii  f;;alc  ;i   1  :  .v  |Hnir   luiilc    \  ali-m- dr  .v  autre  cpie  U 
mais  é^.dc  à  (I  |miim'  v       (I,  scia  il  liiiif  il  non  iiDinti-  dans  j'inliMN  ailidl,  I  ). 
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au  point  a,  ou  pour  x  =  a.  —  La  fonction  f{x)  est  donc  con- 
tinue au  point  a,  si  f'{x)  a  pour  limite  f{a)  (fuiind  x  tend  K'ers 
a  d'une  manière  quelconque. 

L'oscillation  définie  ci-dessus  est  rosciilation  t<ttale  au 
point  o,  par  opposition  avec  les  oscillations  à  i^duclie  cl  à 
droite  du  point  a  (jui  se  définissent  coniiiK»  la  première  mais 
en  considérant  les  limites  des  oscillalions  dans  les  deux  inter- 
valles (a  —  s  a)  et  {a,  a  +  o).  D'après  ces  définitions,  les  oscil- 
lations sont  des  quantités  non  négatives. 

La  fonction  f{x)  est  continue  à  droite  du  point  a  si  son 
oscillation  est  nulle  à  droite  du  point  a.  Elle  est  continue  à 
gauche  du  point  a  si  son  oscillation  esl  nulle  à  gauche  du 
point  a.  Si  les  deux  oscillations  soni  nulles,  la  fonction  est 
continue  au  point  a. 

La  fonction  f(x)  est  continue  dans  Vintervallc  (a,  h)  si  elle 
est  contitiue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  h,  à  droite  du  point  a,  et  à  gauche  du  point  h. 

Elle  est  continue  dans  le  voisinage  a  si  elle  est  continue 
dans  l'intervalle  (a  —  t,  a  -\-  s)  à  partir  d'une  valeur  positive 
sutlisainment  petite  de  s. 

Si  la  fonction  f{x)  n'est  pas  continue  pour  .v  =  a,  ou  dans 
l'intervalle  (o,  1)),  elle  est  discontinue  au  point  a,  ou  dans  Vin- 
tervalle  (a,  h).  —  Si  elle  est  discontinue  au  point  a,  celui-ci 
est  un  point  de  discontinuité. 

25.  Continuité  des  fonctions  composées.  —  1.  La  somme, 
le  produit,  le  quotient  de  deux  fonctions  continues  au  pointa 
ou  dans  Vinterval'e  (a,  h)  sont  des  fonctions  continues  en  ce 
point  ou  dans  cet  intervalle,  à  moins  qu'une  fonction  prise 
comme  diviseur  ne  s'annule. 

Ces  théorèmes  résultent  immédiatement  des  principes  cor- 
respondants de  la  théorie  des  limites  (n"  IS),  Démontrons,  i)ar 
exemple,  le  dernier.  Soient  /(.v)  et  E(.v)  deux  fondions  conli- 
niu's  au  point  a  ;  si  V{a)  n'est  pas  nul  et- si  .v  tend  vers  a,  la 
limite  du  (piotient  /(.v)  :  l'(.v)  sera  égale  au  (juotienl  des 
limites  f{u)  :  l'(«).  Donc  f{x)  est  continue  an  point  r/.  En 
second  lieu,  si  /(.v)  et  E(.v)  sont  confines  dans  l'intervalle  {a,  h) 
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et  que  F(.v)  ne  s'aiimile  pas  dans  ec'l  intervalle,  le  (jnolicnl 
/'(.v)  :  l''(.v)  sera  eonlinu  en  tont  point  .v,  done  dans  l'intcr- 
valle  (d,  ]}). 

H.  Soit  II  =  /"(.v)  ;  si  /(.v)  e.s/  continue  jinnf  \  -  (i  et  l'(//) 
continui'  jKtur  n  f{(i),  l''('0  l'^t  fonction  continnc  de  x  (iii 
point  a. 

On  a,  en  elîet,  .v  t(Mulent  vers  fi, 

lim  l'|/(.v)|       i-|[ini/(.v)|  -  l'|/"(n)|. 

Nous  e()neliu)ns  de  là  que  les  fonctions  coniiiosées  par  adtli- 
lion,  niulti|)lieali()n,  division  ou  sui)erpositiou  du  si^ne  fonc- 
tionnel ne  peiiveni  être  disetndinues  ipu' si  l'une  des  foncMions 
composantes  est  discontinue,  ou  si  l'une  des  tondions  pi  ises 
comiiK»  diviseui-  s'annule. 

26.  Théorème.  —  Soit  z  un  nomJn'c  jmsitiC  donné  ;  s'il  est 
imjiossihle,  en  intercolfint  un  noniJn'c  conveuahie  de  points  de 
sul)di\'ision  entre  a  et  h,  de  iKirt(ii>er  Vintei-\uille  (ii,  h)  en 
IKirties  consécutiK'es.de  telle  soi'te  que  l'oscillation  de  /"(.v)  soit 
<^  z  dons  chiicune  de  ces  (xti  lies,  il  existe  doits  rinici's'tille 
(a,  7>)  un  point  ou  moins  où  roscillotion  de  /(.v)  est  ,  z. 
(le  p(dnt  jH'ut  être  o  ou  Jt,  mois  c'est  alors  l'oscillation  à  tiroite 
du  point  a  ou  celle  à  i>'(iuclte  du  p(nnt  h  qui  sera     ■■  z. 

Aduîellons  (pie  l'impossibilité  supp(»st''e  dans  cet  ('■nonct' ail 
lieu  pour  l'iideivalle  {a,  h)  et  paitaj^eons  ee[  intervalle  en 
deux  auti'es  |)ai'  son  point  milit'U.  L'impossibilil(''  sul)sistei-a 
dans  l'une  au  nu)ins  de  ces  deux  pallies,  sinon  elle  n'existe- 
rait pas  dans  l'inteivalle  total.  Soi!  (a^,  /»,)  celle  des  deux 
moilii's  tlans  hupu'lle  l'iinpossibililé  subsiste,  ou  la  nioiti»'  de 
p;auelie  si  l'impossibilité  subsiste  dans  lout«'s  les  deux.  Paita- 
f^'-eons  de  même  {a^,  ^i^)  en  deux  i)aities  égales  et  di'si^'-nons 
par  (a..,  h.,)  eellt'  des  deux  moitiés  dans  hupielle  l'impossibilil»' 
subsiste  eiieoi'c  et,  s'il  y  a  ambiguïté,  celle  {\i-  naiiclie.  l'arta- 
j^eons  ((/.^,  /«.J  et  continuons  ainsi  de  suite.  Nous  l'oninuis,  sui- 
vant une  loi  assignée,  deux  suites  de  nombres  a,,  a.....  o,,...; 
/»,,  /).,,..  /)„,..  l'uiu' stationnaire  ou  cioissanle,  l'anti'e  slalitui- 
nailt'  ou  decioissanle,  et  leiidaiit  vefs  l;i  même  limite  c  pnis- 
(pie  /»„  —  u„  ^  (I)  —  a)  :  2"  a  pour   limite  (i.    Le   point  c  défini 


FONCTIONS    D  INE    VARIABLE    REELLE 


par  ces  siiiles  appartient  doiif  à  un  inteivalle  {(t„,  l>„)  aussi 
petit  (pie  l'on  veut,  intéiieui-  à  {(i,  h),  dans  lequel  rosciilatioii 
de  f'{x)  est  V  z.  Donc  l'oseillation  au  point  c  est  >  z.  Si  c  coïn- 
cidait avec  (i  ou  avec  />,  ce  (pii  i)eut  arrivei-,  l'oseillation  se 
déterminerait  en  ne  tenant  conqjti'  que  des  valeuis  de  /(.v)  à 
droite  de  a  ou  à  j^auelie  de  />,  et  cette  remarque  achève  la 
démonstration. 

27.  Propriétés  des  fonctions  continues  d'une  variable.  — 
I.  S/  1(1  fonction  /(.v)  est  continue  an  jtoint  (i  et  ne  s\iti)iiile 
pas  en  ce  point,  elle  sera  de  même  signe  (fue  /(«)  dans  rin- 
terK'alle  {a  —  o,  oi  —  o),  poiir\'n  ([non  choisisse  Z  snIJisamment 
petit. 

En  ctîet,  f'(x)  ayant  pour  limite  l'(a)  (luand  .v  tend  vers  a,  on 
peut  choisir  o  assez  petit  })our  «pie,   sous  la  comlifion    .v  —  a 
<^  o,  f'{x)  soit  plus  rappi-ociiée  de  f(a)  que  ne  rcsl  ().  Cehi  l'ait, 
f'(x)  aura  le  si^iie  de  f'(a)  dans  l'intervalle  (a  —  Z,  a    -    o). 

II.  Si  la  fonction  /'(.v)  es/  continue  dans  rinter\'alle  (a,  }>), 
elle  est  hocnce  sapécicncenient  et  inferieurentciit  dans  cet 
intei-K'alle. 

(le  th(''oièmc  est  une  conséquence  de  celui  du  n  2t).  Puiscpie 
/■(.v)  n'a  pas  de  discontinuité  dans  l'intervalle  {a,  }>),  on  peut, 
le  nombie  positif  s  ('■taiil  doiWK',  trouver  un  nnxie  de  division 
de  cet  intervalle  td  <pie  l'oscillation  de  /(.v)  soit  <ï.  s  dans 
chaque  partie.  Soit  ]i  le  nomLre  île  ces  parties  :  la  fonction  f'(x) 
restei'a  comprise  entre  j'{a)  —  nz  et  f'{a)  -f-  n  z. 

m.  S/  Iti  fonction  /(.v)  est  continue  dans  rintei\uille  (a,  h), 
ses  hoi'iies  sni)éi-ieure  et  inférieiu-e  soiit  toujours  accessil)les, 
c'est-à-dire  (fuil  existe  toujours  au  moins  deux  valeurs  de  x 
dans  Vinter\'alle  (a,  h)  (fui  donnent  lespectiK'ement  à  f{x)  ses 
]dus  grande  et  pins  petite  \'alenrs  M  et  m  (  \\'i;ii:nsriîAss). 

I''aisons  la  démonstiation  i)oui'  la  horne  supéi'ieui-e  M.  A  cet 
elTet,  considérons  la  fonction  continue,  non  négative,  .M  —  f(x). 
dette  fonction  lient  décroît  ic  au-dessous  de  tout  nombi-e  posi- 
tif 3,  puisipu'  /"(.v)  peut  surpasser  tout  lunnhi'e  infc'iieur  à  M. 
Donc  la  loiiclion  I  :  |.M--/'(.v)|  peut  surpasser  tout  nonii)re 
assignaMe  :  elle  n'est  |);is  Ixnnée  dans  l'intervalle  (a,  h)  ci,  pai- 
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conséquent,  elle  est  discoiiliniio  (II),  ce  (jiii  n'a  lieu  (ii  2."))  que 
si  M  —  f'{x)  b'auuule  claus  l'iuleiN  allé  {a,  h). 

IV.  8/  la  fonction  f'{x)  est  {Ètscontiniw  dans  l'inleivaliL'  {a,  h) 
et([n\)n  divise  cet  intervcdle  en  inteivcdles  j)artiels  consécu- 
tifs, à  lont  nomlii'c  jiositif  i  si  petit  <jnll  soit,  coi-respond  un 
nombre  o  tel  que  Voseillatiitn  de  f(x)  dans  cliatiue  inlevvalle 
partiel  soit  inférieure  à  £,  pourvu  (fue  l'amplitude  de  eh(i([ue 
intervalle  partiel  soit  inférieure  à  o  ((Iamom). 

I]n  elîet,  ou  peut  trouver  un  premier  nu)cle  de  découiposi- 
liou,  tel  que  l'oscillation  de  f{x)  soil  inférieur  à  £  :  2  dans 
chaque  intervalle  i>artiel,  sinon  la  fonction  aurait  une  oscilla- 
tion >  c  :  2  en  un  point  de  l'iulervalle  {a,  h)  et  ne  serait  jias 
continue  (n"  2()).  Soit  o  l'étendue  du  pins  petit  de  ces  inter- 
valles. Si  l'on  consiilèie  un  autre  mode  de  subdivision  en 
intervalles  <^  o,  un  intervalle  de  ce  second  mode  de  subdivi- 
sion ne  peut  empiéter  sur  ])lus  de  deux  intervalles  du  premier 
mode.  Donc  l'oscillation  de  la  fonction  dans  cet  intervalle  ne 
surpasse  pas  la  somme  des  oscillations  de  /(.v)  dans  deux 
intervalles  du  premier  nn^ie.  Elle  est,  i)ar  ciuisc-ipuMit,  infé- 
rieure à  ;. 

On  énonce  sou\ent  ce  théorème  eu  disant  cpTune  fonction 
continue  dans  un  inleisalle  (a,  h),  l'est  uniformément  dans 
cet  intervalle. 

W  S/  lu  fonction  f(x)  est  continue  <l<ins  rintervalle  {a,  1»)  et 
si  f(a)  cl  f(h)  sont  <le  sii>;nes  contraires,  f{\)  s\innule  pour 
une  Videur  ;  de  x  comprise  i-uire  a  et  h. 

Marcpions  entre  a  et  />  une  suite  de  pitiuls  consécutifs  assi*/ 
rapi)rochés  p(»ur  (pu'  la  \  aiiation  de  /  (.v)  soil  ■  z  d'un  p()iul 
au  suivant,  te  (pii  est  pt)ssil)le  (pu'hpie  petit  que  soit  ;  (I^  ).  Si 
la  fonction  ne  s'annule  pas  en  l'un  de  ces  |toints,  elle  changera 
de  si^ne  entre  deii  \  |)oinls  couséciil  ifs  et  ^a  \  a  leur  absolue  >era 
<^  î  en  chacun  de  ces  deux  points.  Donc  I  :  /'(.v)  xiipasse  I  :  z 
en  valeur  absoliu^  (piehpie  petit  «pie  soil  c,  et  cette  fonctit)n 
n'est  ni  boi'uc'-e  ni  continue,  ce  (pii  n'a  lieu  (n"  2.'))  (pie  si  /'(.v) 
s'aiiiiiile  dans  riiiteivalle  {a,  h). 

\  1.  S/  la  fonction  /(.v)  est  continue  dans  {a,  h),  elle  jirentl, 
dans  cet  inli'i'V(dle,  toule  Viilcur  comprise  enln'  f(a)  et  f(h). 


FONCTIONS    d'une    VARIABLE    REELLE  27 

En  effet,  si>il  A  mu'  (iii;iiitit(''  c(Hii})iise  ciitiv'  ces  deux 
valeurs  ;  la  fonction  continue  f(x)  —  A,  prenant  (U^s  valeurs 
de  signes  contraires  pour  .v  =  a  et  .v  =  h,  s'annule  en  un  point 
intermédiaire  ;  et  l'on  a,  par  consécjuent,  /(;)  =  A. 

On  énonce  cette  propriété  en  disant  qu'une  fonction  continue 
dans  un  interxalle  (</,  />)  ne  [tcul  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

EXERCICES 

"  1 .  Soit  .V  liai'  valeur  jio.sitlvc  ri  [a]  le  plus  o-rand  entier  contenu  dans  .v. 
Ou  lonsidèie  la  foncliou  .v  —  [v].  l'iouver  :  1"  qu'elle  est  discontinue 
l»oui'  les  valeurs  entières  de  .vet  continue  pour  les  autres  valtnirs  ;  2"  que 
sa  borne  inférieure  est  0  et  sa  Ijorne  supérieure  1,  ilaiis  tout  intervalle 
comprenant  un  nouihre  entier;  3"  que  celte  horue  inférieure  est  acct's- 
siljli'  et  cette  borne  supérieure  /;i«cce.ssi/j/e, 

1 

2.  La  fonction  siu  -7  est  ilclinie.  sauf  pour  .Y  =  0  ;  on  lui  donne,  poui' 

c(juipléter  sa  définition,  la  valeur  (l  pour  .v  =  0.  Prou\  er  :  1"  ([ue  celte 
l'onction  est  discontinue  pour  .v  =  il  et  que  son  oscillation  en  chaque 
poiid  est  ésali"  à  2  ;  2")  que  cependant,  dans  tout  intervalle  comprenant 
le  point  0,  la  fonction  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans 
passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

1 

3.  On  délinil    la  rourliou   '^(.v)  en  posant   '^  (.v)  =  — quand  .v  est /Vf/io;/- 

]n'l  et  ég-al  à  une  fradion  irrédiirl  ilile  jt  :  i/,  et  »  (.v)  =  0  quand  .v  est 
imitiintneL  Prouver:  1  7  (lue  'f  (.v)  e.>l  continue  pour  toute  valeur  irra- 
lionuelle  de  .v  ;  2"  discontiuue  |)our  t<nile  valeur  rationnelle;  i!")  cjue 
roscillalion  est  éyale  à  la  fonction  ell(>-mème. 

01  exemple  prouve  rju'il  existe  des  foncticjus  telles  ipi'il  y  ait,  dans 
tout  int'U'valle  si  petit  ipi'il  soit,  une  inlinité  de  points  où  elles  sont  cou- 
liuiies  et  une  inlinité  d'iiul  res  oiVelles  sont  discontinues. 

4.  (  )n  peut  détinir  la  coutinnilc  rn  un  poiul  et  dans  un  intervalle  (a.  h) 
ciMUiue  au  n"  21.  uutis  en  nr' donnant  à  la  variable  indi-pendante  .v  rjue 
des  \  aleins  ratiitnnellcs.  Ceci  posé,  soit  /'(.v)  une  rotulion  définie  ptjur 
les  \ali'urs  rationiH-lli-s  de  .v  seulement,  il  conliiinr  poin'  toutes  ces 
valeuis  dans  l'intervalle  («,  li).  I',xiste-t-il  une  bmction  F(.v),  coidinue 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  île  x  lians  l'intervalle  (a,  h)  et  qui  coïn- 
cide a  \ec /"(.v)  pou  !■  .v  rationnel  ? 

lî.  Oui.  si  la  continuité  de  /'(.v)  est  unifoinu'  [c'est  à  diic  si  la  pro- 
priété l\  du  ir' 27  s'applique  à  /"(.v)|  ;  non  dans  le  c;is  contraiie.  (  )n  le 
prouvera  i-n  montrant  <pu',  dans  le  cas  de  l'alliiiualix  e.  /  (.v)  tend  vers 
inie  limite  déterminée  l'ia)  quand  .v  teuil  vers  uni-  v  aleur  iiral  ioiinelle  a. 
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§  4.   Fonctions  de  plusieurs  variables  réelles 

28.  Variables  et  fonctions.  —  Si  les  \al<'nis  (|ii<'  iccoil  la 
Naiialjlc  //  (l(''|)('ii(l<'iil  (les  valeurs  (|iie  Ton  alliil)iu'  à  plusieurs 
autres  variables  .v,  y,...  ou  dit  (juc  //  csl  uue  touclicui  de  ces 
vaciahles  et  l'ou  «'(l'il  u  ^  f'{.\,  y...).  La  l'oucliou  est  dite  /////- 
f'ormi'  ou  iilUKUHfni',  —  elle  est  tlile  inuUifufDii',  ou  /WM/"/eo<///e, 
ou  à  (Irk'i'iniitiitions  ntnlii[)U's,  selou  (ju'elle  est  susreplible 
d'une  seule  ou  hieu  de  plusieurs  xalcurs  poui'  cliacpie  sysiènu' 
de  valeurs  de  .v,  _\",...  La  roiietiou  esl  :il^(''liri<iiii'  ou  lidiis- 
ccnclinifc,  rtitiouiwlle  ou  irratioiuwlU',  ii)ii>liriti'  ou  i'xiiliciti' 
connue  daus  le  cas  des  fonctious  <l'une  seide  vai'iable. 

Ouaud  (Ui  considère  deux  \arialjles  iudépeudanles  seule- 
lurut  .V,  y,  iiu  système  particidier  de  \aleuis  de  ces  variables 
se  représerde  ^•éoui(''lii(|ut'iiieut  par  un  poiid  M  i\ii  plau  (pii  a 
pour  coordouiH-es  reclauf^ulaii'cs  .v  el  ,\*.  La  \ariatioii  siinid- 
tauée  des  deux  variables  se  représeute  pal'  le  dc'plaeenienl  de 
ce  poiul  daus  sou  plau.  Loiscpu'  Tou  |)eid  atlribuer  à  .v,  \'  \i)W^ 
les  systèmes  de  \  aleiiis  |)<mi  r  lescpudles  le  poiul  M  tiuubedaus 
uue  certaine  piulioii  I)  du  plau  limitée  par  un  eonlour  lernn-  (!, 
(ui  dit  cpu'  le  poiul  .V,  y  vaiie  dans  le  domaine  boiMu-  1).  (!«' 
domaiiH'  ((tmprend  l(Uis  les  points  inU-i'icurs  au  ((udfuii-  et 
tous  les  points  du  ront(Uir  (!  Ini-nit'nM'  »pn'  l'cui  appelle  la 
ffontirri'  du  domaine.  I.n  partieidii'r,  si  l\>n  peid  atlribuer  à  .v 
et  à  y  l(ud<'s  les  valeurs  cpii  apparlieniMud  i'es|)eetivempnl  à 
deii  \  i  nier  val  les  (^/,,  a.,  )  el  (  /),,  /).,),  le  poiul  .v  el  _\'  \  arie  dans  le 
(litinainc  roclautinhiirc  lindle  par  ces  \  aleuis. 

La  \ariali(Ui  de  trois  variabh's  se  représi'ule  par  celle  d'un 
point  M  dans  l'espaci'.  Si  ce  point  peut  jjrendre  tontes  les 
]iosili(Mis  comprises  dans  un  certain  Nobnne  j)  limité  pai'  une 
surface  fermée  S  el  celles  ccUU  |uises  sur  (l'Ile  surface,  on  dit 
(|ue  le  point  A",  y,  :■  varie  d.uis  \v  lUttutihu'  l>.  La  surface  S 
est  la  fi-inilit'if  i\[\  domaine.  Les  |»oinls  iitlriiciirs  (au  sens 
t'troil)  ne  sou!  pas  sur  celle  froidiere.  Ce  diunaiue  es|  un 
prisme  ieclan;^le  (Ui  un  <l(iimiiiif  rrrldiiiiultiiri-.  busque  cha- 
cune des  trois  \ariables  varie  independaninienl  dans  im  inler- 
\  aile  deternnin'-. 
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Au-delà  (le  trois  variables,  la  repivsentatioii  géoinétri(iue 
fait  (léiaiit,  mais  on  dit  que  les  variables  varient  dans  Vhyper- 
espace  et  l'on  étend  la  terminologie  au  cas  général.  En  particu- 
lier, le  système  des  variables  .v,  y,...  varie  dans  un  domaine 
rectangulaire  si  l'on  peut  faire  varier  chacune  d'elles  indé- 
pendamment dans  un  intervalle  donné. 

On  appelle  diamètre  d'un  domaine  le  maximum  de  la  dis- 
tance de  deux  de  ses  points,  donc  de  deux  points  de  sa  fron- 
tière. Dans  riiyperespace  comme  dans  l'espace,  la  distance  de 
deux  })oints  (a",  .^'...),  (.v',  A'',...)  <'st  donnée  par  la  formule 


1  (x-x'r  +(r— rT  +  ••• 

Lu  domaine  qui  contient  sa  frontière  comme  nous  l'avons 
stipulé  ci-dessus,  est  un  domaine  fermé. 

Un  domaine  dont  la  frontière  est  exclue  est  un  domaine 
om'ert.  11  ne  sera  ({iiestion  dans  ce  Aolume  que  de  domaines 
fermés. 

Une  fonction  f(x,  y,...)  de  plusieurs  variables  peut  être 
bornée  ({uand  le  })oint  a,  y,...  varie  dans  un  domaine  1),  et 
l'on  dit  qu'elle  est  l)ornée  dans  le  domaine  L).  Ses  Jwrnes  suj>é- 
rieiire  et  inférieure  et  son  oscillation  dans  ce  domaine  se 
définissent  comme  dans  le  cas  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 

29.  Définitions  relatives  à  la  continuité.  —  lue  fonction 
f{.\,  y,...)  est  conlinne  an  point  {a,  !>,...)  si  f(.\,  y...)  a  pour 
limite  f(a,  />,...)  quand  a,  ^^...  tendent  respectii'ement  \'ers 
a,  h...  d'une  manière  quclcon<ine,  c'est-à-dire  quand  x  —  a 
+  y  —  h  ^  •••  tend  vers  0  ;  ou,  ce  </ ni  revient  encore  au 
même,  si  Voscillation  de  /(a,  y,...)  dans  te  domaine  infini- 
ment petit  limité  par  les  valeurs  «  zt  £  de  x,  }>  jl  y,  de  y,...  a 
pour  limite  0  (piand  z,  /,,...  tendent  vers  0. 

La  fonction  f{x,  y...)  est  continue  dans  un  domaine  1)  si 
elle  est  continue  en  tout  juànl  intérieur  à  ce  domaine  et  en 
tout  ixdnl  de  sa  frontière .  Sculcmcnl,  sur  la  frontière  du 
domaine  l),  la  condition  de  continuité  cxprian'c  par  ré(juation 

lini  /(a,  y...)  -    /'(lim  a,  lini  .A,...), 
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est  sciilcrneiil  /•c/r/Z/rc  (tu  cas  oii  les  vdridhlcs  {riulcnt  vc/'.s 
leurs  limites  sans  soetii-  du  doiuaitie  I). 

La  fonction  est  eoiitinueduns  te  Kunsiiut^e  d'un  point  (a,  h...) 
lorsqu'elle  est  continue  dans  un  tloniaiiie  de  dianièire  sulli- 
sarament  petit  comprenant  ce  point  dans  son  intérieui'  (au 
sens  ('troil). 

Lorsqu'une  fonction  n'est  ])as  continue  an  ]ioiiil  (a,  h...), 
elle  est  diseontiuue  en  et;  i)oinl. 

D'après  ces  définitions,  une  loncfion  peut  èlre  continue  par 
rapport  à  chaque  variahle  .v,  }',...  varianl  seule,  sans  l'être 
])ai"  rapport  à  l'enseinhle  de  ces  nièiues  varial)h's  (*). 

30.  Continuité  des  fonctions  composées.  —  l.  Lu  sminue, 
le  produite  le  (fiudient  de  deux  foueliiuis  eoutiuues  soûl  des 
f(meti<nis  eontinues,  sou/si  une  l'oitclion  jifise  eoiunte  di\'i- 
seur  s'unnule. 

\j;\  démonstration  est  la  uu-nie  (|ue  pour  les  fondions  d'une 
seule  \ariable  (n"  2'^). 

II.  S/  u,  s'...  sont  des  fouelions  eon Unîtes  de  .v,  y...,  et  si 
V(tt,  c,...)  est  une  fonetion  eoulinue  de  u,  e,...,  1'  sceu  iiitssi 
fond  ion  eoiiliinte  de  .v,  y... 

|-\'Usous   leiidre  .v,  y,...    vers  .v,,,   A', et  soient   tt.,,  c,,,...  les 

valeurs  de  m,  c,...  en  ce  |)oiul.  Les  fondions  «'laiil  continues, 
on  aura  elTedivenienl  : 

liin  ]'(it,  c,...)        l'diin  //,  lini  \\...)        lin,,,  ^'m,...). 

De  là  nous  concluons  encore  que  les  foudi(His  c(Mnposées  de 
plusieurs  variables  ne  |»eM\('nl  devenir  disconlinues  (\ur  si 
l'une  des  fond  ions  cotnposjinles  devieni  disconlinne  on  si  l'on 
doit  faire  une  di\ision  par  /vro.  C.v  rc-sullal  /^'(MK'ralise  cdni 
ol)t(Miu  an  n'  .!.'>  et  le  l'enternie  comme  cas  pailicidier. 

31.  Convergence  uniforme.  —  Soit  /  (v,  \-,  :,...)  une  fcnic- 
tion  de  |)lusieurs  vaiiahles.  Il  se  peut  qu'elle  tend»'  Ncrs  une 
limite  di'lermiuee  :  (,\'.  :,..)  »piaml  .v  lend  vers  une  vah'ur 
particulièi'c  a.  (  )n  dit  cpie  /  (.v,  y,  ;•,...)  co/n'c/'^c  ttnij'onnétiient 


(*)  \()ir  l'cM-n  il  P  i!  ii  la  lin  ilii  |>iH  a^i  ii|ilir. 
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rc/'.s  S(i  liinilc  dans  un  domaine  déterminé  des  variables 
y,  z-,...  si,  à  tout  nombre  positif  z,  correspond  un  nombre  o, 
INDÉPENDANT  r)E  v,  Z,...,  tel  que  l'on  ait 

(1)  |/-(.v,  y,  z,...)—-^{y,  r.,...)     <  c, 

sous  la  condition  .v  —  (i  <^  o,  et  cela  dans  tout  le  domaine 
en  y,  z,...  considéré. 

La    fonction    f'(.\,  y,  z )    peut    aussi   C()nverf;er   vers    une 

limite  '^(^',  r- — )  cjuand  .v  tend  vers  l'infini.  Pour  <|ue  la  con- 
verj^ence  soit  iiuifnj-Dw,  il  faut  qu'à  tout  noml)re  s  corresponde 
uji  nombre  X  indépendant  de  y,  z,...  tel  que  la  relation  (l) 
ait  lieu  sous  la  seule  condition  .v  >■  N  dans  tout  le  domaine 
en  y,  z,...  considéré. 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 

1 
.V  —  y 

a  pour  limite  0  quand  .v  tend  vers  l'iniîni,  et  cela  pour  chaque 
valeur  de  y,  mais  la  convergence  n'est  pas  uniforme  si  y 
varie  d'une  manière  quelconque,  car,  quelque  grand  que 
soit  -V,  on  peut  encore  choisir  y  de  manière  à  rendre  la  fonc- 
tion aussi  grande  que  l'on  a  eut. 

32.  Propriétés  des  fonctions  continues.  —  Nous  considére- 
rons, pour  simplifier,  des  fonctions  de  deux  variables  seule- 
ment, mais  les  théorèmes  s'étendent  aux  fonctions  d'un  nom- 
bre quelconque  de  variables. 

1.  S/  1(1  f onction  /"(.v,  y)  //'es/  pds  horncc  dans  nu  donuiinc 
hnrné  1),  on  peut  assigner  un  point  :,  r,,  apixirtcnant  au 
domaine  l)  et  jouissant  de  la  propriété  suii'ante  :  on  jieut 
circonscrire  autour  de  ce  point  une  portion  de  1)  aussi  petite 
que  l'on  K'cut  (n'i  f{.\,  y)  n'est  pas  hornée.  I^ar  conséquent, 
f(x,  y)   est    discontinue  en  ce  point  du  doniaine  D. 

Supposons  d'abord  le  domaine  1)  rectangulaire.  Divisons-le 
en  quatre  rectangles  égaux  par  ses  médianes  ;  /"sera  non  bor- 
née dans  l'une  au  moins  des  parties.  Soit  donc  D,  une  partie 
de  D  où  /"n'est  jias  bornée.  Divisons  D,  à  son  tour  en  quatre 
rectangles  égaux   et    soil    I)„  une  ].arlie  de   D  où   /'  n'est    pas 
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l)()rnéo.  Divisons  encore  I).,  et  continuons  ainsi  de  snite  intléli- 
niment.  Nous  construisons  ainsi,  suivant  une  loi  (juc  nous 
achèverons  de  préciser  dans  un  instant,  une  suite  illiiuitée  de 
rectangles  eml)oilés  i),  1),,  Dj,..  1) dont  les  deux  dimen- 
sions tendent  vers  0  et  où  /"  n'est  pas  l)ornée.  Donc  en  dési- 
gnant, en  généi'al,  j)ar  (d,,,  U,<)  <'•  (''/m  i^h)  I<'^  intervalles  des 
abscisses  et  des  ordonnées  du  rectangle  I)„,  la  suite  ^z,,  a^,... 
a,,,---  tend  vers  nne  limite  :,  la  suite  /<j,  />„,...  J},,,...  tend  vers 
une  limite  y,,  et  le  point  ;,  y,  est  iidérieur  à  tons  les  rectangles 
D„,  donc  à  nne  portion  de  1)  aussi  |)ctil('  cpn-  l'on  \cut  où  /" 
n'est  pas  bornée,  ce  (pii  prouve  la  |)roposition. 

Il  l'esté  à  préciser  la  loi  de  construction  des  rectangles  suc- 
cessifs D„,  car  le  choix  de  D„  n'est  pas  encore  lixé  (piand  /'est 
non  bornée  dans  deux  au  moins  des  (jualre  j^arties  dans  les- 
(juelles  on  divise  l)„  |.  Pour  (pie  la  construction  soit  imposc'-e, 
on  fera,  par  exemple,  la  convention  suivanic.  (ihaciue  fois  (pie 
ce  sera  possible,  on  choisira  i)oiir  D„  la  partie  d'en  bas  el  (le 
gauche  de  D„_i  ;  mais  si  les  deux  conditions  sont  incompati- 
bles, on  réalisera  la  première  seule  et,  à  son  di-faut,  la  seccnidc. 

Si  le  domaine  D  n'rsl  pas  r.'ctangulaire,  on  |>eut  lui  circons- 
crire un  rectangle  li  el  définir  nne  fonction  /',  égale  à  /"dans  D, 
mais  à  zéro  en  dehors.  Le  théorème  est  établi  ])<Mir  /",  dans  H, 
ce  (pii  exige  «jn 'il  soit  \  rai  |»our  /",  dans  D,  donc  pour  /"dans  D. 

II.  /'//(•  foiiclinii  cimliiiuc  ddits  un  (Innuiinc  hni'iir,  es/  ln>r- 
lU'i' dans  ce  (limuiiiic  cl  l'Ilc  (illcinl  ses  homes  siiitcriciifc  et 
infV'i'ii'iu'r. 

Klle  est  bornée,  en  vcilu  du  tln-orènir  |>r(''C('dent ,  et  l'tui 
prou\('  qu'elle  alleini  ses  deux  borin's  comme  dans  le  cas 
d'une  .seule  variable  (27,  III). 

III.  S/  /'(.v,  y)  csl  cfniliiiiic  (huis  un  ihnnainc  D.  à  hnil  noni- 
hrc  itDsUif  i  coi-iu'sixnid  un  nmnhrt'  iiosilif'^,.  Ici  ijnr  l'oscilhi- 
linii  (h'  l'soil        i  (hins  htnh'  imflinn  (h-  \)  (h-  (Hduirlrc  <^  o. 

Pour  commencer,  su|)posoiis  le  domaine  D  rectangulaire.  .le 
dis  d'abord  «pi'on  peut  «h'composer  le  rectangle  D  iMi  nn  nom- 
bre tini  de  rectangles  -.  où  roscillalion  de  /"sera  <^  :  :  2. 

l'.n  ell'et,  si  on  ne  le  peut  pas  et  «pi'on  di\ise  le  icctanj^de  D 
en    «piatre    autres    j)ar    ses   médianes,    l'im j)ossibilite    subsiste 
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dans  une  au  moins  des  quatre  parties.  En  reprenant  le  pro- 
cédé de  subdivision  utilisé  dans  la  démonstration  du  théo- 
rème 1,  nous  construisons  une  suite  illimitée  de  rectangles 
emboités  D,  D,,  ï)^,...  D,,,..  dont  les  dimensions  tendent  vers 
zéro  et  où  l'impossibilité  subsiste,  auquel  cas  l'oscillation  de  /" 
est  >  £  :  2  dans  tous  les  D„.  ^lais  les  D„  ont  un  point  com- 
mun ;,  r,  ;  donc  la  fonction  f  est  discontinue  dans  D  au 
point  ;,  Y,,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Ainsi  on  peut  faire  la  décomposition  du  rectangle  D  en 
rectangles  p  où  l'oscillation  de  f  est  <<  s  :  2.  Soit  o  la  plus 
petite  distance  de  deux  rectangles  p  non  contigus.  Ce  nombre 
0  satisfait  à  la  condition  du  théorème  111.  En  effet,  une  portion 
(o  de  D  dont  le  diamètre  est  <  o  ne  peut  s'étendre  sur  deux 
rectangles  p  non  contigus  et,  par  conséquent,  l'oscillation  de  /" 

dans  M  ne  surpassera  pas  la  somme  des  oscillations  de  f  dans 

e 
deux  de  ces  rectangles,  a  savoir  2  -x-  =  s. 

Le  théorème  sulisiste  pour  un  domaine  D  non  rectangulaire. 
En  efîet,  circonscrivons  à  D  un  rectangle  R.  Je  dis  que  nous 
pouvons  diviser  R  en  un  nombre  limité  de  rectangles  p,  soit 
extérieurs  à  D,  soit  tels  que  dans  la  portion  commune  à  D  et  à  p 
l'oscillation  de  fsoit  <^  c  :  2.  En  efîet,  dans  le  cas  contraire,  le 
raisonnement  précédent  prouverait  qu'il  existe  un  point  ;,  y,  où  /" 
seiait  discontinue  en  ne  tenant  compte  que  de  ses  valeurs  sur  D, 
ce  qui  est  ct>ntraire  à  l'hypthèse  que  f  est  continue  dans  D. 
Supposons  donc  la  décomposition  faite,  et  soit  o  la  plus  petite 
distance  de  deux  rectangles  p  ;  comme  dans  le  cas  précédent, 
ce  nombre  satisfait  à  la  condition  du  théorème  à  démontrer. 

§   5.   Fonctions  élémentaires  (*) 

33.  Exposants  fractionnaires.  —  Dans  sa  signification  pri- 
mitive, un  exposant   i)idi(|ue  le    nombre   des   facteurs   égaux 


(*)  l^es  (It^liiiitions  des  fonctions;  exponentielle  et  lo;^ai'itlime  appar- 
tiennent aux  éléments  de  l'algèbre.  Ces  délinitions  et  les  propriétés 
fondamentales  de  ces  fonctions  sont  déjà  familièies  à  ceux  qui  abordent 
l'étude  de  l'analyse  tnfinitésiinale.  En  les  rappelant  brièvement  ci-des- 
sous, notre  but  est  de  les  rattacher  aux  primipes  généraux  et  de  faire 
saisir  dans  sou  ensemble  la  chaîne  des  déductions  qui  v  conduisent. 

3 
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d'un  produit  :  a"  dôsigiic  le  i)roduit  de  n  facteurs  égaux  à  .v. 
On  généralise,  déjà  en  algèbre  élémentaire,  la  notion  des  expo- 
sauts  par  la  définition  des  exposants  fractionnaires  et  négatifs. 
Si  <i  est  un  uombie  j)osilif  quelconqne,  l'équation  x"  ---^  a,  où 
n  est  un  entier  positif,  a  une  racine  positive  et  une  seule  que 
l'on  appelle  la  racine  arithmétique  n'''""'  de  a.  On  la  représente 

I  m  

par  "\  a  on  a" .   On  pose  ensuite,  par  définition,  a"  ="\  a"'^, 

x"  =  1,  .V   «  = ,  a  désignant  une  fraction  qn(>lcon(|ne.  Ces 

délinitions  sufïisent  pour  établir,  sans  aucune  difliculté,  tontes 
les  règles  du  calcul  des  exposants  rationnels  positifs  et 
négatifs. 

34.  Fonction  exponentielle.  —  Soit  a  un  nombre  positif,  la 
définition  de  la  fonction  a^  résulte  de  celle  des  exposants 
fractionnaires  pour  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  .v.  Lors- 
que -v  varie  sans  cesser  d'être  rationnel,  la  fonction  r/^  est 
continue  ponr  chaqne  valeur  de  .v  et  elle  varie  eu  croissant  de 
0  à  1  et  de  1  à  oo  (piand  .v  lui-même  varie  dans  le  même  sens 
de  —  oo  à  0  et  de  0  à  oo.  dette  pro])iiété  |HMmet  de  définir,  par 
un  passage  à  la  limite,  la  fonction  r<^  pour  les  valeurs  irra- 
tionnelles de  .V  et  de  donner,  par  conséquent,  la  définition  des 
exposants  ii-rationiiels.  Si  a  est  irrationnel,  a'^  est  la  limite 
de  r<^  quand  .v  tend  vers  a  sans  cesser  d'être  rationnel.  La 
fonction  a^  se  trouve  maintenant  définie  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  .v,  elle  est  encore  constamment  croissante  avec  x  et 
elle  est  continue  par  toutes  les  valeurs  d(^  cette  variable. 

Les  propriétés  essentielles  (le  la  lonclion  exponentielle  sont 
exprimé(>s  par  les  équations 

1 
a" 

Celles-ci  se  démontrent  directement  dans  le  cas  des  expo- 
sants fractionnaires  et  elles  s'étendent,  par  un  passage  à  la 
limite,  au  cas  d«»s  exposants  irralionnelH. 

35.  Logarithme.  Puissance  quelconque.  —  Soit  a  un  nom- 
bre "^  1  ;  le  Ini^drillunc  d'un  nombre  j)ositif  m,  dans  le  système 
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de  logarithmes  dont  la  base  est  a,  est  l'exposant  auquel  il  faut 
élever  a  pour  reproduire  m.  Tout  nombre  positif  m  a  un  loga- 
rithme et  un  seul  dans  la  base  a,  car,  a'^  croissant  de  0  à  cx) 
quand  .v  croit  de  —  co  k-\-  co,  l'équation  a^  ^  m  a  une  racine  et 
une  seule.  Nous  représenterons  cette  racine  par  Log„  .v. 

La  fonction  Log„  .v  est  ainsi  définie  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  et  positives  de  .\,  sauf  .v  -^  0  ;  elle  croit  successivement 
de  —  c\3  à  0,  de  0  à  1  et  de  i  à  l'infini,  quand  a;  lui-même  croit 
de  0  à  1,  de  1  à  a  et  de  (i  à  l'infini.  Elle  est  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  .v  sauf  x  =  0. 

Les  propriétés  fondamentales  du  logarithme  correspondent 
à  celles  de  l'exponentielle,  elles  sont  exprimées  par  les  équa- 
tions : 

LogaX  +  Log„y  =  Log„.v>-,  Log„.v'»  -=  m  Log„.v. 

Lorsque  la  variable  .v  est  positive,  une  puissance,  x",  est 
définie  par  ce  qui  précède  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a. 
On  a,  en  effet,  le  logarithme  étant  pris  dans  la  base  A, 

Cette  fonction  s'exprime  donc  par  les  fonctions  exponentielle 
et  logarithme.  Elle  est  continue  pour  toutes  les  A'aleurs  posi- 
tives de  -V. 

36.  Logarithmes  naturels.  Nombre  c.  —  Les  logarithmes 
naturels  ont  pour  base  le  nombre  e  que  nous  allons  définir.  Ce 
sont  ceux  qui  se  présentent  le  plus  naturellement  dans  le  cal- 
cul difTérentiel  et  nous  n'en  aurons  guère  d'autres  à  considé- 
rer. Nous  conviendrons  de  désigner  par  LogA  x  le  logarithme 
de  x  dans  la  base  A,  et  par  Log  .v  (sans  indice)  son  logarithme 
naturel. 

Nous  définirons  d'abord  le  nombre  c  comme  limite  de  l'ex- 
pression 

n 

cpiand  n  est  un  entier  qui  tend  vers  l'infini,  et  cette  limite  est 
déterminée,  car  nous  allons  montrer  que  cette  expression  est 
croissante  et  bornée. 
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Elle  est  croissante,  car  elle  se  développe  par  la  formule  du 
binôme  en  nne  somme  de  n  +  1  termes  : 

-r^(-l)(-l)-('-'^V- 

Or  le  nombre  des  termes  auft-mente  avec  /*  et  chaque  terme 
aussi. 

Ensuite  l'expression  est  bornée,  car  le  terme  de  ran^  (/)  +  1) 
(écrit  en  dernier  lieu)  est  moindre  (pie 

— l-<r    ^- 

1.2  ..p^  2P-'' 
et  la  somme  entière,  moindre  que 

11  I/o 

1  +  M   _.+_^  +  ...+_^<3. 

Donc  le  nombre  c  est  compris  entre  2  et   3.   Nous  appren- 
drons plus  tard  le  moyen  de  le  calculer.  Sa  val('iira|)i)rochée  est 

p  =  2,7  1828  1828  459045  ... 

Théorème.  —  Pins  i>;('iH''i'(iU'iin'nl,   y.  Icnihiiit  \'crs  0  (l'une 
manière  ([nelconqne,  i^n  (i 

i 
lim  (  1  +  a)"  =  e. 

En  effet,  si  a  est  positif,  1  :  a  est  compris  entre  deux  entiers 
consécutifs  n  et  n  +   1  «pii  au^rncnlrnt  ;i  l'infini,  et  l'on  a 


I  \"^' 


I 
Donc  (  1  +  y)^  est  compiis  ciilrc  clcux  (juantilc^  (|ui  ont  pour 
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Si  a  est  négatif  et  ^  —  1,  on  pose  1  -\-  y.  ^  1  :  (i  +  ?>))  il^ 
sorte  que  {i  tend  vers  0  en  restant  positif,  et  l'on  a 

1  i  +  p  i_ 

(J   +a)«  =  (l  +.3)     .'^      ==(i+:i).(l  +  ^)^ 
ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

37.  Fonctions  circulaires  directes.  —  Les  fonctions  trigo- 
nométriques  sont  définies  dans  les  éléments  par  des  considé- 
rations géométriques.  Nous  supposerons  connues  leurs  pro- 
priétés les  plus  élémentaires. 

Toutes  les  fonctions  trigonométriques  peuvent  se  délinir  au 
moyen  de  l'une  d'elles  considérée  comme  fondamentale,  par 
exemple  sin  .v,  au  moyen  des  formules  : 

.     /  TT  \  sin  X 

cos  a;  =  sin    — x],       tg  a*  =^  ,      cot  a;  =  tg 

\  2  /  cos  X 

1  1 

sec  .v  = .         cosec  a:  =  -; 

cos  a;  sin  a: 

Dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  les  angles  sont  supposés 
mesurés  par  la  longueur  de  l'arc  qu'ils  interceptent  sur  la 
circonférence  de  rayon  un.  Dans  les  formules  précédentes, 
a:  désigne  donc  un  arc  de  cercle. 

38.  Fonctions  circulaires  inverses.  —  Les  fonctions  circu- 
laires sont  périodiques,  elles  reprennent  la  même  valeur  pour 
une  intinité  de  valeurs  de  la  variable.  Donc  leurs  inverses, 
ayant  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  la  varia- 
ble, sont  des  fonctions  à  déterminations  multiples  ou  des  fonc- 
tions multiformes.  Nous  allons  montrer  toutefois  que  l'on 
peut  associer  ces  valeurs  cntie  elles,  de  manière  à  délinir  une 
intinité  de  fonctions  distinctes,  dont  chacune  sera  uniforme 
et  continue  et  constituera  une  brandie  de  la  fonction. 

1  "  La  fonction  y  =  arc  sin  x  est  la  fonction  inverse  du  sinus, 
c'est  la  fonction  implicite  y  définie  par  l'équation 

a;  =  sin  y. 
Quand  y  croît  de ;^  à  +  -^,  x  passe  une  seule  fois   par 
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cliacuno  des  valeurs  conipii.ses  entre —  1  +  1.  Donc,  à  cliafiue 
valeur  de  .v  dans  riiitervalle  ( —  1,  -f  1),  ne  correspond  (|u'uiu; 

seule  valeur  de  y  dans  rinlervallel ~,  +  -^  .  Nous  dirons 

que  celle  valeur  esl  la  K'dlciw  princiixilc  de  arc  sin  .v. 

•     La  valeur  principale  de  arc  sin  .v  varie  d'uni"  niaïuère  con- 

linue  avec  .v  et  elle  croit  de ^  à  +  -^   (luand  .v  croit  de  —  1 

à  +  1  ;  elle  délinil  la  hnimhc  i>i-iiicij>(Ue  i\e  la  fonclioii.  Nous 
considèi'erons  celle  branche  chaque  fois  (jue  le  conli'aire  ne 
sera  pas  dit  expressénienl. 

La  fonction  arc  sin  a:  a  une  inliiùlé  d'autres  biaïulies  ;  nuiis 
elles  se  ramènent  à  la  principale.  En  elîet,les  seules  valeurs  (jui 
laissent  sin  >'  invariable  s'obtiennent  en  i-hauf^eanl  y  en  -  —  y 
ou  en  ajoutant  à  ces  deux  arcs  un  nombre  k  enliei-  (positif  ou 
négatif)  de  circonférences.  Donc  toutes  les  aulics  \aleuis  de 
l'arc  sinus  s'expiiment  au  moyen  de  la  i)rincii)aK'  par  les  deux 
formules  : 

y  =  arc  sin  .v  -|-  2k-,         y  =  (~  —  arc  sin  a)  -f  2k-, 

où  l'on  donne  à  arc  sin  .v  sa  vak'ur  itrincipalc.  Lu  même 
temps,  chacune  tie  ces  formules  délinil,  pour  tha<|ue  \aK'ur 
de  k,  une  branche  distincte  de  la  fond  ion. 

La  fonction  arc  sin  a;  n'a  de  sens  jusqu'ici  (|uc  si  a  est  com- 
pris dans  l'iulervalle  ( —  1,  +  1)  ;  en  ilehois  de  cet  inler\allc, 
l'expression  arc  sin  a*  ne  représente  jjIus  rien. 

2°  La  fonction  ^>'  —  arc  cos  a*  se  ramène  à  la  priH-cch-nlc  |)ai' 
les  relations  : 


A"  ==^  COS  >"  ^   Sin         — y\,        _    —  y  ^    ai'c  sin  a, 

arc  cos  A'  =  — arc  sin  a. 

La  v7//('///'  iiiiiiciixilc  de  arc  cos  a"  s'oltlicid  par  celle  formule 
en  donnanl  la  sienne  à  arc  sin  A.  (l'est  une  ftniclion  uniforme 
el  continiu'  de  a,  cpii  Aarie  de  -  à  U  cpiand  A'  vaiie  d<' —  1 
à  :  1.  el  c'esl  la  ht'dnclw  fifinciimU'  i\v  U\  fonction.  Lesaulres 
i)iaiiches  s'olilieiinenl  en  rontlion  de  la  piincij)ale  par  les 
foiinules  : 

y  =  2k-  j-  arc  cos  .v,  v  =  2  k-  —  arc  cos  a". 
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Comme  Tare  sinus,  l'arc  cosiims  n'a  de  sens  jusqu'à  présent 
que  si  la  variable  est  comprise  dans  l'intervalle  ( —  1,  +  1). 

3"  La  fonction  y  =  arc  ig  x  a,  pour  chaque  valeur  de  x,  une 
valeur  et  une  seule  satisfaisant  aux  conditions  : 


—  Y<arc  tg- A-<y- 

C'est  sa  valeur  princiiuiie,  (pii  définit  la  hranclie  principale 

de  la  fonction.  Elle  croit   de  —  —  à  +   -^  quand  .v  croit  de 

—  oo  à  +  ^.  Les  valeurs  de  l'arc  pour  lesquelles  la  tangente 
reprend  la  même  valeur  différent  entre  elles  d'un  multiple 
de  -  ;  donc  les  autres  branches  de  la  fonction  arc  tg  a:  s'ex- 
priment, au  moyen  de  la  première,  parla  seule  formule 

y  =  arc  tg-  .v  +  k-. 

4"  Les  autres  fonctions  trigonométricpies  inverses  se 
ramènent  aux  précédentes  par  les  formules  qui  correspondent 
aux  trois  dernières  du  ii"  37,  à  savoir 

arc  cot  X  =^  -^ arc  tg  x, 

1 

arc  sec  x  ^  arc  cos — , 

X 

.     1 
arc  cosec  x  —  arc  sm  — 

X 

EXERCICES 

1.  Toute  fonction  /"(.v)  qui  est  bornée  dans  rintei\'alle  (0,  e)  et  qui  sotis- 
l'dit,  pour  toutes  les  K'aleurs  de  x  et  de  y,  à  la  relation 

/•(A-  +  r)  =  /-(.v)  -f  /•(  V) 

est  de  la  forme  /(.v)  =  ax,  a  constant  (e  jjihiI  être  aussi  petit  qu'on  veut). 
En   raisonnant   de  proche  en   proche,  on  déduit  d'aijord  de  la  relation 
donnée  que  l'on  a,  tn  et  n  étant  des  entiers  quelconcjues, 

/•(,„A-+  n)  =  nif{x)  +  nfH). 

Prenons  »i  >  1  :  e;  faisons  varier  .v  ci'une  manière  quelconque  dans 
1 


l'intervalle  (  0, —  j  et  faisons  tendie    l'entier  n  vers  riiifiiii.  La  variable 
nt.v  +  /(  =  c    tendra     vers    l'inhiii     d'une    manière    arbitraire    et    l'on 
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(lédiiiru  (le  rrciiiatioii  pivcédenle,  puisciuc  f(.\)  est  bornée  par  hypollièse, 
fd)  ,nf(x)  +  nf(i) 

;=x 

Prenons  ensuite  ;i  =  0  et  faisons  tendre  ;/i  vers  l'infini;  on  déduira 
de  la  même  équation,  en  tenant  compte  du  résultat  précédent, 

f(x)  f(mx) 

in  =  -jc 

2.  lut  seule  fonction  ([iii  esl  bornée  dans  l'inteivalle  (0,  t),  r/u/  n'est  pas 
constamment  fialle  et  qui  satisfait  pour  toute  ^.uileur  de  x  à  l'égalité 

f(x+y)  =  fix)f(y) 

esl  la  fonction  f(x)  =  A-v,  A  constant.  (nueUpie  petit  que  soit  e). 

On  déduit  d'abord  de  cette  relation  f(2x)  =  /"(.v)",  f(s)  =  /"(-v)  f(t  —  x)  ; 
donc  :  1"  /(.v)  est  toujouis  positif  ;  J"  si  /(e)  n'est  pas  nul.  la  limite  infé- 
rieure de  f(x)  est  >  0  dans  l'intervalle  (0,  e). 

On  posera  donc  Log-  f(x)  =  <^(x),  ^(x)  sera  bornée  dans  l'inl.Txalle 
(0,  £)  et  on  appliquera  la  propriété  de  l'exercice  précédent. 

On  r<'mar(piera  :  1"  que,  dans  ces  théorèmes,  on  ne  postule  pas  la  con- 
tinuité de  la  fonction  ;  2"  que  si  l'on  ne  considérait  que  les  valeurs 
rationnelles  de  .v,  il  serait  inutile  de  sui)poser  d'avance  /"(.v)  bornée. 

3"  Une  fonction  f(x,  y)  est  délinie  comme  il  suit  :  elle  est  nulle  à  l'ori- 
g-iiie  et  égale  partout  ailleurs  au  plus  petit  (en  valeur  absolue)  des  dt-ux 
quotients  .v  :  >•  et  y  :  x.  Montrer  que  celte  l'onction  n'a  ipi'un  seul  point 
de  discontinuité,  l'origine,  tlepenilant,  même  en  ce  point,  la  fonction  est 
encore  une  roiictinn  continue  de  .v  seul  ou  de  \-  seul. 

,  §  6.   Nombres  complexes 

39.  Notation  d'un  nombre  complexe.  —  On  donne  le  nom 
(le  iionihii'  coinidcxe  ou  inui^iiKiiic  à  l'ensemble  de  deux 
nombies  réels  (i  el  h,  ranj^és  dans  un  certain  ordre,  el  l'on 

repiM'senle  eel  ensemble  pai"  la  notai i(»ii 

(I  +  hi. 

Ia's  expressions  de  celle  forme  .scinl  soumises  a  des  r(''^-les  de 
calcul  coux cnt  uuinclles.  (i'esl  dans  rcnoncf  de  ces  r('{^les  (pie 
consiste  la  (h'ilnition  malhémati(pie  des  (piaidiles  complexes, 
i.e  symbole  /  n'a  aucun  sens  pai'  lui-m(''me,  il  seil  seidement 
à  maintenir  s(''p;ir(''s  l'un  de  l'autre  les  deux  nombres  a  et  h 
(]ui  jouerd  un  ndc  dilTcrtMil  dans  les  o|)erations  (pie  mais 
allons  di'linii'.    Le  si^'-ne    r  seit   à    mai(paM'  la  connexion  des 
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deux  nombres  a  et  b  et  son  emploi  se  justifiera  de  lui-même 
un  peu  plus  loin. 

Le  calcul  des  quantités  complexes  repose  sur  les  huit  con- 
ventions suivantes  que  nous  indiquerons  en  les  numérotant  : 

40.  Premières  conventions.  —  La  première  convention  est 
relative  à  l'égalité.  On  écrit 

(I)  a  +  hi  =  rt'  f  />'/, 

si  l'on  a  séparément  a  =  a'  et  h  =  b',  de  sorte  qu'une  équa- 
tion entre  quantités  complexes  revient  à  deux  équations  entre 
quantités  réelles. 

Les  trois  conventions  ultérieures,  où  la  notation  elle-même 
joue  un  rôle  essentiel,  sont  exprimées  par  les  trois  équations  : 

(II)  a  +  Oi  -  rt, 

(III)  0  +  7ji  =  bi, 

(IV)  0  +  1/  =  z. 

Ces  trois  conventions  font  rentrer  respectivement  dans  l'en- 
semble des  quantités  complexes  :  les  quantités  réelles,  les 
expressions  de  la  forme  bi  que  l'on  appelle  purement  imagi- 
naires, et  enfin  le  symbole  /  lui-même  que  l'on  appelle  l'unité 
imaginaire. 

Les  quantités  réelles  rentrant  maintenant  dans  les  quantités 
complexes,  il  faudra  prendre  soin,  dans  les  définitions  à  venir, 
de  n'introduire  aucune  règle  qui  contredise  celles  déjà  établies 
pour  les  quantités  réelles. 

La  règle  II  montre  qu'une  quantité  imaginaire  n'est  nulle 
ou  égale  à  zéro  que  si  l'on  a  sé})arénient  : 

a  =  0,  b  =  U, 


La  (piantité  réelle  et  positive  |  «'  +  b'^  s'appelle  le  module 
de  la  quantité  (a  -f-  />/)  et  se  représente  par  |  a  +  7>/  | .  Un 
nombre  complexe  est  nul  si  son  module  est  nul  et  dans  ce  cas 
seidement. 

41.  L'addition  et  la  multiplication  sont  définies  par  les 
équations 

(\')       {a  4-  bi)  +  (a'   f  b'i)  =  (a  +  a')  +  (/>  +  //)/, 
(\  1)      {a  +  bi)  {a'  +  b'i)  =  {aa' —  bb')  +  (ab'  -f  a'b)i, 
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que  l'on  est  en  droil  do  poser,  car  elles  se  réduisent  à  des 
identités  (|uand  leuis  termes  sont  réels.  Doue  Ui  soiunw  et  le 
pnninit  de  deux  nonii)res  complexes  sont  de  nouveaux  nom- 
bres complexes  entièrement  déteiininés.  Il  est  à  peine  néces- 
saire de  faire  remarquer  ciue  ces  définitions  sont  faites  de 
manière  à  conservei-  les  propriétés  commutai ive,  associative 
et  distribiitive,  (jui  s'expriment  par  les  relations  : 

7.  +  :i  =  [i-  +  a, 

(a  +  ^i)  +  V  -  y-  +  C^  -\-  ï)  ; 

par   les    relations    analogues   dans    la    multiplication,    et   par 

réquation 

aCi  +  V)  =  a[i  +  ay. 

Les  équations  \'  et  W  donnent  lieu  à  des  cas  pai'ticuliers 
remar(pial)les  : 

1"  Eu  égard  à  II  et  111,  l'équation  \  monlic  (pie  a  +  hi  est 
la  somme  des  deux  nombres  (t  et  /*/.  Le  nombre  (i  est  la  iHirlie 
réelle  de  a  -\-  hi  et  le  nombre  In  est  sa  pdrtie  imagiiuiire. 

2"  Eu  égard  à  1\',  ré<iuation  VI  niontie  aussi  que  In  est  le 
protluil  des  deux  nombres  h  et  /, 

Il  résulte  de  là  (pie  l'emploi  des  signes  d'opération  dans  la 
notation  tlu  nombre  complexe  a  4-  In  ne  peut  {)rèter  à  aucune 
confusion. 

3"  Si  l'on  l'ail,  dans  l'éiiuation  VI,  </  =  «'  =  0  et  /)=//=  1, 

elle  se  réduit  à 

P  =  —  [. 

Donc  tous  les  calculs  relatifs  à  l'addition  et  à  la  multiplica- 
tion des  (piantités  complexes  |)ourront  se  faire  i)ar  l'applica- 
tion des  règles  du  calcul  algél)ri(|ue  habituel,  à  conditit)n  de 
trailei-  le  symbole  /  comme  une  (pianlit(''  dont  le  eairé  serait 
égal  à  —  1.  Cette  propriété  ex()li<iue  commeni  il  se  fait  (|ue  le 
nombre  /  se  soit  introduit  en  alg('d)re  sons  l;i  forme  |  —  1. 
L'usage  (pie  l'on  a  fait  de  cette  notation  sans  la  dclinir  a  fait 
considérer  parfois  l'existence  des  (pianlites  complexes  comme 
une  soile  de  paradoxe. 

4"  Si  l'on    fail,    dans   r(''(piation    \  I,  d'        a  cl  //        —  /»,  clic 

donne 

(a  +  Jn)  {(i  —  In)  =  a^  ^  Ir. 
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Deux  (luantités  complexes  qui  ne  difïèreut  que  par  le  signe 
de  la  partie  imaginaire  sont  diie>i  conjuguées.  Doue  le  produit 
de  deux  ([uantités  conjuguées  est  réel,  positif  et  égal  au  carré 
du  module  de  l'un  des  facteurs.  La  quantité  ci-  +  Ir  s'appelle 
aussi  la  nonne  de  la  quantité  complexe  a  rt  ]ji. 

42.  La  soustraction  et  la  division  sont  par  définition,  les 
opérations  in^'erscs   de  l'addition  et  de  la  multiplication. 

Soustrnive  (a'  +  b'i)  de  {a  +  hi)  c'est  déterminer  le  nombre 
.v  +  yi  qui  vérifie  la  condition 

{a  H    hi)  =  {a'  +  h'i)  +  {x  +  yi)  =  (a'  +  x)  +  (h'  +  y)i. 

Ce  nombre  x  +  yi  se  représente  par  (a  +  hi)  —  (a'  +  h'i). 
On  aura  tlonc,  par  la  définition  de  l'égalité, 

(VU)       (a  +  hi)  —  {a'  +  7//)  =  {a  —  li)  +  {h  —  //)/ 

et  cette  équation  définit  la  soustraction. 

Diviseï'  {a  -f-  hi)  par  (a'  -f-  h')i)c'iîst  trouver  un  nombre  a;  +  yi 
appelé  quotient  qui  vérifie  la  condition 

(a  +  hi)  =  (a'  +  h'i)  {x  +  yi), 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  a'  —  h'i, 

{a  +  hi)  {a'  —  h'i)  -  (a"  +  //')  {x  +  yi). 

Le  quotient  se  représente  par  — , -,.  et  1  on  a 

*  ^  ^        a'  +  h'i 

,,.,„,  a  +  hi       (aa' +  hh'\       (ha'—ah'\. 

Cette  équation  définit  la  division.  Elle  montre  que  la  divi- 
sion est  toujours  possible  et  conduit  à  un  résultat  unique  et 
bien  déterminé  pourvu  que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

43.  Théorème.  —  Si  dans  une  sinnnie,  un  pi-oduit,  une  dif- 
férence, un  (juotient  de  nombres  complexes,  on  remplace 
chaque  terme  par  .so/t  conjugué,  les  résultats  aussi  .seront 
remplacés  par  leurs  conjugués.  C'est  ce  qui  résulte  immédia- 
tement des  formules  précédentes.  Donc  dans  toute  relation 
entre  (i uantités  complexes  (jui  ne  comporte  <iue  les  quatre 
opérations  rationnelles,  il  est  pernds  de  remplacer  i  par  —  /. 
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Soit,  par  oxoinple,  réquatiou 

(a  +  hi)  {(('  -f  b'i)  =  {aa'~  hh')  +  i  (ah'  +  a' h)  ; 

en  la  multipliant  nieinbro  à  incnibie  avec  sa  conjuguée,  on 
trouve 

{a'  \  }y)  («'-  4-  //■-)  =  (aa'—  />//)'  +  {(Uj'  +  a'hy. 

Donc  /('  liUuluU'  (1(1  norme)  <riut  proiUiil  est  c^dl  <iu  inodiiît 
(les  modules  (des  normes)  de  eh(i<ine  faetenr. 

Ou  conclut  (le  là  qu'/z/i  itrodiiil  de  idnsieiirs  fiielenrs  s'itn- 
nnle  et  s\uinnle  seulement  si  l'un  des  faeteurs  est  nul. 

44.  Théorème.  —  Le  module  d'une  s<tmme  ne  [teut  jkis  sur- 
passer la  somme  des  modules  de  eliaque  terme. 

(le  tliéoièine  se  vérilie  d'abord  pour  les  deux  nombres  1  et 
(a  +  hi),  c'est-à-tliie  que  l'on  a 


1  -f  fa"  4-  h-  >  1  (1  -f  ay  4-  i)'. 
Kn  elTet,  élevée, au  carré,  cette  relation  revient  à  la  suivante 

(|ui  est  appaienlc  l'I  dans  laquelle  l'égalité  ne  |)eul  a\  oir  lieu 
si  h  est  nul  et  a  positif,  donc  si  a  est  lécl  cl  positif. 

Ensuite  la  démonstration  s'étend  au  eas  j^éiuM'al.  l"]n  elTet, 
soient  a  et  a'  deux  nombres  dilTérents  de;  zéro,  et  ,j  leur  quotient 

a':  a  ;  on  a 

I  a  I  •+  I  a'  I  ^  I  a  I  (1   -f   I  ^  I) 

'  a  +  7.'!  =   I  7.  I    I  1   +   'i,  I. 

On  voil,  en  comparant  les  seconds  membres  (jue  |  a  +  a' j 
seia  inférieur  à  !  a  |  -f  |  y'  \,  sauf  si  [ii  est  réel  et  positif. 

D'aiitic  part,  le  module  (Tune  somnie  esl  au  moins  étial  it  la 
différence   des    modules   de   ses   ileux    lermi's,    lai'    les   deux 

relations 

I  a  .t  7.'|  <  I  a  I  +  I  a'»|, 

|a±a'|>|a|-|a'|, 
se  ramènent  l'une  à  l'autre  |)ar  le  chauf^'emenl  de  v  en  a  T"  a'. 

45.  Représentation  géométrique  des  quantités  complexes. 

—  La  <|uantité  (H»mple\e  {a    !    hi)  se  repi'ésente  p'onu'tricpn'- 
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ment  par  un  vecteur,  c'est-à-dire  par  un  segment  de  droite  de 
longueur,  de  direction  et  de  sens  déterminés,  mené  à  partir 
d'une  origine  arbitraire,  et  ayant  comme  projections  suivant 
deux  axes  rectangulaires  les  quantités  (i  et  7). 

Si  ce  vecteur  est  mené  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées, 
son  extrémité  M  a  pour  coordonnées  rectangulaires  a  et  /).  Le 
})oiTit  M  s'appelle  Vafjixe  (Caichy)  de  la  quantité  complexe  et 
peut  aussi  lui  servir  de  représentation  géométrique. 

Les  coordonnées  polaires  ;•  et  h  de  l'affixe  M  jouent  un  rôle 
important  dans  l'étude  de  la  quantité  complexe.  Elle^sont 
définies  par  les  relations  a  =  r  cos  H,  h  =  r  sin  H  ;  d'où 

r  =  /  a-  +  h-,  cos  h  =  — ,  sin  4  =  — 

*  r  r 

Le  rayon  vecteur  r  est  le  module  de  la  quantité  complexe. 
L'angle  h  s'appelle  son  argument,  il  n'est  déterminé  qu'à  un 
multiple  près  de  2-  quand  a  et  h  sont  donnés. 

Cette  représentation  géométrique  et  la  considération  du 
module  et  de  l'argument  ont  un  intérêt  particulier  dans  les 
diverses  opérations  précédemment  définies. 

La  somme  de  plusieurs  nombres  complexes  est  représentée 
géométriquement  par  la  résultante  des  vecteurs  représentatifs 
de  ses  termes. 

Si  l'on  fait  le  produit  et  le  quotient  de  deux  nombres  com- 
plexes 

a  -}-  hi  =  r  (cos  h  +  i  sin  h), 
a'  +  h'i  =  /*'  (cos  h'  +  /  sin  h'), 

on  trouve,  par  les  propriétés  connues  des  fonctions  trigono- 
métriques, 

(a  +  hi)  {a'  +  h'i)  -  rr'  [cos  {H  +  H')  +  /  sin  {h  ^-  H')], 
a  -H  hi         r 


a'  +  h'i 


cos  (0  —  0')  +  /  sin  {h  —  H') 


Donc  le  module  d'un  produit  est  égal  au  produit  des  modules 
des  facteurs  et  son  argument,  à  la  somme  de  leurs  arguments  ; 
le  module  d'un  (|uoli<Mil  est  égal  au  quotient  des  modules 
des  deux  termes  et  son  argument,  à  la  difiérence  de  leurs 
arguments. 
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§   7.  Variables  complexes  et  fonctions  rationnelles 
d'une  variable    complexe 

46.  Variables  complexes.  —  Si  .v  et  y  sont  deux  variables 
réelles,  .v  -h  yi  est  une  varidhlc  complexe. 

Si  X  et  y  ont  respectivement  pour  limites  (i  el  />,  ont  dit  <jue 
a;  4   yi  a  pour  limite  a  +  in  et  l'on  écrit 

lim  (x  +  yi)  =  (i  +  bi. 

La  condition  nécessaire  ci  siiIJisanie  pour  (fuc  x  -r  yi  ait 
pour  limiie  a  +  hi  est  que  la  quantité  (réelle  et  positive) 


I  {x  +  yi)  —  {a  4  hi)  !  -  [  (.v  —  a)'  4    ( v  —  />)- 

ait  pour  limite  0. 

dette  cotulition  est  sufTisanle,  car  si  ce  i-adical  tend  vers 
zéi-o,  chacune  des  (piantilés  de  valeur  absolue  moindre,  (.y — a), 
{y  —  7)),  a  pour  limite  0.  Elle  est  nécessaire,  car  ce  radical 
tend  aussi  vers  0  avec  (.v  —  a)  et  {y  —  Jt). 

Le  critère  de  convergence  de  (lauchy  (n'  16)  s'étend  de  lui- 
même  aux  variables  complexes  : 

Iai  condition  nécessaire  et  su/Jisantc  pour  <{u'un  \uiriable 
complexe  z  ijui  passe  par  une  succession  illi mitée  de  valeurs 
ait  une  limite  finie,  est  qu'à  tout  nombre  p«>sitif  (hainé  i,  cor- 
responde une  K'aleur  de  :■  (fui  diffère  de  moins  de  z  de  foules 
les  suiK'anti's. 

Les  |>iiii(ipes  généraux  relatifs  à  la  limite  d'une  somme, 
d'un  i)i()diiil,  d'un  ([uotietd  de  variables  réelles  (n'  IS)  s'aji- 
pli(pieid  (''videmment  aussi  aux  variables  com|)lexes. 

lue  variable  complexe  (pii  a  pour  limite  0  est  dite  infini- 
ment petite.  Pour  (pi'une  variable  complexe  soit  iutiniment 
petite,  il  est  nécessaire  et  suttisant  (pie  son  module  soif  inlini- 
nn-nt  petit. 

47.  Polynôme  entier.  —  Soit    r.  une   vaiiable  complexe,   el 
/•(:.)  -  A,,:."  4-  A.c"    '  4-  •••  4    A„ 


VARIABLES    COMPLEXES  47 

un  polynôme  de  degré  n  à  coefficients  réels  on  complexes. 
A  chaque  valeur  de  ;  correspond  une  valeur,  réelle  ou  com- 
plexe, bien  déterminée  de  f{:-).  Ce  polynôme  est  une  fonction 
de  la  variab'e  complexe  z.  De  plus,  c'est  une  fonction  continue 
pour  toute  valeur  de  r-,  ce  «pii  veut  dire  que  si  l'on  fait  tendre  r- 
vers  une  valeur  particulière  a  d'une  manière  ((uelconque,  on  a 

lim  /■{:•)  =  r(a). 

On  démontre,  en  algèbre,  que  le  polynôme  f{z)  peut  toujours 
se  décomposer  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  : 

f(z)  =  A„(r.-a)>(r.-:i)^., 

les  lettres  a,  |i,..  désignant  des  quantités  réelles  ou  complexes 
et  '/.,  'j.,..  des  entiers  positifs.  Le  polynôme  ne  peut  s'annuler 
que  pour  les  valeurs  r-  ^  y.,  z  =  [i,..  que  l'on  appelle  ses  rcicines. 
Celles-ci  sont  simples  ou  multiples  :  les  nombres  ).,  ;j.,..  sont 
respectivement  les  degrés  de  multiplicité  des  racines  a,  ,j,.. 
La  somme  ).  +  ;jl  +  •••  est  égale  au  degré  n  du  polynôme.  On 
énonce  cette  propriété  en  disant  qu'un  polynôme  de  degré  n 
a  toujours  n  racines. 

48.  Fonction  rationelle.  —  Le  quot-ient  de  deux  polynômes, 

^^^^"  Q(..)' 

est  une  fonction  rationnelle  de  z.  Sa  valeur  est  bien  déter- 
minée pour  toute  valeur  de  r-  qui  n'annule  pas  le  dénomina- 
teur. On  a,  d'après  les  principes  rappelés  plus  haut  (n"  46), 

lim  f(z)  =  f(y.), 

sauf  si  '/  annule  le  dénominateur.  Donc  une  fonction  ration- 
nelle est  continue,  sauf  pour  les  valeurs  de  r-  qui  sont  racines 
du  dénominateur  :  celles-ci  rendent  la  fraction  infinie. 

Quand  le  dénominateur  se  réduit  à  une  constante,  la  frac- 
tion se  réduit  à  un  polynôme  entier.  \'n  polynôme  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  z. 
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L'expression  P(r)  :  Q(r.)  est  une  fraction  proprement  dite 
lorsque  le  degré  du  numérateur  est  moiiulre  que  celui  du 
dénominateur.  Si  P  était  du  même  degré  ou  de  degré  i)lu.s 
élevé  (jue  O,  en  elTectuaut  la  division,  on  décomposerait  V  :  Q 
en  un  ((uotient  (qui  serait  une  conslanle  on  nn  polynonu.» 
(Milier)  et  une  fraction  proj)reinent  dile. 


Cours  d'analyse  infinitésimale 


CHAPITRE   I" 

Dérivation   des   fonctions   explicites 
d'une   variable 

§   1.  Dérivée  et  différentielle 

49.  Dérivée.  Fonctions  dérivables.  —  Soit  y  =■  f{.\)  une 
fonction  Unie  et  univoquedans  un  intervalle  (rt,  ]>)  et  .vun  point 
de  cet  intervalle  ;  donnons  à  .v  un  accroissement  positif  ou 
négatif  A.v  =  /j,  que  nous  appellerons  aussi  différence  de  .v  ; 
l'accroissement  ou  la  différence  correspondante  A  y  de  la  fonc- 
tion sera  /"(.v  +  /i)  —  f{.\)  et  le  rapport  de  ces  différences  sera 

Ay  _f{x  +  h)-fix) 
A.v  h 

Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite  finie  ou  inlinie  lorsque  h 
tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  cette  limite  s'appelle 
la  dérivée  de  f{x)  au  point  x  et  elle  se  représente  par  /'(v) 
(Lagrange),  par  T>  f{x)  (Arbo(jast)  ou  Dy:f{x)  (Caichy). 

Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite  quand  h  tend  vers  0  par 
des  valeurs  positives,  cette  limite  est  la  dérivée  à  droite  au 
point  X.  De  même,  la  dérivée  à  gauche  est  la  limite  du  rap- 
port quand  h  reste  négatif.  Quand  ces  deux  dérivées  sont 
égales,  la  fonction  a  une  dérivée  unique  au  point  x,  ou  tout 
simplement  une  dérivée  :  celle  que  nous  avons  définie  pour 
commencer. 

Si  la  fonction  f(x)  admet  une  dérivée  (unique)  en  tout  point 
intérieur  de  l'intervalle  (a,  ]))  et,  de  plus,  une  dérivée  à  droite 
en  a  et  une  dérivée  à  gauche  en  h,  elle  est  dérivahle  dans  («,  ])). 
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Tonte  fonction  qui  a  une  dérivée  finie  pour  une  valeur 
donnée  de  x  est  continue  en  ce  point. 

En  clTct,  soit  s  une  quantité  qui  tend  vers  0  avec  /i,  on  a 

lim  |/(.v  +  h)  —  /(.v)!  =  lim  h  \f'{x)  +  z]  ^  0. 

Si  /(.v)  .se  réduit  à  une  constante,  su  dérivée  est  nulle.  En 
elïel, 

lim  f(-  +  '^l-f(-^)  =  n„,  "  ^  0. 

h  h 

Si  /(.v)  --  .V,  sa  dérivée  est  égale  à  rnnité.  En  effet, 

lim  -'^ r^ =  lim  ,=1. 

h  h 

50.  Signiflcation  géométrique  de  la  dérivée.  —  C'est  le 
problème  des  tangentes  aux  courbes  planes  qui  a  coiuluit  à  la 
considôralion  des  rapports  d'infiniment  petits  et  à  la  déliuition 
de  la  dérivée.  Nous  allons  montrer,  en  elTot,  que  la  détormi- 
nation  d'une  tangente  à  une  coui  be  plane  revient  à  celle  de  la 
dérivée  d'une  fonction. 

Seit  y  =  fix)  l'équation  d'une  courbe  on  axes  rectangulaires 

ou  oblicjucs,  et  soient  x  et  y  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  cette 
courbe  (fig.  1).  Pour  délinir  la  tan- 
gente au  point  M,  considérons  une 
sécante  MM'  menée  par  ce  point  ;  si, 
lors(pie  le  point  M'  de  la  courbe  se 
lapproche  indéfiniment  du  point  M, 
hi  sécante  MM'  tend  vers  une  jiosi- 
tion  limite  M'!',  cette  droite-limite^ 
est  I;i  longcnic  à  la  courbe  au  point  M. 

Le  point  M  cl. ml  (Ioiuk',  la  (l(''l«>rminaliou  de  la  tangente 
revieid  à  celle  de  son  coellicient  angulaire  t.  Api)elons  t  le 
coefïicient  angulaire  de  la  si-cante  MM',  et  désignons  par 
.V  -h  Aa"  et  y  -I    \y  les  coordonnées  du  j)oint   M'.   Menons  MP 
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parallèle  à  OX  ;  nous  avons 

*  _  PM^  ^  ^y 

Quand  M'  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  17  tend  vers  t  ; 

donc 

Ay       ,.      f{x  +  \x)  —  fix) 

-  =  lim  ~  =  hm  -^ r -^—^  =  f(x). 

\x  A.x 

La  dérivée  de  la  fonction  f(x)  est  égale  au  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  qui  a  pour  équation 
y  =  f{x),  cette  tangente  étant  menée  au  point  de  coor- 
données X,  y. 

51.  Différentielle.  —  Une  fonction  f{x)  est  dite  différentia- 
hle  au  point  .v  si  elle  est  finie  et  déterminée  aux  environs  de 
ce  point,  et  si,  donnant  à  x  un  accroissement  arbitraire  A.v,  la 
différence  correspondante  Af  (.v)  peut  se  décomposer  en  une 
somme  de  deux  termes  : 

(1)  lf(x)  =  AA.v  +  eA.v, 

A  étant  indépendant  de  \x,  et  s  tendant  vers  0  avec  \x.  Alors 
le  premier  terme,  qui  est  simplement  proportionnel  à  \x, 
prend  le  nom  de  différentielle  de  y  et  se  désigne  par  dy  ou 
df{x)  (Leibniz),  On  a  donc,  par  définition, 

df{x)  =  AA.v. 
A/-(.v)  =  df{x)  +  z\x. 

Quand  A.v  tend  vers  0,  on  tire  de  l'équation  (1) 

lim    '        =  A, 
A.v 

ce  qui  prouve  que  si  f(x)  est  difléreiitiable,  /"' (-v)  existe  et  a 
une  valeur  finie  et  déterminée  A.  Réciproquement,  si  f''{x)  a 
une  valeur  A,  l'équation  (1)  a  lieu  par  définition  de  la  dérivée. 
Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonc- 
tion f{x)  soit  différentiahle  au  point  x  est  qu'elle  ait,  en  ce 
point,  une  dérivée  finie  et  déterminée.  On  a,  dans  ce  cas, 

(2)  df{x)  =  f'{x)lx. 
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Donc  la  différentielle  d'une  fonction  est  le  produit  de  sa 
dérivée,  supposée  existante  et  finie,  par  une  différenee  arbi- 
traire A.v  attribuée  à  la  variable  indépendante  x. 

Dans  le  cas  particulier  oîi  f{x)  se  réduit  à  .v,  on  sait  (jue 
f'{x)  =  1  ;  l'équation  (2)  se  réduil  à 

dx  =  A.v. 

Donc  la  di If érentiel le  de  la  v:iri(iltle  indépendante  se  mn- 
fond  avee  la  dilférenee  i^énéi'alenienl  arbitraire  de  eetle 
variable. 

La  formule  (2)  peut  ainsi  être  remplacée  dans  le  cas  fçéné- 
ral  par 

(3)  dfix)  ^  f'ix)  dx. 

Donc   la   différentielle  d'une  fonetion  est  le  firoduil  de  sa 
dérivée  par  la  différentielle  de  la  variaJ)le  indépendante. 
Si  l'on  divise  par  dx,  on  trouve 

dfix) 


(4)  f'ix)  = 


dx 


Donc  la  dérivée  d'une  fonetion  est  égale  au  rappoi'l  de  la 
différentielle  de  la  fonetion  à  la  différentielle  de  la  variable, 
ce  qui  fournil  une  nouvelle  expression  de  la  dérivée  (Lkiu.m/,) 
et  celle  qui  est  le  plus  employée. 

Re.mauoi  E.  —  La  substilution  de  dx  à  A.v  dans  l'équalioii  (2) 
n'a  rien  de  nécessaire,  mais  elle  esl  consacrée  par  l'usage  et 
cet  usaf^e  est  justifié.  Nous  verrons  (n"  53,  \)  (\ue  l'équalion  (3) 
est  plus  générale  rpie  (2)  :  celle-ci  suppose  la  variable  .v  indé- 
pendante, tandis  (|ue  l'écpialion  (3)  n'est  pas  soumise  à  cette 
restriction. 

52.  Signification  géométrique  de  la  différentielle.  —  La 
différentielle  est  susceptible  d'uiu*  iiilerprétation  géonn'lrique 
qui  se  rattache  à  celle  de  la  dérivée.  Considérons  encore  la 
courbe  y  =-  f(x)  (fig.  1).  Menons  la  tangente  au  point  M  (a-,  y); 
donnons  à  v  un  accroissement  arbitraire  Aa  et  soit  M"  le  point 
de  la  tangente  (pii  a  pour  abscis.se  a  +  A.v.  On  a  A.v  =  MP  et 
l'accroissement  corresi)()n(lant  de  l'ordonnée  de  la  tangente  esl 
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PM".  Or  PM"  :  MP  est  le  coeincient  angulaire  f'{x)  do  la  tan- 
gente ;  il  vient  donc 

M"P  =  (MP)  f'{x)  =  Ix  f{x)  =  (1f{x). 

Donc  la  différentielle  de  f{x)  est  égale  à  Vacej'oissement 
de  l'ordonnée  de  la  tangente  à  la  eourhe  y  =  f  (.v),  lorsque  l'on 
passe  de  l'abscisse  x  du  point  de  contact  à  une  autre  abscisse 
X  +  Ix. 

D'après  cela,  la  différentielle  dy  peut  être  considérée  comme 
la  valeur  approchée  de  Ay  que  l'on  obtient  en  remplaçant  la 
courbe  y  =  f'{x)  par  sa  tangente  au  point  x,  y. 

5.  Règles  de  dérivation.  —  L'opération  par  laquelle  on 
détermine  la  dérivée  d'une  fonction  s'appelle  dérivation  ;  celle 
par  laquelle  on  détermine  la  différentielle,  diff'érentiation.  Le 
premier  objet  du  calcul  différentiel  est  d'établir  les  règles  de 
ces  opérations. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  proposée  est 
coinposée  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  fonctions  dont  la 
dérivée  est  supposée  déterminée  et  (iniç\ 

1.  DÉRIVÉE  d'une  somme.  —  Soit  y  =  u  +  V  —  u'  +  •••  une 
somme  algébrique  de  fonctions  ayant  des  dérivées  u',  v',  u»',... 
Donnons  à  x  un  accroissement  \x  et  désignons  par  Ay,  lu,  Iv, 
Au',...  les  accroissements  correspondants  des  fonctions  ;  nous 
avons 

V 

Ar         Au         Av         Au' 

-^    =  -—  -H ^  +  •■• 


Aa;         A.v         A.v         Aa: 

d'oîi,  à  la  limite,  en  faisant  tendre  Ix  vers  zéro, 

y'  =  u'  +  v'  —  w'  i-  "■ 

Multii)lions  les  deux  membres  pai*  dx,  il  vient 

dy  =  du  +  dv  —  </u'  +  ••• 

Donc  la  dérivée  (la  dilïerentielle)  d'une  somme  algébrique 
de  fonctions  est  la  somme  des  dérivées  (des  différentielles)  de 
chacune  de  ces  fonctions. 

11.  DÉRIVÉE   d'un   produit.  —  Soit  y  =  uv   un   produit   de 
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deux  fonctions  ayant  des  dérivées  n'  et  v'.  On  a  : 

Ar        (u  +  lu)  (v  +  A^')  —  uv         \ii   .     ,    .    ,  Av 


Aa;  Ax  Ax  Ax 

et,  on  faisant  tendre  Aa;  vers  zéro, 

y  =  lim  -T —  lim  (v  -h  A^')  -f  n  lim— —  =  h\'  -H  «r. 
Ax  Ax 

En  multipliant  par  d.\,  on  trouve 

dy  =  v  du  +  ii  d\\ 

Donc  la  dérivée  (la  différentielle)  d'un  produit  de  deux  fac- 
teurs est  égale  à  la  somme  de  chacun  des  facteurs,  multipliés 
respectivement  par  la  dérivée  (la  diflerentielle)  de  l'autre. 

Si  V  se  réduit  à  une  constante  a,  sa  dérivée  et  sa  difleren- 
tielle sont  nulles,  donc 

D.au  =  a  Du,         d.aii  =  a  du. 

On  voit  que  la  dérivée  (la  différentielle)  du  produit  d'une 
fonction  par  une  constante  est  égale  au  produit  de  la  constante 
par  la  dérivée  (la  différeutielle)  de  la  fonction.  On  expiime 
cette  propriété  en  disant  qu'un  facteur  constant  [)eut  sortir  du 
signe  de  dérivation  (de  dilîérentiation). 

On  a,  par  la  même  règle, 

D.u^'u'  =  vu'Djj  +  ziD.v'u'  =  ru'Df!  +  jiu'Dv-  -f  uvDw 
et,  en  général,  (piel  que  soit  le  nombre  des  facteurs, 

/Du     ,     IV         Du'  \ 

\     u  V  KV  I 

.Si  l'on  fait  /z  ==  v  ^  v<'  =^  ...  et  si  l'on  suppose  le  nombre  des 
facteurs  égal  à  m,  il  vient  (m  entier  et  positif) 

Du"'  =  7HU'"-*  Du. 

En  particulier,  si  u  =  x, 

I)X"'    =    ULV'"-'. 

.Si  l'on  multiplie  les  deux  dernières  écfuations  par  <l.\,  il  vient 

/  du         (/v        </u' 

O.UV'u'...    =--   //v'u'...     -i 1 1-  • 

\    U  y  U' 

du'"  =  mn'"-'  du. 
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III.  DÉRIVÉE  d'ux  quotient.  —  Soit  Y  =  —  ;  OH  a 
Il  +  '\ii        II  lu  Ai' 

V- Il 


\y         K>  +  Av         V  A.v  \x 


\x  \x  V'  (v  +  Av)     ' 

d'où,  en  passant  à  la  limite, 

V  II'  —  Il  v' 


y  =  — ^. — 

Si  l'on  mnltiplie  par  ilx,  il  Aient 

,   Il        v  du  —  Il  dv 

dy  =  d  —  = 

r  v 

Dans  le  cas  i^articulier  oîi  ii  se  réduit  à  une  constante  a,  sa 
dérivée  est  nulle  et  il  vient 

T.  rt  I>v  ,  a  dv 

D  —  =  —  a  — —,  d  —  =  —  a 


IV.  DÉRIVÉE  d'ixe  fonction  inverse.  —  Soit  y  =  f{x)  une 
fonction  admettant  une  fonction  inverse,  de  telle  sorte  qu'on 
ait  a:  =  'f  (y).  Si  l'une  de  ces  fonctions  admet  une  dérivée  dif- 
férente de  zéro,  l'autre  fonction  aura  aussi  une  dérivée  et 
celle-ci  s'obtiendra  immédiatement. 

Supposons  connue  la  dérivée  de  f  par  exemple.  On  a 

Ur/ 

il  vient  donc,  à  la  limite,  si  '^'(y)  n'est  pas  nul, 

r(     =     ^     =      1 
'  ^'^^       r'(y)       r'[/"(-v)r 

Donc  la  ilérWée  de  y  considcrcc  comme  fonction  de  x  est 
l'ini'ei'se  de  la  déri^'ée  de  x  considérée  comme  fonction  de  y. 

Si  l'on  représente  par  un  indice  la  variable  considérée 
comme  indépendante  dans  la  dérivation,  en  d'autres  termes, 
celle  par  rapport  à  laquelle  on  dérive,  la  règle  précédente 
peut  s'écrire 

1 


Dxy  = 


ByX 
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V.  DÉRIVÉE  d'une  fonction  de  fonction.  —  Soient  y  =  F(u) 
et  II  ^  f{x),  de  sorte  que  y  s'exprime  en  fonction  de  ii,  u  étant 
lui-même  fonction  de  x.  Supposons  toujours  que  F(h)  et  f{x) 
aient  des  dérivées  finies  et  déterminées  V(u)  et  f'{x).  On  a 

Ay   _  Ay       Au 
ùiX  \ii        \x 

et,  à  la  limite,  Au  tendant  vers  zéro  avec  Ax, 

y'  =  F'{u)  f'ix). 

Donc  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est  le  produit  des 
dérivées,  supposées  existantes  et  finies,  de  y^  par  rapport  à  a 
et  de  u  par  rapport  à  x.  Si  ces  dernières  dérivées  n'existaient 
pas,  la  règle  ne  serait  plus  ap[)licable,  mais  il  n'en  résulterait 
pas  nécessairement  que  y  n'admit  pas  de  dérivée  par  rap- 
port à  X. 

Si  l'on  mullii)lic  l'équalion  précédente  par  dx,  on  obtient 

dy  =  F'(u)  du. 

Donc,  si  y  =  F(h),  dy  s'exprime  au  inoyen  de  du  comme  si 
u  était  la  variable  indépendante. 

Ce  princijie  fondamental  montre  que  la  dilTérentielIe  ti'unc 
fonction  de  .v  se  calcule  toujours  par  les  mômes  règles,  qu'elle 
soit  exprimée  directement  en  fonction  de  .v  ou  au  moyen  de 
variables  auxiliaires. 

54.  Dérivées  des  fonctions  élémentaires.  —  I.  Exponen- 
tielle. —  On  a,  par  déflnilion  de  la  dérivée, 

I)  e^  =  lim , =  e''  lim  —    — 

/i     0  "  /i=0  '' 

Posons  e'' —  I  -^  a,  d'où  h  =  Log  (1  -|  a)  ;  a  aura  pour  limite  0 
avec  /i.  Donc  (n"  ;U)) 

lim r =-    lim  ' -r— r    = — -j  = =    1. 

®  ^  '       hm  Log(l  +  a)a  ®€ 

Il  vient  ainsi 

D  e*  =  e*. 

Donc  la  fonction  c^  se  reproduit  par  dérivation. 
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La  dérivée  d'une  autre  exponentielle  quelconque  s'obtient 
par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  de  fonction.  On  a,  en 
considérant  x  Log  A  comme  une  variable  intermédiaire  u, 

D  A-^  =  D  e-^  Log  A  =  p.v  Log  A  D  (^^  i^Qg  x^  ^  ^x  l^^  y. 

II.  Logarithme.  —  Considérons  d'abord  les  logarithmes  de 
base  A  et  soit 

y  =  LogA  -v. 

Cette  fonction  est  l'inverse  de  l'exponentielle  x  —  X^  ;  sa 
dérivée  se  calcule  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions 
inverses,  d'où 

^^        \\yX      ArLogA      .vLogA  ?(- 

En  particulier,  si  les  logarithmes  sont  naturels,  on  a 

D  LogeX  =  — 

X 

III.  Puissance.  —  Soient  a  un  nombre  donné  et  x  une 
variable  positive.  On  a,  par  les  propriétés  des  logarithmes, 

v-a   =   pO,  Log  .\" 

D  a:"  =  e"  Lo^-^'  D  (a  Log  .v)  =  x"  —  =  «.v«-*. 

Donc  la  règle  établie  précédemment  (n"  53,  II)  pour  a  entier, 
est  générale. 

1  r-  1 

En  particulier,  si  a  =  ^,  on  a  D|  x  = 


2  *  2 


|/5c 


IV.  Fonctions  trigonométriques.  —  1°  On  a,  par  définition, 

.     h        I  h 

•    /      ,    u\         •                        sin— -cos Lv  +  — 

r,    .             ,.      sin  (x  +  ^)  —  sin  a;        _  ,.            2        \  2 

D  sm  a:  =  lim ^ z-^ =  2  lim 


h  h=o  h 

Or  cos  Lv  +  -— I  a  pour  limite  cos  x,  il  vient  donc,  en  rem- 
plaçant h  :  2  par  a, 

Tx    .                         ,.       sin  a 
D  sm  X  =  cos  X  lim 

a=o        a 
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On  sait,  par  les  éléments  de  trigonométrie,  qu'nn  arc 
moindre  ({n'iin  quadrant  est  compris  entre  son  sinus  et  sa  tan- 
gente. Donc,  si  a  est  positif,  on  a 

a  1 

sin  a  <^  a  <^  tg  a,  d'où  1  <^     .         <^ 


Sin  a  COs  a 

Ainsi,  si  a  tend  vers  zeio  en  restant  positif,  -: reste  com- 

siii  a 

pris  entre  deux  quantités  <jui  ont  ])Oiir  limite  l'unité  et  l'on  a 
aussi  (n"  18,  IV) 

lim  ^^  =  1. 
sin  a 

D'ailleurs,  comme  a  :  sin  a  ne  change  pas  (luand  -y.  change  de 
signe,  cette  limite  subsiste  poui-  a  négatif,  et  on  peu!  la  sub- 
stituer dans  la  valeur  de  D  sin  a:,  ce  qui  ilonnc 

D  sin  .V  =  cos  .v. 

2"  On  a,  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  de  fonction, 

D  cos  .v  =  I)  sin  I  -' -  —  .vj  =  cos  ['^ .vj  I)  (  ,'^"  — .v), 

1)  cos  X  =  —  sin  .V. 
3"  La  règle  pour  dériver  un  (|U()tient  (U)nruî 

sin  .v      cos  X  D  sin  x  —  sin  a:  D  cos  .v 


Dt^'.v  =  D 


cos  .V  COS"  .V 

1 


Dtn-.v  --- 


«■  .V  sec  .V. 


COS'  a: 
4"  On  trouve,  de  même, 

\  cos  xj       cos*  a: 

rv  KnIin,  en  changeant  .v  en  I  /  — a]  dans  les  deux  der- 
nières fonctions,  on  ohlicnl,  par-  la  lè^^h"  des  f«)n(t  ions  de  ft)nc- 
tion, 

* 

D  cot  A"  — : — - — »  D  cosec  a:  =  —  cot  a*  cosec  a*. 

sin''  A" 
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V,  Fonctions  trigonométriques  inverses.  —  1"  wSoit,  en 
premier  lieu,  y  =  arc  sin  .v  ;  la  branche  principale  (11°  38)  est 
définie  par  les  conditions 

-T<^^<T- 

Pour  en  trouver  la  dérivée,  on  applique  la  règle  des  fonc- 
tions inverses.  On  a  x  =  sin  y,  donc 


DyX  =  cos  y  ^  I  1  —  sin^  y  =  |  1  —  .v^. 
Ce  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  -l- ,  car  cos  y  est  posi- 
tif quand  y  varie  de ir  ^  "^  ~^-  ^^^  ^  donc 


D,..v  =  -f  )  1  —  X-, 
1 


Dxy  ""'■  D  arc  sin  x  = 


+  j'  1  —  x' 


Les  autres  branches  de  arc  sin  x  se  partagent  en  deux 
classes,  liées  à  la  principale  par  les  deux  formules  (11°  38)  : 

y  =  arc  sin  x  +  2k-, 
y  =  {~  —  arc  sin  x)  ^-  2k~. 

Les  premières  auront  donc  même  dérivée  que  la  branche 
principale  et  les  secondes,  une  dérivée  de  signe  contraire. 

2°  La  dérivée  de  y  =  arc  tg  .v  s'obtient  aussi  par  la  règle 
des  fonctions  inverses.  On  a  x  =  tg  y  ;  donc 

ByX  =  -\-  -  1  +  tg\Y  =  1  +  x\ 
cos'^y 

1 

Dxy  ==  D  arc  tg  x  = 


1  +  x' 


La  dérivée  est  la  même  pour  toutes  les  branches  de  la 
fonction. 

3"  Les  dérivées  des  autres  fonctions  circulaires  inverses  se 
ramènent  aux  précédentes  par  les  formules  : 

1 


D  arc  cos  x  =  D  (-^ arc  sin  x]^  — 
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D  arc  eut  x  =  D  | ^^^ arc  tg  x\ 


1 


1  +  x' 
1 


1  ^    X  1 

1)  arc  sec  .v  =  D  arc  cos  —  = 


X  1  /  .  1  X  \/x^  —  1 


K-1. 


I)  arc  cosec  .v  —  D  arc  siii  —  = 


55.  Différentielles  des  fonctions  élémentaires.  —  Cos  difîé- 
leutielles  s'obtiennent  en  mullipliant  les  dérivées  par  dx.  On 
obtient  ainsi  le  tablean  suivant,  qu'il  est  indispensable  de 
connaître  par  cœur  : 

*    ,,-         ^'-^ 

d\   X    = 


d  .V" 

= 

a 

.v^'-'  dx 

d  A^ 

= 

A 

^'  Lo{^  A  </.v 

(/  (>^- 

= 

(..V 

dx. 

(/  sin 

.v 

= 

cos  X  dx 

'/tg 

.V 

= 

dx 
cos'  a: 

2|    X 

I   T  ^^^ 


v  Log  A 
dx 


d  Log  X  = 

X 

dx 

d  arc  sin  .v  = 


d  arc  Ig  X  = 


1  l-.v- 
dx 


1  +  X- 

_        dx 

d  sec  X  =  tg  -V  sec  .v  dx  ''  '"^^^  ^^'^  ■^'  — 


x\  X-—  1 
d  cos  .V  =  —  sin  .v  dx  d  arc  cos  .v  =  —  d  arc  sin  .v 

dx 

(I  cot  X  = :— - —  (I  arc  cot  .v  =  —  d  aie  Ig  .v 

sur  a: 

d  cosec  -V  =  — cot.v  cosec  .v  dx      d  arc  cosec  .v  =  —  d  aie  sec  .v 

Il  est  essentiel  de  reraaniuer  qne  les  formules  de  ce  tableau 
subsistent  encore  (juand  on  y  remplace  la  vaiiablc  .v  |»ar  une 
fonction  quelcoiupie  il  de  .v.  Ainsi 

d  A"  --  A"  Log  A  du.  etc. 

56.  Différention  des  fonctions  composées.  —  Les  lègles 
générales  du  n"  .')!{  et  les  foiinules  du  laltleaii  i)r(''cé(lent  suf- 
lisciit  pour  dc'U'nniuci-  la  tlilTércntielli'  d'une  f»»ncli<Mi  explicite 
quelcoin|ue  y,    pourvu    qu'elh-  soit  exclusivement   composée 
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par  addition,  soustraction,  mulliplication,  division  ou  super- 
position du  signe  fonctionnel  au  moyen  des  fonctions  élémen- 
taires. En  elTet,  il  y  a  t^oujours  une  dernière  opération  à  effec- 
tuer dans  le  calcul  de  la  fonction.  Cette  opération  porte  sur  des 
éléments  qu'on  peut  représenter  par  une  lettre.  Par  l'introduc- 
tion de  ces  variables  auxiliaires,  on  ramène  la  fonction  y  à 
une  somme,  un  produit,.,  de  simples  lettres  ou  à  une  fonction 
élémentaires  d'une  seule  lettre.  La  ditïérentielle  s'exprime  par 
les  règles  des  n  "  53  et  55  au  moyen  des  différentielles  des 
variables  auxiliaires.  On  recommence  la  même  opération  pour 
calculer  les  dilïerentielles  des  variables  auxiliaires  et  l'on  con- 
tinue ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  les  dilïerentielles  puissent 
s'exprimer  en  fonction  de  .v  et  de  dx  seulement.  En  éliminant 
alors  les  variables  auxiliaires  et  leurs  dilTérentielles,  on 
obtiendra  dy  en  fonction  de  x  et  de  dx.  Pour  trouver  la 
dérivée  Dy,  il  sutîira  de  diviser  par  dx. 

Il  existe  des  modes  de  composition  qui  ne  rentrent  pas  dans 
les  précédents.  La  formule  générale  de  dérivation  des  fonctions 
composées  s'obtient  dans  la  théorie  de  la  dérivation  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  (n"*  102  et  112). 

Remaroies.  —  Certaines  fonctions  de  fonction  revêtent  une 
forme  sous  laquelle  leur  mode  de  composition  n'est  pas  immé- 
diatement apparent,  et  il  faut  alors  les  transformer  avant  de 
les  diflerentier.  C'est  le  cas  pour  les  fonctions  u"  et  Log,,^', 
dans  lesquelles  n  et  v  désignent  des  fonctions  de  x.  On  com- 
mencera par  les  exprimer  au  moyen  d'une  base  constante, 
par  exemple  e  ;  on  aura  ainsi 

ji"  =  r' '-"-",         Log„v'  =  ^    ^ 

Log  «' 

et  les  dilTérentielles  s'obtiennent  alors  par  les  règles  précé- 
dentes. 

La  dér'wce  logarithmique  de  y  est  la  dérivée,  y'  :  y,  de  son 
logarithme.  La  dérivée  y'  s'en  déduit  en  multipliant  celle-ci 
par  y.  Soit,  par  exemple,  y  =  u^  v^  ;  on  aura 

Log  >-  =  v'Log  II  +  n  Log  ^', 

y'        f  j  ,      f  j  *'"'   ,     "^'' 

—  =  V  Log  II  +  Il  Log  V  H 1 

y  II  V 


62  CHAPITRE  I.   FONCTIONS  EXPLICITES  d'uNE  VARIABLE 

Cet  exemple  montre  qu'il  est  souvent  commode  de  passer 
par  la  dérivée  logarithmique  pour  calculer  la  dérivée  de  y. 

57.  Exceptions  aux  règles  précédentes.  —  Les  règles  de 
dérivation  des  fonctions  composées  supposent  les  dérivées  des 
fonctions  composantes  déterminées  et  finies.  Si  cette  condition 
vient  à  manquer  en  certains  i)oints,  les  règles  ordinaires  ne 
s'appliquent  plus  et  il  faut  un  calcul  direct  pour  s'assurei-  de 
l'existence  de  la  dérivée  et  pour  la  déterminer  quand  elle  existe. 

Considérons  l'exemple  classique 

Sauf  au  point  .v  =  0,  cette  fonction  est  bien  définie,  continue 

et  elle  a  pour  dérivée. 

1  1 

f'(x)  =  2.x  sin cos 

'  ^    '  X  X 

Achevons  de  définir  f{x)  en  faisant  f{())  =-  0,  de  sorte 
que  f{x)  est  encore  continue  au  point  0.  Comme  les  sinus  et 
cosinus  de  1  :  0  n'ont  pas  de  sens,  les  règles  de  dérivation  ne 
s'appliquent  pas  au  point  0,  Cependant  f'{0)  existe  et  se  cal- 
cule directement.  Puisque  /"(())  =  0,  on  a,  par  définition, 

/•'(O)  =  lim  ^-j^  =  lim  h  sin-p  =  0. 

11  faut  rcnianiuor  que  f'{x)  ne  tend  ici  vers  aucune  limite 
quand  .V  leiul  vers  0,  auquel  cas  cos  (1  :  x)  oscille  indéfiniment 
entre  —  1  et  +1.  Cet  exemple  prouve  donc  que  /'(a)  peut 
avoir  une  valeur  déterminée  sans  être  la  limite  de  f'ix)  (piand 
X  tend  vers  a. 

58.  Extension  des  définitions  au  cas  d'une  variable  com- 
plexe. —  Soit  z  =  .V  +  yi  une  variable  complexe  ;  la  dérivée 
d'un  polynôme  ou  d'une  fraction  rationelle  f{z)  se  définit 
comme  dans  le  cas  d'une  varia!)le  réelle.  C'est  la  limite,  /"(:•), 
vers  laquelle  tend  le  rapport, 

f{z  +  /Q -/•(:•) 
h  ' 

des  accroissements  (réels  ou  complexes)  correspondanlH  do  la 
fonction  et  de  la  variable  (juand  ce  dernier  accroissement  h 
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tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Lorsque  cette  limite 
n'existe  pas,  la  fonction  n'a  pas  de  dérivée  pour  la  valeur 
considérée  de  z. 

Les  différentielles  se  définissent  en  multipliant  les  dérivées 
par  la  différentielle  clz  de  la  variable  indépendante.  Cette  der- 
nière dilîércntielle  n'est  autre  chose  (pic  l'accroissement  arbi- 
traire Il  =  A.v  4    ily  que  l'on  attribue  à  cette  variable. 

Les  règles  qui  ont  été  établies  (n"  53)  pour  dériver  une 
.somme,  un  produit,  un  quotient,  une  puissance  entière,  règles 
qui  résultent  immédiatement  de  la  définition  de  la  dérivée 
comme  limite  d'un  quotient,  subsistent  intégralement  dans  le 
cas  où  la  variable  est  complexe,  pourvu  (^ue  les  dérivées  des 
fonctions  composantes  existent,  (lomme  Dz  =  1  par  définition 
de  la  dérivée,  et  que,  par  conséquent,  la  dérivée  de  z  existe, 
ces  règles  suffisent  pour  dériver  un  polynôme  et  une  fraction 
rationnelle. 

L  Si  f(r)  est  un  polynôme  entier 

on  a 

riz)  =  /jAoC-"-'  +  (n—  1)  A^r."-^+  ...  f  A„__,. 

Donc  la  dérivée  d'un  polynôme  est  finie  et  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  sans  exception, 

IL  Si  f{z)  est  une  fraction  rationnelle,  ses  deux  termes  sont 
des  polynômes  A  et  B  ;  et  la  règle  pour  dériver  un  quotient 
donne 

'  ^  '  B  B^ 

Donc  une  fraction  rationnelle  a  une  dérivée  finie  et  déter- 
minée pour  toutes  les  valeurs  de  r-  sauf  les  racines  du  déno- 
minateur B. 

III.  Lorsqu'un  polynôme  est  décomposé  en  facteurs  liiu'^aires, 
sa  dérivée  s'obtient  aussi  par  la  règle  de  dérivation  d'un  pro- 
duit. Soit 

f(z)  =  {z-ay-iz-h)"...; 


on  aura 

f'iz)  ^  (z  —  aYHz  —  h)" 


m  n 


—  a      z  —  b 
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Cette  relation  peut  s'écrire  plus  simplement, 


r(2) 


m 


,^- 


+ 


n^)       z-a'z-h 

Nous  appellerons  cette  expression  la  f/c'r/ccV  logarithmique 
de  f{z)  sans  nous  préoccuper  de  généraliser  ici  la  définition 
du  logarithme  lui-même  (qui  suppose  f(z)  réel). 

Remarque.  —  Gomme  nous  le  verrons  plus  tard,  on  se  sert 
souvent  de  la  considération  des  variables  complexes  pour 
obtenir  plus  facilement  des  résultats  relatifs  aux  variables 
réelles.  Ceux-ci,  en  effet,  se  déduisent  comme  cas  particuliers 
des  résultats  relatifs  aux  variables  complexes  en  supposant 
que  les  variables  deviennent  réelles. 


EXERCICES 


1.  Dt'iiiontrer  les  formules  suivantes 

■         .     bx         ah  dx 
a. arc  t«-  —  = 


a        a}  -\-  6-.V- 


a.  Los 


a-\-  hx        2  ah  dx 


a  —  hx      «-  —  />■•  -v' 


d.Ln^(x^  \'  a^-^x^)  =  ~=: 


dx 


d.  Lo^  sin  .v  =  cot  x  dx 

I   ,        .    X        dx 

2      sin  .X 

I    ,  . ,  L    /  h  ,        \                  ah  dx 
d.  arc  tfc  ^  Ifç  a     = 

\a         y      «^  fos*  X  +  6^  si  n'^  .v 


.V  dx 

d.  arc  sin     =    ,        i 

"      l/a«  — 


.X' 


d.  LoH"  cos  .V  =T  —  t<;-  .V  dx 
X      T  dx 


d.Losly;i^^-jj  = 


cos.x 
2  ah  dx 


tg-.v  +  itjV'.v 


a  —  h[gx       a^cos^x  —  />'sin*.x 
dx 


•Ax  ,    /3  ,         ■«     \     • 
\-     __  cos  .v  +  cos'  -V     sin.v 


cos"*  .V 

=  3  cos' dx 


2.  Déterminer  les  dérivées  à  droite  et  à  candie  au  point  0  des  doux 
fonctions  (supposées  nulles  au  point  0)  : 
1 


f(x)  =  A-  arc  t< 


<p(.x)  = 


1  -f  c'^ 

R,  Ces  deux  dérivées  sont  dilTérentcs.  On  a,  en  elTef, 

lim  '  '^    — -  =  arc  tir  —  =  —  lim   ' '■' i  = =  0, 

+  h  ""    h         2  -h  h  1         ' 

1  +  e" 


lim  /■(-JL)  =  arctg  (-L]  =  -JL,        lim  ?(-Jl  = 
-h  \/«y  2  —h 


1 


l-he 


=  1. 
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1 
3.  Montrer  que  f{x)  =  .v  sin  -^  (supposée  nul  pour  .v  =  0)  n'a  pas  de 

dérivée  au  poinl  .v  =  0. 

R,  Le  rapport  t'(h)  :  h  est  ég-al  à  sin  (1  :  h)  el  ne  tend  vers  aucune 
limite  quand  h  tend  vers  0. 

§  2.  Propriétés  de  la  Dérivée 

59.  Théorème.  —  Soit  y  =  f  (.v)  ;  si  Von  suppose  A.v  infini- 
ment petit  (n"  20)  et  si  la  dérivée  f'{.\)  est  finie  et  différente 
de  0  au  point  donné  x,  \y  et  dy  sont  deux  infiniment  petits 
dont  le  rapport  a  pour  limite  Vunité. 

En  elîet,  on  a,  par  définition  de  la  dérivée, 

£  ayant  ponr  limite  0  avec  A.v.  D'où,  en  divisant  par  f(x)  qui 
n'est  pas  nul  par  hypothèse,  et  en  observant  que  dy  =  f'{x)  \x, 

Ay       .  s 

-^  =  1  + 


dy  f'{x) 

Le  théorème  résulte  de  cette  égalité,  dans  laquelle  e  :  f'(x)  a 
pour  limite  0  avec  A.v. 

Donc,  quand  A.v  est  infiniment  petit,  Ay  et  dy  sont  deux 
infiniment  petits,  susceptibles  d'être  substitués  l'un  à  l'autre 
sous  les  conditions  exposées  plus  haut  (n°  21).  On  doit  se  gar- 
der toutefois  de  les  confondre  entre  eux. 

60.  Fonction  croissante,  décroissante  en  un  point.  —  Si  la 
dérivée  f'{x)  est  positive  au  point  .v,  le  quotient  ly  :  A.v  a  une 
limite  positive,  donc  Ay  est  difl'éront  de  0  et  de  même  signe 
que  A.v  pour  les  valeurs  suiïlsamment  petites  de  |  A.v  \.  On  dil, 
dans  ce  cas,  que  la  fonction  est  eroissante  au  point  x. 

Si,  au  contraire,  f'{x)  est  négative,  Ay  et  A.v  sont  de  signes 
contraires  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  |  A.v  |.  Dans 
ce  cas,  la  fonction  est  décroissante  au  point  x. 

Il  résulte  de  là  que  si  sa  dérivée  n'est  pas  nulle  au  point  .v, 
la  fonction  /(.v)  admet  toujours,  dans  le  voisinage  immédiat 

5 
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(le  ce  jioirit,  des  valeurs  supérieures  et  inférieures  à  celle 
(Urelle  acquiert  en  ce  point  lui-même.  Les  valeurs  supéi'ieures, 
par  exemple,  s'obtiendront  à  droite  du  point  .v  si  la  fonction 
est  croissante,  et  à  gauche  si  elle  est  décroissante.  11  s'en  suit 
(|uc  la  fonction  ne  peut  atteindre  ni  sa  plus  grande  ni  sa  plus 
petite  valeur  au  point  x.  Cette  simple  remarque  sert  de  base  à 
la  proposition  suivante,  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
llolle  quoi(iue   R.olle  ne  l'ait  énoncée  que  pour  un  polynôme. 

62.  Théorème  de  Rolle.  —  Si  la  fonction  fix),  continue 
d(uis  i'intcrvaiic  {a,  h),  s'annuLc  pour  x^a  et  pour  x  =  h  et 
(tdniet  une  dérivée  unique  (finie  (m  infinie)  en  tout  point  inter- 
niédiuive  (<i,  h  pou^'ant  être  exclus),  cette  déri^'éc  s'annulera 
en  r///i  des  points  intermédiaires. 

En  elîet,  f{x)  a  une  plus  grande  valeur  M  et  une  plus  petite 
valeur  m  dans  l'intervalle  (a,  J))  (n"  27,  III).  Si  M  et  ni  sont 
nuls  tous  deux,  f{x),  étant  égale  à  zéro  dans  tout  l'intervalle, 
est  une  constante  et  sa  dérivée  sera  nulle  dans  tout  l'inter- 
valle. Dans  ce  cas,  le  théorème  est  démontré.  Si,  au  contraire, 
M  (ou  m)  est  différent  de  zéro,  la  fonction  /(.y)  atteindra  cette 
plus  grande  (ou  plus  petite)  valeur  (n"  27,  III)  pour  une  valeur  ; 
de  a;  comprise  entre  a  et  h  et  nécessairement  différente  de  ces 
limites.  On  aura  /"'(;)  =  0  ;  car,  s'il  en  était  autrement,  la  fonc- 
tion f(x)  serait  croissante  ou  décroissante  au  point  ;  comme  on 
l'a  montré  au  n°  précédent,  et  /'(;)  ne  serait,  en  aucun  des  deux 
cas,  la  plus  grande  (ou  la  i)lus  petite)  valeur  sujîposée. 

CoHOLLAïuE.  —  Si  f{\)  rei)rend  la  même  valeur  aux  points  r/ 
et  />,  sa  dérivée  s'annule  en  un  point  intermédiaire,  car  la  fonc- 
tion f(x)  —  f(u),  (jui  a  la  môme  diM-ivée,  s'annule  pour  .v  =  a 
et  pour  X  =  /). 

63.  Formule  des  accroisements  finis  (L\<.it  \\(.k).  —  Soit  /'(.v) 
une  lonclion  continue  dans  l'intervalle  (a,  h)  tout  cutiei-,  ayant 
une  dérivée  uni(|ue  (linie  ou  non)  en  Ituil  point  inlt-ricur  (au 
sens  étroit)  à  cet  iutervall(>,  il  en  Nt>i;i  de  nu'ine  pour  la  fonc- 
tion ■f(.v),  (h'Iinie  par  l'éijuation 

.^(.v)  =  {h  -  a)  \f(x)  -  f{a)\  -  {X  -  a)  \f{h)  -  f  (a)] 
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Mais  cette  fonction  s'annule  pour  x  =  a  et  pour  .v  =^  h,  donc, 
en  vertu  du  théorème  de  RoUe,  sa  dérivée, 

cp'(.v)  ==  (h  -  a)  r(x)  -  [f{h)  -  fia)], 

s'annule  pour  une  valeur  ;  de  .v  entre  a  et  ]),  d'où 

f{h)-f{a)  -   {h -a)  ni). 

Cette  relation  entre  l'accroissement  exact  de  f  (.v)  et  celui  de 
la  variable  .v,  porte  le  nom  de  formule  des  (iccroissemcnts 
finis.  On  la  met  le  plus  souvent  sous  une  autre  forme.  Rem- 
plaçons a  par  x  et  ])  par  .v  +  h,  alors  ;  (cjui  est  compis  entre 
.v  et  X  +  h)  peut  être  remplacé  par  .v  -r  8/i,  h  désignant  un 
nombre  généralement  inconnu  ^  0  et  <^  1.  On  trouve  ainsi 

f{x  +  h)  -  f{x)  =  hfix  +  hh) 

(0  <  e  <  1). 

La  formule  antérieure  ne  supposait  pas  a  <^  ]>,  car  on  pou- 
vait aussi  bien  raisonner  sur  l'intervalle  (]>,  a)  ;  et,  par  suite, 
h  est,  dans  celle-ci,  de  signe  quelconc[ue, 

La  formule  des  accroissements  linis  est  une  des  formules 
fondamentales  du  calcul  difTérentiel.  Elle  est  d'un  usage  con- 
tinuel. On  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

66.  Théorème.  —  Toute  fonction  f{x)  dont  la  dérivée  est 
constfunment  nulle  dans  un  intervalle  (a,  }>),  se  réduit  à  une 
constante  dans  cet  intervalle. 

Soient,  en  efîet,  .v  et  x  -\-  h  deux  valeurs  de  .v  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  h),  on  aura,  i)ar  la  formule  précédente,  en 
observant  que  /'(.x)  est  continue  (n"  49), 

fix  +  h)  -  fix)  -~-  0,         d'où         f{x  +  h)  =  f(x  ), 

c'est-à-dire  que  la  fonction  est  une  constante. 

Corollaire.  —  Deux  fonctions  f{x)  et  'i(.v)  dont  les  déri- 
vées sont  finies  et  égales  dans  un  intei-valle  (a,  h)  ne  diffèrent 
que  par  une  constante  dans  cet  intervalle. 

En  effet,  la  fonction  f(x)  —  'j'(x),  ayant  une  dérivée  con- 
stamment nulle,  se  réduit  à  une  constante  C  et  l'on  a 

f{x)  =  '^{x)  +  C. 
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Ce  tlu'orôme  ent  le  tlivorcnic  londamental  du  calcul  inté- 
iri'dl.  Dans  eelui-ci,  ou  se  ^ji-opose  de  trouver  toutes  les  fonc- 
tions ayaut  uue  déi'ivce  connue.  On  voit  que  le  problème  sera 
résolu  si  l'on  en  trouve  une,  car  les  autres  s'en  déduisent  par 
l'addition  d'une  constante. 

64.  Théorème.  —  Si  f(x)  (i  une  dérWée  f'{x)  et  tend  vers 
Vinjinl  (juand  x  tend  vers  une  valeur  finie  a,  il  est  iniposihle 
que  f'{x)  conserve  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  a. 

Eu  elîet,  si  f'{x)  avait  une  borne  supérieure  finie  M  dans 
l'intervalle  («,  h),  la  formule  des  accroisse/nents  finis  donne- 
rail,  pour  X  compris  entre  a  et  ]>, 

I    /-(A-)  -  /•(/>)    |<   M    I   A-  -  h   I 

et,  comme  on  peu!  faire  tendre  .v  vers  a  dans  cette  formule,  ou 
voit  ({ue  f{x)  ne  croîtrait  pas  indéfiniment  ([uand  a-  leud  vers  a. 

65.  Fonction  croissante  ou  décroissante  dans  un  inter- 
valle. —  S/  la  dérivée  f'{x)  est  positive  ou  nulle  dans  l'inter- 
valle (a,  ])),  sans  toutefois  être  eonstauiment  nulle,  la  fonction 
f(x)  est  croissante  dan^  Vintervalte  (a,  />),  c'est-à-dire  ([ue 
(h  étant  >  a)  on  a  f{l))  >  f{a). 

En  effet,  quel  (juc  soit  a:  enli'c  a  et  h,  la  formule  des  acci-ois- 
scments  finis  s'applique  aux  deux  intervalles  ax  et  xh  et  donne 


/(/')- /(-v) 

(/,  — A)  /•'(;) 

>  0, 

/•(A)  -  fia) 

(A  — a) /•'(;') 

>(>, 

d'où  /"(/>)  ^  f{x)  ^  f{a)  ;  et  fvn  couclus  /'(/>)  >  fia),  car  l'épfa- 
lité  entraînerait  la  constance  de  /(a)  et  l'on  aurait  partout 
f'ix)  =  0,  ce  (pii  est  contraire  à  l'hypothèse. 

De  même,  si  f'ix)  est  néiidtif  ou  nul  dans  tlntervalle  (a,  h), 
sans  totilcfnis  èli'c  cniislamnicul  nul,  la  fmclinii  f{x)  décroît 
dans  cet  inti'rvaltc  :  on  a  f(h)    ^   fia)- 

66.  Formule  de  Cauchy.  —  S<dcnl  f(x)  et  F(x)  deux  fonc- 
lidiis  cnnliiitifs  dans  rinlcrvallc  (a,  h)  cl  adinctlanl  des  déri- 
vées bien   délcnniiit'cs  cl  jinics   en    lotit  [toinl  inicrmédiaire. 
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Supposons  :  i"  que  les  deux  dérivées  f'{x)  et  F'(.v)  ne  s'an- 
nulent pas  simultanénient  en  l'un  de  ces  })oints  ;  2"  que  V{h) 
soit  différent  de  F{a).  On  aura  (Cauchy) 

F(7,)-F(«)  -  TW  (''<-<  ^^)  ^ 

En  effet,  observons  que  la  fonction  de  x  '^ 

f{x)  [Y{h)  -  V{a)]  -  V{x)  [/•(/>)  -  fia)] 

prend  la  même  valeur  aux  points  a  et  7>  ;  il  vient,  par  le  théo- 
rème de  RoUe, 

ni)  [F(/>)  -  v{a)]  -  rr;)  mh)  -  rm  =  o. 

Mais  F'(ç)  n'est  pas  nul,  sinon  les  deux  dérivées  f  (;)  et  F'(;) 
s'annuleraient  simultanément  en  vertu  de  cette  relation  elle- 
même  (puisque  F(7>)  —  F(«)  n'est  pas  nul).  Donc  on  peut  divi- 
ser l'équation  par  les  facteurs  F(/>)  —  F(rt)  et  F'(;),  ce  qui  con- 
duit à  la  formule  de  Cauchy. 

Remarque.  —  Si  F'(.v)  ne  s'annule  pas  pour  x^  a  et  <^  ]), 
la  condition  1°  est  évidemment  vérifiée,  mais  la  condition  2"  le 
sera  aussi,  car  si  F(7j)  était  égal  à  F(rt),  la  dérivée  s'annule- 
rait en  un  point  intermédiaire  en  vertu  du  théorème  de  RoUe. 

La  formule  des  accroissements  finis  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  celle  de  Cauchy.  11  faut  faire  F{x)  =  x,  ce  qui  est  per- 
mis, puisque  la  dérivée,  F'(x)  =  1,  ne  s'annule  pas. 

67.  Théorème.  —  Si  t''{x)  est  continue  dans  Vintervalle  (a,  h) 
et  que  l'on  désigne  par  x  et  x  +  h  deux  poin  ts  de  cet  intervalle, 
à  tout  nombre  positif  z  correspond  un  nombre  o  tel  que  l'on  ait 

fix  +  h)  —  f{x) 


h 


-/■'(-v) 


<£,    si    I    /t    I    <0. 


Par  la  formule  des  accroissements  finis,  le  premier  membre 
se  met  sous  la  forme 

I  fix  +  o/o-n.v)i. 

Mais  on  peut  supposer  l'oscillation  de  la  fonction  continue  /' 
moindre  que  z  dans  tout  intervalle  <^  o  (n°  27,  IV),  auquel  cas 
cette  différence  est  a  fortiori  ■<  e. 
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Récipro(iuement,  si  \f' :  Ix  converge  uniformément  vers  sa 
limite  f'{x),  cette  dérivée  sei-a  fonction  continue  de  x  dans 
Vintervalle  {a,  h). 

Montrons,  en  effet,  que  l'accroissement  de  f'{x)  i)eut  être 
rendu  inférieur  à  tout  nombre  donné  3e,  à  condition  dépen- 
dre l'acci-oissement  de  .v  suflisamment  petit. 

Prenons  d'abord  li  assez  petit  i)our  c{ue  l'on  ait,  quelque 
soit  x, 

,.,,, .  iv^-ji=m  + ,,     I ,  I  < . 

Donnons  ensuito  à  .v  un  accroissement  (positif  ou  négatif) 
sulïisamment  petit  pour  que  le  rapport  [f{x  +  h)  —  /"(-v)|  :  h, 
qui  est  fonction  continue  de  .v,  varie  au  plus  de  z  ;  alors, 
comme  r,  varie  au  plus  de  2c,  /"'(.v)  variera  de  3e  au  plus. 

68.  Théorème.  —  S/  /(.v)  est  continue  et  dérivahle  dans 
l'intervalle  («,  h),  f'{x)  ne  j)eut  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  dans  cet  intervalle  stins  juisser  par  t<)utes  les  valeurs 
intermédiaires  (Darroi  x). 

Considérons  d'abord  le  cas  oîi  /'(«)  et  f'{l))  sont  de  signes 
contraires;  je  dis  que  /"'(.v)  s'annule  entre  a  et  />.  En  effet,  soit, 
pour  fixer  les  idées,  f'{a)  >  0  et  /'(/>)  <  0  ;  la  plus  grande 
valeur  de  f{x),  ne  pouvant  être  atteinte  ni  en  a  ni  en  h,  le 
sera  en  un  point  intermédiaire  ;,  où  l'on  aura  donc  /'(;)  =  0 
(n»  60). 

Passons  au  cas  général.  Soil  A  un  nombre  compris  entre  f'{a) 
et  f'(b)  ;  la  fonction  f{x)  —  A.v  a  ses  dérivées  de  signes  con- 
traires aux  points  a  et  h.  Donc  il  existe  un  point  intermédiaire  ; 
tel  que  /'(;)  —  A  =  0  et,  par  conséquent,  /"'(;)  =-   A. 

Il  est  à  remarcpier  (im-  la  propriété  énoncée  dans  ce  théo- 
rème appartient  aux  fondions  eoiitinues  (n' 27,  \  I)  mais  ne  les 
caractérise  ])as. 

§  3.  Dérivées  et  différentielles  successives 

69.  Définitions.  —  Soit  y  =  /'(.v)  une  fonction  nnivocjue 
d'une  variable  réelle  a,  ayant  une  dériv(''e  dans  un  inteivalle. 
Si  celle  nouvelle  fonction,  y'       /'(v),  ailmet  une  dérivée  en  un 
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point  -v,  on  représente  cette  nouvelle  dérivée  par  l'un  des  sym- 
boles y" ,  f'\x)  ou  D\r  et  on  l'appelle  la  dérwée  seconde  de  y. 

De  même,  la  dérivée  troisième  est  la  dérivée  de  y".  Elle  se 
désigne  par  y'",  f",  Wy.  On  continue  ainsi  de  suite  :  la  dérivée 
d'ordre  n  est  la  dérivée  de  celle  d'ordre  n  —  1  et  elle  se  repré- 
sente par  3'*"',  P"Ky)  ou  D" y. 

Si,  pour  définir  les  dérivées  successives  au  point  a,  on  ne 
tient  compte  que  des  valeurs  de  x  qui  sont  ^  a,  on  obtient  les 
dérivées  successives  à  droite  du  point  a  ;  on  obtient  celles  à 
gauche  si  x  ^  u. 

11  faut  observer  que,  d'après  ces  définitions,  l'existence  d'une 
dérivée  linie  D"y  au  point  .v  exige  celle  d'une  dérivée  D"~^y 
finie  et  déterminée  aux  environs  de  .v  et  continue  en  ce  point, 
donc  la  continuité  des  dérivées  d'ordre  moindre  aux  environs 
du  même  point. 

Les  dérivées  successives  des  fonctions  rationnelles  d'une 
variable  complexe  se  définissent  comme  quand  la  variable  est 
réelle.  11  n'y  a  pas  lieu  de  nous  arrêter  davantage  à  cette  géné- 
ralisation. Revenons  aux  variables  réelles. 

Si  dy  est  diiîérentiable,  sa  diflerentielle  est  la  différentielle 
seconde  de  y  et  se  désigne  par  d-y.  Cette  nouvelle  ditîéren- 
tielle  dépend  de  la  relation  que  l'on  veut  établir  entre  la 
variable  x  et  sa  dilïerence  A.v  ou  dx.  Si  cette  différence  est  la 
même  pour  toutes  les  valeurs  de  .v  et  la  même  encore  dans  les 
dilîérentiations  successives,  elle  doit  être  traitée  comme  une 
constante  et  l'on  a 

d^y  =  d.f{x)  dx  =  /""(.v)  dx\ 

De  même,  la  dilîérentielle  troisième  d''y  est  celle  tle  d'y, 

dy  -  d.l"(x)dx'  =  /"(.v)  dx\ 

et  ainsi  de  suite.  En  général, 


On  tire  de  là 

y'-   '^'' 
^        dx' 

y"  = 

d\y 
dx^ 

y 


00 


d"y 
dx"  ' 

Donc  la  dérivée  n'^'""  d'une  fonction  est  te  (jnolieiil  de  la 
différentielle  n'^"»"  de  la  fonction  par  la  puissance  n'"""'  de  la 
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différentielle  de  la  variable  prise  constante  par  rapport  à  x, 
ce  qui  fournit  une  nouvelle  manière  de  représenter  cette 
dérivée  et  celle  qui  est  le  plus  généralement  employée. 

Remarque.  —  La  condition  que  dx  soit  constant  par  rap- 
port à  X  n'empêche  pas  que  dx  puisse  varier  à  un  autre  point 
de  vue.  Ainsi  on  peut  faire  tendre  dx  vers  0,  pourvu  que  ce 
soit  pour  toutes  les  valeurs  de  x  en  même  temps  et  de  la  même 
manière. 

70.  Des  différences  finies.  —  Si  l'on  doune  à  .v  un  accrois- 
sement A.v,  la  fonction  continue  f{x)  prend  un  accroissement 

A/(.v)  =  fix  +  A.v)  -  /(.v), 

que  nous  appelerons  différence  première  de  f{x). 

La  dilTérence  de  la  difïerence  première  est  la  différence 
seconde,  elle  se  représente  par  A-/(a:)  et  ainsi  de  suite.  On 
prend  la  dilTérence  A.v  indépendante  de  .v,  de  sorte  (|ue 

AY(x)  =  f{x  -f   2A.V)  —  2/'(.v  H    Ax)  +  /(.v), 
A'/Xx)  -  f{x  +  3A.V)  — ;V(-V  +  2A.V)  +  3/-(-v  ^  A.v)  -  f{x), 

et  ainsi  de  suite. 

Il  existe,  entre  ces  dilîérences  successives  et  les  dérivées 
successives  de  /"(.v),  une  relation  imixirtantc  (pie  voici  : 

(1)  A"/X-V")  ^  A.v"/"<">(.v  +  0/jA.v)         (0  <  0  <  1). 

Elle  suppose  f''"\x)  délei-minée  entre  .v  et  .v  +  //A.v  (limites 
exclues)  et  /"^"^"(.v)  continue  dans  cet  intervalle  entier.  Nous 
a|)pellerons  cela  les  conditions  d'ordre  n.  Pour  n  =  l,  la  for- 
mule est  exacte  :  c'est  celle  des  accroissements  Unis.  Pour 
l'établir  en  général,  il  sulllt  donc  de  l'étendre  de  l'ordre  n  —  l 
à  //.  A  cel  clTet,  remar(iuoiis  cpio  les  conditions  d'ordic  //  pour 
/■(.v)  cnlrainent  celles  d'ordre  n  —  1  pour  la  foiution 

A/(A)    -fix  -f  A.v)-/(.v). 

Appliquons-lui  donc  la  formule  (l)  j)()ur  l'ordre  n  —  1,  nous 
trouN'ons 

(2)  A"/(.v)  -  A.v"-'|/"'    "(.V  +  A.v  4   0[/j  —  IJA.v)  — 

P"-X\   :    0|/j  —  l|A.v)|. 

Transformons  ontin  la  différence  entre  crocliets  j)ar  la  for- 
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mule  des  accroissements  finis  (dont  l'emploi  est  légitimé  par 
les  conditions  d'ordre  n),  nous  obtiendrons  la  formule  (1). 

La  formule  (2)  conduit  à  un  autre  résultat  important.  Les 
conditions  d'ordre  n  —  1  qu'elle  suppose  auront  lieu  pour 
I  Ix  I  suffisamment  petit  si  /^">(x)  a  une  valeur  déterminée  et 
finie.  On  a,  dans  ce  cas,  par  définition  de  f<"'(-v),  les  z  tendant 
vers  0  avec  \x, 

f("-%x  ^  \x  +  h[n  —  l]A.v)  — f<"-'H.v) 

=  (1  +  On  —  0)  \xf^'%x)  +  t'^x, 

/■("-"(-v  +  ^i[n  —  1]  A.v)  —  /■<"    ')(.v) 

=  {Hn  —  0)  A.v/C'H-v)  +  c"A.v, 

et,  en  substituant  dans  (2)  la  différence  de  ces  deux  cpiantités, 

^"/■(.v)  =  lx"[P'%x)  +  £'— s"],         d'où         lim  -^  =  ;^"H-v). 

A.v=0  -^^ 

Donc  la  dérÎK'ée  n""'^,  supposée  finie  et  déterminée  en  un 
point,  est  la  limite  du  rapport  de  la  différence  ;i"'"'*^  de  la 
fonction  par  la  puissance  n'^""'  de  la  différence  de  la  varialde, 
quand  cette  différence  (supposée  indépendante  de  x)  tend 
vers  zéro. 

71.  Dérivées  ;?"'"""*  des  fonctions  élémentaires.  —  La  déter- 
mination d'une  dérivée  d'ordre  quelconque  pour  une  fonction 
élémentaire  ou  composée,  ne  peut  présenter  d'autre  difficulté 
que  la  longueur  des  calculs  si  cet  ordre  est  donné  numérique- 
ment. Mais  si  l'on  veut  exprimer  la  dérivée  n"'""'  en  fonction 
de  n,  n  restant  arbitraire,  le  problème  est  plus  difficile.  Toute- 
fois, pour  quelques  fonctions  élémentaires,  la  solution  est 
simple. 

I.  On  a  Bx"  —  ax"^~^  ;  on  en  tire  successivement 
D^v"  =  a{a  —  1)  x"^-, 


l)"x"  =  a{a  —  1)...  {a  —  n  +  i)  x"-". 

Supposons  a  entier  et  >  0  ;  cette  dérivée  se  réduit  à  la  con- 
stante a  !  si  /i  =  a,  et  elle  est  nulle  si  n^  a.  Donc  la  dérivée 
/«"""'  d\in  polynôme  de  degré  <^  n  est  identiquement  nulle. 
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II.  De  DLo^a;  =  x~\  on  lire,  par  la  règle  précédente, 

D"  Log  X  =  1)"-'  .V-'  =  (—  1)  (—  2)...  (—  n  +  l)  x'" 

\)"Lo'^x  ={-[)"    '^"^,7^- 

III.  La  formule  1)A^'  =  A^'  Log  A  donne 

D"  A-v  =  A^-(Log  xV)",         l)"t-^  -  ('^". 

IV.  On  a  I)  sin.v  =  cos  x  =  sinf.v  -t-  /i  ]^|  ;  do 

!)"  sin  .V  -  sin  ix  -\-  n 


ne 


2 
A'.  On  a,  de  môme, 


Dcosx  =  cosix  +  pl>  l)"cos.v  =  cosj.v  + 

1 

VI.  On  a  I)  arc  tg  .v  =  -, — ■ v,  ;  donc 

1  -h  a;- 


■3- 


D"  arcti^.v  =  1)"^' 


1  +  .V- 

Mais  on  a,  en  introduisant  les  imaginaires, 
1  1/1  1 


1  -h  x^        2i  \x  —  i       x  +  i 

1 


D"-»  -r^ — ,  =  (— !)"-'(»  —  l)\^ 

i  -\-  X-      ^        '      ^  '      2i 


(x— (1)"  (.V  +  /)" 

On  se  débarasse  des  imaginaires  en  posant 


.V  —  i  =  p  (cos  'i  —  /  sin  f  )     ^  ?  ~  l/r+x« 

'      /  i  =  arc  cet  X  ; 

il  vient,  par  la  formule  de  Moivre, 

i  cos  ;t'v  +  i  sin  /r^  1  cos  /r^  —  i  sin  w^ 


{X  —  0"  p"  ('^  +  0""  ?" 

Par  conséquent, 

D«-'  -j-i-^  ==  (-  D'-'l"-!!^'  sin  u'^; 

D^arc  tg  x  =  ( —  1)"~'  ~ ^  sin  {n  arc  cot  x). 

(1  +  .v*)^ 
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Remarque.  —  Le  calcul  des  dérivées  /i"'»""*  peut  être  rat- 
taché à  la  formule  de  Taylor.  On  en  trouvera  des  exemples 
dans  le  chapitre  suivant, 

72.  Dérivée  «"■'"«"  d'un  produit.  Formule  de  Leibniz.  —  Si 
l'on  dérive  deux  fois  le  produit  hv  de  deux  fonctions  de  x,  il 
vient  successivement 

D.m'  =  i'  Bu  +  « Dv, 
DHiv  =  vDhi  +  2Dh.I)v'  +  u\y-v. 

Chaque  terme  de  ces  deux  premières  dérivées  et  aussi  des 
suivantes,  est  le  produit  d'une  dérivée  de  u  par  une  dérivée 
de  V,  en  regardant  u  et  v  eux-mêmes  comme  des  dérivées 
d'ordre  0.  Dans  la  dérivée  première  Duv,  la  somme  des  indices 
de  dérivation  est  égale  à  1  dans  chaque  terme  ;  dans  la  dérivée 
seconde,  elle  est  égale  à  2  ;  on  voit  de  suite  qu'elle  sera  égale 
à  n  dans  la  dérivée  /i"^""'.  On  peut  donc  poser 

(J)  D"«i'  =  A,h1)1'  +  A,l)/H)"    'v  +  A,I)-«l)"-^r  +  ... 

les  lettres  A  désignent  des  coefïicients  numériques  à  détermi- 
ner. A  cet  effet,  soit  a  une  constante  indéterminée  ;  posons 

\)"uv  =  (1  +  a)"e('+=^>^ 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  ;  elle  devient, 
après  suppression  du  facteur  commun  e('+^)-^'. 

(1  +  a)"  =  A,  +  A,  a  +  A,a^  +  ... 

Donc,  a  étant  une  indéterminée,  les  coefïicients  A^,  A,,  A^,... 
sont  ceux  de  la  formule  du  binôme.  On  peut  ainsi  donner  à 
l'équation  (1)  la  forme  symbolique  suivante  : 

\)"nv  =  (Du  +  Dv')". 

Mais  il  faudra  observer  les  conditions  suivantes  dans  le 
développement  du  second  membre  :  on  écrira  Du  et  Dv  dans 
tous  les  termes,  même  dans  les  termes  extrêmes  où  l'un  d'eux 
reçoit  l'exposant  0  ;  2"  on  remplacera  ensuite  Dup  par  D^u,  Dv^ 
par  1)''^'  et  en  lin,  YY'u  par  u  et  1)'\'  par  r. 
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73.  Propriétés  des  dérivées  d'une  fonction  rationnelle. 
—  Soit  3  une  variable  complexe  ;  une  fonction  rationnelle, 


est  le  quotient  de  deux  polynômes  P  et  Q  sans  racine  com- 
mune. Soit  a  une  racine  de  degré  ni  de  P,  nous  disons  que 
c'est  une  racine  de  degré  m  de  f{z).  Nous  avons  alors 

/•(r.)  =  (r.-«)""^(r.), 
et  '^{z)  est  une  fonction  rationnelle,  finie  et  non   JinlLc  pour 
z  =  a.  Dérivons  ;  il  vient 

fiz)  =  (r.-rO'"-'  |m'f(r)  +  iz-ayJ(z)]. 
La  quantité  enlre  crochets  est  une  fonction  ralionnclle  (jni  ne 
s'annule  plus  pour  z  =  a  ;  d'où  le  théorème  suivant  : 

I.  Toute  racine  de  degré  m  d'une  fonction  rationnelle  /(:•) 
est  une  racine  de  degré  (m  —  1)  de  sa  dérivée  ;  en  particulier, 
une  racine  simple  de  f{z)  ne  sera  plus  racine  de  sa  dérivée. 

Si  l'on  applique  ce  théorème,  de  proche  en  proche,  aux 
dérivées  successives  de  f{z),  ou  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

II.  Toute  racine  de  degré  ni  de  f{z)  est  commune  ii  f{z)  et  à 
ses  m —  1  premières  dérivées.  Réciproquement,  toute  racine 
c(nnmune  à  f{z)  et  à  ses  (m  —  1)  premières  déi'ivées  et  (fui 
s'annule  par  la  dérivée  (Tordre  m,  est  une  racine  de  degi'é  m 
de  f{z). 

Ces  théorèmes  jouent  nn  vù\e  important  en  algèhic,  dans  K' 
cas  particnlier  on  f{z-)  se  réduit  à  nn  polNiioine. 


CHAPITRE   II 
Formule  de  Taylor.  Applications  diverses 


§  1.  Formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin 

74.  Formule  de  Taylor.  —  Soit  /(.v)  une  fonction  continue 
et  univoque  d'une  variable  réelle  .v.  La  formule  de  Taylor  a 
pour  objet  de  développer  f{a  +  h)  suivant  les  puissances  suc- 
cessives de  h  jusqu'à  un  certain  ordre  donné  ii,  et  cela  sous  la 
forme  suivante  : 

\  nci  +  /')  --  /■(«)  +   ^  /'VO  +  ^^  fia)  +  - 


'  '    i  h"-^  h" 


M. 


(n  — 1)  !  '         '   '        m! 

Il  faut  supposer  les  dérivées  de  f{x)  finies  et  déterminées  au 
point  a  jusqu'à  l'ordre  n  —  1,  alors  cette  formule  définit  la 
(]uantité  M  en  fonction  de  h  supposé  différent  de  0. 

Le  plus  souvent  h  peut  avoir  un  signe  quelconque  dans  la 
formule  (1)  et  les  dérivées  successives  de  f{x)  sont  supposées 
uniques  au  point  a.  Mais  si  h  est  exclusivement  positif,  la 
formule  ne  suppose  que  l'existence  des  dérivées  successives  à 
droite  au  point  n,  et  il  doit  être  entendu  que  f'(n),  f"(a),... 
sont  alors  des  dérivées  à  droite.  Ce  seraient,  jiar  contre,  des 
dérivées  à  gauche  si  h  était  exclusivement  négatif. 

La  loi  do  formation  des  termes  du  développement  n'est  nul- 
lement arbitraire.  Elle  est  choisie  de  façon  que  le  polynôme 
de  degré  n  —  i  en  h 

m)  +  y  r(a)  +  ^  f"{a)  + ...  +  (,^^^^r"-'^(«) 

et  ses  n  —  1  premières  dérivées  coïncident  respectivement,  pour 
h  =-  0,  avec  f{a  +  h)  et  ses  n  —  1  premières  dérivées.  Il  est 
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donc  naturel  de  considérer  ce  polynôme  comme  donnant  une 
valeur  approchée  de  f{a  -h  h)  et  d'étudier  cette  approximation. 

Le  développement  de  Taylor  pour  l'ordre  n  se  caractérise 
par  la  propriété  suivante,  dont  l'énoncé  se  précise  en  tenant 
compte  de  l'observation  précédente  sur  le  sens  des  dérivées. 

Théorème.  —  Quand  h  positif  tend  vers  0,  la  quantité  M 
définie  par  la  formule  (1)  tend  ee;-.s  la  dérivée  à  droite  f^"^{a), 
finie  on  infinie,  mais  supposée  existante. 

1°  Supposons  d'abord  f^"\a)  finie.  Soit  £  un  nombre  po.sitif  ; 
formons  la  fonction  de  h  : 

-fih)  ^  f\a)  4-  ^    f\a)  +  •••  4-  ^' [/•<"'(«)  +  £l  -  f\a    ■    h). 

Cette  fonction  et  ses  n  —  1  premières  dérivées  (à  droite)  sont 
nulles  au  i)oint  h  =  0,  tandis  que  l'on  a,  pour  sa  dérivée  n"'""' 
(à  droite),  cp<")(0)  =  e  >  0.  Donc,  pour  h  positif  et  suffisamment 
petit,  '^"'-'>(/i)  est  >  cp<"-i»(0)  et,  par  conséquent,  positif; 
auquel  cas  'j'"--'(/i),  étant  croissant,  est  positif  (n°  65),  et  ainsi 
de  suite  de  proche  en  proclie  juscjne  -^(/i)  >  0.  Au  contraire, 
tout  cela  devient  négatif  si  l'on  remplace  e  par  —  z.  D'où  il  suit 
que,  pour  h  positif  assez  petit,  /"(«  +  h)  est  compris  entre  les 
deux  expressions  : 

f{a)+\f'{(^)'r  •••+  ]'",\f {a)    I    £l 

et,  par  suite,  M  est  compris  entre  /""  (a)i£.  Donc,  s  étant  aussi 
petit  que  l'on  veut,  M  a  pour  limite  /'""(«)  quand  l\  jjositif  tend 
vers  0. 

2"  Si  /"""(a)  =  — oû,  soit  A  un  nombre  négatif  arbitraire  et 
formons  la  fonction  : 

'^(/O  =  f{a)  +  ^f'{a)  +  ...  +  ^^'j  A  -  fia  +  h). 

Nous  aurons  (Micore  .p""(0)-=  A  —  /'""(«)  >  0,  de  sorte  que  les 
dérivées  d'ordre  moindre  et  z{li)  lui-même  sont  de  nouveau 
l)ositifs  pour  li  positif  inliniment  petit,  autjuel  cas  M  est  <^  A. 
Donc  M  devenant  inférieur  à  tout  nombre  assignable  ({uatul  h 
])osilif  tend  \ers  0,  M  trnd  vers  — ^.  De  nirnic  M  tcndrail 
vers   f  oo  si  telle  était  la  valeur  de  la  dérivée  à  droite  f"^{a). 
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Ce  cas  se  ramène  d'ailleurs  au  précédent  en  changeant  le  signe 
de  f{x). 

Si  l'on  suppose  h  négatif  dans  la  formule  (1),  le  théorème 
précédent  est  évidemment  remplacé  par  le  suivant  : 

Quand  h  négatif  tend  vers  0,  la  quantité  M  tend  vers  la 
dérivée  à  gauche  f^'^^a),  finie  ou  infinie,  mais  supposée  exis- 
tante. 

Unicité  du  développement.  —  Quand  f"^(a)  est  finie,  la 
formule  de  Taylor  exprime  f{a  +  hjlf  par  un  développement 

A„  +  \,h  +  \Jv  +  •••  +  A„    i/i"-'+  M/i", 

où  les  A  sont  des  constantes  par  rapport  à  h  et  où  M  (qui,  lui, 
dépend  de  h)  est  borné  quand  h  tend  vers  0. 

Un  tel  développement  n'est  possible  que  d'une  seule  ma- 
nière, donc  par  la  formule  de  Taydor. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  deux  développements  ana- 
logues du  même  ordre  : 

A,  +  A,/i  +  •••  +  M/i"  =  «-/„  +  a,h  +  •••  +  mh'\ 

Nous  allons  montrer  qu'ils  sont  identiques  terme  pour  terme. 
Faisant  tendre  h  vers  0  et  observant  que  M  et  m  sont  bor- 
nés, il  vient  d'abord  A„  =  a^,.  Supprimant  ces  termes  égaux 
divisant  par  h  et  faisant  encore  tendre  h  vers  0,  il  vient 
A,  =  rtp  etc. 

75.  Reste  de  la  formule  de  Taylor.  —  Le  dernier  terme  de 
la  formule  (1),  le({uoI  en  a  n  avant  lui,  s'appelle  le  terme  com- 
plémentaire on  le  reste  de  la  formule,  et  il  se  désigne  par  R„. 
La  formule  (1)  devient  ainsi 

(2)      fia  +  h)^  fia)  +  ~  fia)  +  •.•  H  ^^  ^~'^  ^  p-"(rO  +  H. 

et  nous  avons  une  première  expression  lî„ 

II" 
n  ! 

Nous  savons  seulement  que  M  tend  vers  /"""(«)  «[uand  li  tend 
vers  0,  et  ceci  ne  suppose  aucune  autre  condition  (|ue  la  seule 
existence  de  f^"\a).  Nous  voyons  bien  ainsi  (jue  \\„  est  un 


80  CHAPITRE  II.   FORMULE  DE  TAYLOR.   APPLICATIONS 

infiniment  petit  de  l'ordre  n  par  rapport  à  h  quand  f"'^{a)  est 
fini,  et  ceci  caractérise  le  développement  taylorien.  Mais  ce 
premier  résultat  ne  donne  aucun  renseignement  sur  la  gran- 
deur de  \\n  pour  les  valeurs  finies  de  h.  Il  y  a  donc  lieu  de 
cliercher  de  nouvelles  expressions  de  R„  capables  de  rendre 
ce  service. 

Il  faut,  pour  cela,  imposer  à  la  fonction  à  développer  de  nou- 
velles conditions  plus  restrictives.  Nous  sup|)oserons  (jne 
/■'"  '  (.v)  est  continue  dans  l'intervalle  de  <i  à  a  +  h  (limites 
comprises)  et  que  /"*"'(.v)  est  seulement  déterminée  dans  cet 
intervalle  (limites  exclues). 

Avec  ces  conditions,  on  peut,  comme  nous  allons  le  iléniou- 
trer,  donner  à  R„  l'expression  suivante,  connue  sous  le  nom 
de  reste  de  Schloemilch  : 


(3) 


hn(\  —  Oyi— /) 

^^"         („  -  1)  !  p  '     ^"  ^  '"'' 


où  /)  est   un  immbre  positif  arbitraire  -^  n,  et  0  un   nombre 
compris  entre  0  et  1. 

Pour  établir  celle  formule,  on  délinil  un   nombre  P  i)ar  la 
condition 

h'V  -  R,„ 

où  R„  est  défini  par  réf(uation   (2).  On   fait  a  -\   Ji  ^  />  et  l'on 
considère  la  fonction  de  .v  : 

f{x)  +  ^^  f'ix)  +  ...  +  ^['~_^\y'  r"-"(-v)  4   il>  -  x)"l\ 

(lelto  fonction  cdniiiuic  \)\c\\i\  la  même  vahnii-  /(/;)  ou  l'{(i  ■  h) 
|>()ur  .V  —  (i  et  .V  =  />  ;  donc  sa  dérivée  (<|ui  est  exist(inle)  : 

*;'„^^l';,;r"tv)-,.('.-.v)'"i'. 

s'annule  au  point  internu'diaire  ;  =  rt  +  'ili,  eu  vertu  du  lh('*o- 
rème  de  Rolle.  De  là,  la  valeui-  de  P  : 

^        („_l)!p/     ^->  (n-\)\p     '     ^     ^    ^' 

<pii,  substituée  dans  /i''P,  fournil  la  valeur  (:{)  de  \\„. 
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On  considère  surtout  deux  cas  particuliers  : 
Si  n  =  p,  on  obtient  le  reste  de  Lagrange  : 

H„  =  ^ /•'")(«  +  Hh). 
Si  p  =  1,  on  obtient  le  veste  de  CAiiichy  : 

Lorsque  f{x)  est  indétininient  dérivable,  on  peut  se  donner 
n  à  volonté  et,  par  conséquent,  reculer  H„  aussi  loin  qu'on  le 
veut.  Lorsque  ce  dernier  terme  peut  être  rendu  sutlîsamment 
petit  à  condition  de  choisir  n  assez  grand,  la  formule  de  Tay- 
lor  donne  un  procédé  commode  pour  évaluer  approximative- 
ment les  fonctions.  Nous  en  donnerons  des  exemples  un  peu 
plus  loin  comme  application  de  la  formule  de  Maclaurin. 

Lorsque  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  (pianti  /} 
tend  vers  l'infini  et  que  l'on  prolonge  la  formule  indétininient, 
le  dernier  terme  disparaissant  à  la  limite,  on  obtient  l'expres- 
sion de  f{a  +  h)  en  série  illimitée  convergente.  Le  développe- 
ment des  fonctions  en  série  illimitée  de  Taylor  est  d'une 
extrême  importance,  mais  nous  ne  possédons  pas  encore  les 
ressources  analytiques  nécessaires  pour  traiter  commodément 
cette  question.  Nous  y  reviendrons  à  la  til\  du  volume  quand 
nous  aurons  exposé  la  théorie  des  séries. 

76.  Expressions  diverses  de  la  formule  de  Taylor.  —  1"  On 
peut  remplacer  dans  la  formule  (2)  la  variable  h  par  .v  —  a  ; 
l'équation  devient  ainsi,  en  écrivant  le  resté  de  Lagrange, 

V    f{x)  ^  f(a)  +  -^^  fia)  -f  ^^^ria)  +  ••• 
(4)  _ 

Cette  formule  suppose  f"~*>(x)  continue  de  a  à  a;  limites 
comprises,  et  p"^(x)  déterminée  entre  a  et  x  seulement. 

2\0n  peut  aussi  remplacer  a  par  x  dans  la  formule  (2),  puis 

6 
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faire  passer  f{x)  dans  le  |)remier  membre.  On  troine,  avec  le 
reste  de  Lag-range, 

f{x  +/o-/(-v)  =  '[fix)  -  ...  +  ^^^^.r'-'w 


n 


Supposons  (pie  l'on  prenne  dx  =  Il  ;  les  termes  successifs  du 
second  membre  ne  diiïèreront  que  par  les  factorielles  des 
dilîérentielles  successives  de  fix).  Quant  au  premier  membre, 
c'est  l'accroissement  \f\x)  qui  correspond  à  l'accroissement 
arl)itraire  dx  de  la  variable  a*.  La  formule  précédente  peut 
donc  s'écrire  comme  il  suit  : 


(o)      lf{x)  =^^  -^  ^-^  +  ...  +  ^-^  + 


d"nx) 


.v+edA- 


Elle  donne  l'expression  de  Vdcci'oissemcnt  fini  ^f(x)  \rAV 
un  développement  cpii  procède  suivant  les  dilîérentielles  suc- 
cessives de  f{x).  Seulement,  dans  le  dernier  terme,  on  doit 
remi)lacer,  ainsi  que  la  ju>tation  l'indique,  la  variable  a-  par 
a;  +  Hdx.  La  formule  (5)  donne  l'expression  la  plus  condensée 
du  déveloi)pement  de  Taylor  cl,  commi»  on  le  verra  plus  loin 
(n"  116),  la  plus  générale. 

77.  Formule  de  Maclaurin.  —  (l'est  un  cas  particulier  de 
celle  (le  Tayloi'.  On  |)ose  a  =  0  et  h  ==  A"  dans  la  foi-niule  (2)  ; 
il  vient 


Le  l'csle  K„  |)eiil  recevoir  la  forme  de  Schloriiilich  : 

x"t  I  —  0)"    '' 
'^"        («-!)!/,    '     <'^'' 

ou  les  formes  pailicnlièfe>^  de  Ldiiftiiiiic  et  de  ('.(iiirhy  : 

Y"  V'*^l  Ô^"~' 

H,.    ;^ ,  r'"(OA),      R,.  =  ' Vn  _T)  î  ^  ^'"^''•^■^- 

Cette  formule  suppose  /'"    "(a)  continue  de   0  à  a  et /'""(a-) 
déterminée  entre  0  et  a.  Le  nombre  0  est  compris  entre  0  et  1 . 
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0 

Lorsque  les  dérivées  de  f{x)  sont  déterminées  et  continues 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  il  arrive  souvent  que  le  dernier 
terme,  qui  est  seul  inconnu,  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on 
le  veut  eu  donnant  à  n  une  valeur  suirisamment  grande.  Dans 
ce  cas,  la  formule  de  Maclaurin  fournit  un  procédé  commode 
d'évaluation  de  la  fonction  f(.v).  Nous  allons  en  montrer  des 
exemples. 

78.  Application  de  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques 
fonctions  élémentaires.  —  l.  Expoxemielle  e^.  —  Faisons 
f{x)  =  e"^  dans  la  formule  de  Maclaurin  ;  les  dérivées  repro- 
duisant la  fonclion,  /'(*^)(0)  =  1  et  nous  obtenons,  avec  le  reste 
de  Lagrange, 

V  V-  V"  — '  V"        h 

Quel  que  soit  .v,  ce  reste  tend  vers  0  avec  .v"  :  n  î  (juand  n 
tend  vers  l'inlini,  car  la  factorielle  n  !  croit  infiniment  plus 
vite  que  la  puissance  .v".  Pour  nous  en  assurer,  multiplions 
entre  elles,  facteur  par  facteur,  deux  factorielles  n  !  où  les 
facteurs  seront  rangés  dans  l'ordre  inverse  ;  {n  !)-  sera  le  pro- 
duit de  n  facteurs  de  la  forme 

p{n  —  /)  +  1)  =  p{n  ~ p)  +  p^  n  —  p  ^  p  =  n. 
Donc  {n  !)-  est  >  n"  et  n  !  est  >([  n^). 
Pour  X  =  1,  on  trouve  la  formule  propre  au  calcul  de  e  : 
11  1  e^ 

Le  dernier  terme  est  <^'i  :  n  !  (piiis([ue  e  est  <^  3)  et  devient 
aussi  petit  que  l'on  veut,  à  condition  de  prendre  n  assez  grand. 
Donc  la  formule  i)ermet  de  calculer  le  nombre  e  au  degré 
d'approximation  que  l'on  désire. 

licmaniiic.  —  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  for- 
mule précédente  par  {n  —  1)  !,  on  en  déduit 

{n  —  1)  !  ('  ^  nombre  cntiei'  -f  — ^. 

Cette  relation  prouve  que  c  est  iri'dtionncl,  car  si  e  était 


^ 
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rationnel,  il  serait  le  (luotient,  p  :  q,  de  deux  entiers  et  le 
premier  membre  de  la  relation  serait  entier  pour  n^  q,  tan- 
dis que  le  second  est  fractionnaire  pour  n  >  3  (donc  a  fortiori 

>e\ 

II.  Exponentielle  A"^.  —  En  changeant  x  en  .vLogA  dans 
la  formule  précédente,  on  trouve 

1  (n —  1)  !  ni 

III.  Fonction  sin  .v.  —  Si  f'{x)  ^  sin  x,  on  a  (n'  71) 

f('%x)  =  sin  lx  +  n-[^\- 

Pour  x  =  0,  les  valeurs  de  f{x)  et  de  ses  dérivées  successives 
forment  la  suite  périodique  à  (juatre  termes  :  0,  1,0  —  1  ;  0,  1, 
0,  —  1  ;...  Donc,  si  l'on  suj)pose  n  ^  2k  -\-  l  dans  la  formule 
de  Maclaurin  et  que  l'on  y  substitue  la  valeur 


f  2fc+i)(e.v)  -  sin 


hx  +  {2k  +  i)~ 


=  (—  1)'^  cosOa-, 


on  trouve,  en  écrivant  le  reste  de  Lagrange, 


X      x^      X 


v2*:-l 


k-i 


•'''"•''  =  T-3l  +  5T +  •••  +  <-"       (2fc-l)! 

Comme  dans  le  cas  de  l'exponentielle,  le  reste  a  pour 
limite  0  ((uand  k  augmente  indétlniment.  Donc  siii.v  est  déve- 
loppable  en  série  illimitée  de  Maclaurin  pour  toutes  les 
valeurs  de  .v. 

I\'.  l'oNCTioN  cos  .V.  —  Si  f{x)  =  cos  .V,  on  a  (n"  71) 

/•('.)(  V)  ^-  cos  ^.v  +  n  -^j- 

Pour  .V  0,  les  valeurs  de  /'(.v)  el  de  ses  dérivées  succes- 
sives forment  la  suite  périodi(|ue  à  (|uatre  ternies  :  1,0,  —  1,0, 
etc.  Prenons  donc  n  '2k  dans  !;»  formule  de  Maciamin,  et 
faisons  la  siihstiliilion 

/•<2*^-»(0.v)  =  cos/O.v  +  2k  ^-j  =  {—  l)'^cos  O.v, 
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il  vient,  avec  le  reste  de  Lagrange, 

•>'         t!  '    '      ^'       (2k  —  2)  ! 


cos.v  =  1  -^  +  -^-  -  +  (-  1)'-^^ 


^2fc 


+  (—  l)*-'  ^.^"^^^  ,  cos  hx. 


x^ 

{2k) 

Le  reste  a  pour  limite  0  quand  k  augmente  indéfiniment. 

V.   Fonction  Log  (i  +  x).  —  Prenant  f{x)  =  Log  (1  +  x), 
on  a  (n°  71). 

Log(i  +  x)=  x—^  +  ^ +  (-1)"-%^^+  R.. 

Par  la  formule  de  Lagrange,,  on  a 

^"       ^      ^^         n   [i  +  Hx)  ' 
et  par  celle  de  Cauchy, 

R„  =  (-  1)'-'      ""       '  '       '  ^ 


1  4-  Oa:  \1  —  Hxj 

Ces  formules  supposent  toutefois  x^  —  1,  sinon  les  dérivées 
cesseraient  d'être  déterminées  dans  l'intervalle  (a;,  0)  et  la  for- 
mule de  Maclaurin  ne  serait  plus  applicable.  Si  .v  est  positif  et 
^  1,  la  formule  de  Lagrange  montre  que  j  R„  |  est  <^  i  :  n. 
Si  x  est  négatif  mais  qu'on  ait  a;  ^  —  ;•  ^  —  1,  la  formule  de 
Gauçhy  montre  que  R„  est  <^  /•"  :  (l  —  /•).  Donc,  dans  ces 
deux  cas,  R„  peut  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  veut  en 
prenant  n  assez  grand  ;  le  développement  peut  servir  à  calcu- 
ler la  fonction  et  la  série  illimitée  est  convergente. 

VI.  Fonction  f{x)  =  (1  +  .v)'".  Formule  dv  binôme.  —  On  a, 
dans  ce  cas, 

/■'"'(jc)  -  m{m  —  1)  •••  (m  —  /i  +  1)  (1  +  .v)'"-"  ; 

on  obtient  donc  le  développement 

,.         ,„.      .  m(m — 1)    .,       m(m  —  1)  (m — 2)    ., 

(1  -f  x)"\=  1  4-  mx  +     \  .:,       -^    +  -^ f^ ^  '" 

m(m-l)...(m-»+2) 
^  1.2...  (n-1)  '^       ^  ^^"' 
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Par  la  formule  de  Lag'iange,  on  a 

mim —  1)  ...  (m  —  n  -f  1)       ,,        ,    , 

R„  =  — ^^ -rrr-^ ^  a:"(1  +  O.v)'"-" 

1.2...» 

et,  par  celle  de  CaiiciiN , 

m(m— 1)  ...  (m  — /i  +  1)      ,,       ,    ,      ,/l  — OX"-' 

Si  m  est  entier  et  jjositif  et  si  l'on  su])pose  n  ^  m  +  \,  le 
dernier  terme  disparait,  car  le  facteni-  (m  —  ii  -\-  1)  s'annule. 
On  retrouve  ainsi  la  formule  du  binôme  de  Newton  étudiée  en 
algèbre.  Si  m  est  fractionnaire  ou  négatif,  le  dévelopi)ement 
peut  être  poursuivi  aussi  loin  qu'on  veut,  pourvu  que  x  soit 
^ — 1.  Cette  condition  est  effectivement  nécessaire  i)our  que 
la  dérivée  f'"'\x)  soit  tléterminée  dans  l'intervalle  (0,  .v)  (|uand 
n  est  >  m,  de  sorte  que  si  elle  n'était  pas  remplie,  le  dévelop- 
pement ne  sérail  })lus  légitime; 

Quand  la  valeur  absolue  de  .v  est  <^  1,  on  voit,  par  la  for- 
mule de  Lagrange  si  x  >  0,  et  par  celle  de  Cauchy  si  .v  <^  0, 
que  R„  tend  vers  0  avec  le  facteur 

i)i{ni  —  1)  ...  (m  —  n  +  i) 

ÏT277.  (/i  —  1)  •^" 

(piand  n  tend  vers  l'intini.  (le  facteur  tend  elTecliN nnent  vers 
/.(MO,  car,  (juand  on  cliangc  n  en  n    :    1,  il  est   iniilliplié  piii"  la 

quantité 

;?i  —  n  I .        m\ 

^__.v  =  _^l___j.v, 

dont  la  \  aleur  absolue  a  poui"  limite  .v  supposé  <^  1  et 
devient,  par  conséquent,  inférieui-e  à  un  nonilne  positif /c"  I  à 
partir  d'une  valeur  sullisamment  grande  de  /*.  Dés  ce  nu)rn('iil, 
la  \aleur  absolut'  du  faciciir  considiMt'  décroît  plus  lapidf- 
nuMil  (jue  les  puissances  successives  de  A:,  elle  tend  doiu- 
(t  [orliori  vei-s  0. 

79.  Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions 
rationnelles  d'une  variable  complexe.  —  Considérons  une 
foiu'tion  rationnelle 
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P  et  Q  désignant  deux  polynômes  sans  racine  commune.  Si  a 
n'est  pas  racine  de  Q,  la  diiïérence 


/'(-•)- 


/•(«)  +^'  fia)  +  -  +    ^^„_"[j //•'"-"(«) 


est  une  fonction  rationnelle  de  ;  ;  elle  s'annule  ainsi  (jue  ses 
(n  —  1)  premières  dérivées  pour  r-  =  «  ;  donc  elle  admet  z  =  <i 
comme  racine  de  degré  n  (n"  78)  et  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

n  !  ' 

M  désignant  une  -fraction  rationnelle  linie  pour  r-  =  a  (n"  73). 
Il  vient  ainsi 

::5  —  a  (z  —  «)""'  (••  —  a)" 

(6)r(ro=A«)+"^r(«)+---+^(,^_^);r-'H(0+^^^^^M 

et  la  formule  de  Taylor  se  trouve  étendue  au  cas  où  la 
variable  est  complexe. 

De  plus,  pour  ;  =-  a,  on  a  encore  lim  M  =  f^"^(«),  car,  en 
comparant  la  formule  (G)  avec  la  formule  analogue  pour 
l'ordre  n  +  1,  où  M,  sera  l'analogue  de  M,  on  a 

n  -t-  1 

IlEMARguES.  —  l"  Dans  la  formule  (6),  le  dénominateur  de 
la  fraction  M  est  le  même  que  celui  de  f{z),  car  il  n'y  a  pas 
d'autre  terme  fractionnaire  dans  la  formule. 

2"  Si  t'{z)  ou,  plus  généralement,  si  /(r)  :  (z  —  a)"  est  une 
fraction  proi)rement  dite,  M  est  aussi  une  fraction  proprement 
dite.  En  etfet,  divisons  tous  les  termes  de  la  formule  (6)  par 
{z  —  «)"  ;  M  sera  égal  à  une  somme  de  termes  qui  ont  pour 
limite  zéro  et  aura  lui-même  pour  limite  zéro  pour  r-  =  co,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lien  ([ne  si  .M  est  une  fraction  propiement  dite. 

3"  Le  développenienl  de  f{z)  suivant  les  pnissances  de  {z  —  a) 
ne  peut  se  faire  que  par  la  formule  (6)  moyennant  la  condition 
relative  à  M,  car  la  dénu)nstrati()n  faite  au  n"  74  s'applique 
aussi  bien  an  cas  actuel. 

87.  Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
Développement  d'une  fonction  de  fonction.  —  Dans  bien  des 
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cas,  on  se  propose  seulement  de  connaître  la  loi  de  formation 
des  termes  successifs  de  la  formule  de  Taylor  et  l'on  ne  s'in- 
quiète pas  de  l'expression  du  dernier  terme.  Le  théorème  du 
II"  74  qui  établit  l'unicité  du  développement  permet  alors  de  se 
servir  avec  avantage  de  la  méthode  des  colllcients  indéter- 
minés. Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  de  fonction. 

Soit  u  =  fix),  puis  F(")  une  fonction  composée  de  ,v  ;  sup- 
posons connus  les  développements  : 

F(«  +  k)—  V{u)  =  \,k  +  A^/c-  +  •••  +  A„_,/c"-'  +  M/c", 
f(x  i-  h)  —  fix)  =  a,/i  +  aji^  +  •••  +  «"-i  /t"-'  +  m/i"  ; 

nous  allons  en  déduire  celui  de  F(u  +  k)  suivants  les  puis- 
sances de  h  dans  l'hypothèse  où /c  =  f{x  +  h)  —  f{x).  Four 
cela,  remplaçons,  dans  lo  2)remier  développement,  k  par  sa 
valeur  tirée  du  second,  il  vient 

Fl/(x  +  /i)J  -  F[/(.v)J  =  A,(«,/i  +  a,h'  +  •••) 


U  sullit  d'ordonner  par  rap])orl  aux  puissances  de  h  jusqu'à 
la  (;i  —  i)!»"""'  pour  obtenir  le  résultat  demandé.  Le  terme  com- 
plémentaire est  de  la  foinie  M|/i"  où  M,  est  uu  pcjlynonic 
(eu  h,  M  et  m)  (jui  ue  jjréseute  aucun  intérêt  particulier. 

81.  Détermination  des  dérivées  //''■""^.  Dérivée  //'""'  d'une 
fonction  de  fonction.  —  Le  développement  de  /(.v  -r  II)  sui- 
vant h's  puissances  de  h  et  le  calcul  de  f'""{x)  sont  deux  pro- 
blèmes équivalents.  En  efîet,  cette  dérivée  s'obtient  lomme 
coellicieul  de  li"  :  n  !  dans  ce  développenicid. 

(lomme  exemple,  ajjpliquons  le  calcul  ilu  numéro  précédent 
à  la  déteiininalion  de  la  déiivée  tV"""'  d'une  fonction  de  fonc- 
tion. Soit  !"'(»/)  celle  fonction,  u  étant  égal  à  /"(.v).  La  (h'rivée 
l)."b'(//)  s'obtient  donc  en  niultiplont  par  //  !  le  coetlicienl  de  h" 
dans  le  second  membre  de  la  formule  <|ui  termine  le  nurut-tt» 
pr(''('«'Mlent.  (le  coetlicient  peut  si'  mettre  sous  la  foiine 

ï  A,.i^\., 
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en  désignant  par  '^^^  le  coefficient  de  /i"  dans  l'expression 
de  sorte  que 


k\ 


ia,f  (a,)^  (aS 


'■■  a!  3!  7!... 

La  sommation  s'étend  à  toutes  les  décompositions  de  k  en 
une  somme  d'entiers  positifs 

a  +  3  +  V  +  ...  ^.  k, 
satisfaisant,  en  même  temps,  à  la  condition 

a  +  2,3  +  3v  +  ...  =  n. 

La  dérivée  D"  F(u)  s'obtiendra  donc,  en  multipliant  ce  coef- 
ficient par  n  !  et  en  remplaçant  les  quantités  A  et  a  par  leurs 
expressions  sous  forme  de  dérivées  ;  on  trouve  la  formule  de 
Faa  di  Bruno  : 

D.::F(u)  =   ï  F^'(u)Pfc, 

/i'  „       m!      /Du\«/D2u\3 


/c!    "  a!  ;â!...\l!/  \  2! 

Donc  Pj:  est  un  polynôme  en  Du,  D'il,...  de  degré  k  et  de 
poids  II,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  indices  de  dérivation 
est  11  dans  diaque  terme.  On  n'obtient  ce  polynôme  sous 
forme  explicite  que  dans  des  cas  particuliers.  (Voir  les  exer- 
cices qui  suivent.) 

EXERCICES 


1.  Dérivée  n'^-me  tle  [(e"^').  —  Soient  e-v  =  »  ol 

/  11' 

k  =  e-x^  f'  —  e-v  =  e-v(e;i  —  1)  =  f>v  (  /i  +  py  + 

il  faut  chcrtlifr  le  Loe^nicient  ilo  /i"  :  mI  dans 

/■(„  +  k)  -  fin)  =  '-—  k  +  ~^  k-  +  - 

Ooiiime   k  renforiuo  h  en  facteui'  /i"   no  se  trouvera  (juo  dans  les  n 
ju-eniiers  termes.  Le  coeiïicienl  de  /i"  :  n\  dans 

/  in(in  —  1)  \ 

km  =  pni.v  (gh  —  l);)i  =  e'"''^     <?'"''  —  in(Um  —  \)h  -| — — g(m—2)h  —  ...  1 

\  1—  / 
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s'()l)ti('iil    en   (i('\el(4)i)ant  séparément  ces  expoinMilicIlt's.  Il    sera  do  la 
fonno  A„i(""^',  oi'i  A,„  csl  un  coenicioiil  nuinéiii|ue  : 

A,»  =  (;i"  —  in(in  —  1)"  H p.^ {m  —  2)"  —  ••• 

Donc  le  coelTicieiit  do  /i"  :  n  !  dans  f(a  +  k)  —  /"(m)  sora  : 

1  )/!/•(,.. Y)    :-^     1,       j^    (""•V/("I»(m), 

'2.  Dérivoe   n ''■""'  do  ("'v'-,  —  Ou  a 


i  + 


+ 


1  '  1.2 

Ciiei'chanl  lo  cooflloionl  tle  h»  :  n  !,  on  trouve 


+ 1 


]• 


.,              ,1                        n(ii  —  1 
U/iea.v-  =  eax  \  (2.\)"  d"  H j {2.v)'<--a»— 1 

n(n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3) 


3.  Dérivée  n'f'"><'  de  f^'.  —  On  a 

a  II  a 

e^+^  _  e^  =  e^ 


ah 
-.x(x+h)_  , 


^r        ah  /        h\-i       1    fah\-^  f         /A -2 

On   développe   les  puissances  négatives   par  la   l'ormulo  du   ltiu(Uuo. 
Alors,  cliorcliaul  lo  cootliciout  ih^  /i"  :  /i!.  on  trouve 


(-l)H        " 


a"  +  .  {n  —  l).v«"-« 


n(n  — 1)  1 

H j-|^    (71  —  1)  (M  —  2)  .v-«"-2  +  —  J- 


l.  Déri voo  ;i'<'i"<*  dy  /"(.v-).  —  Soil  .V  r^  n  ;  <ui  auia 

nin  —  1  ) 
I)"/"(.v-)  ^  (2.v)"/'(«)(M)  H ,   —  (2.v)"-l  /•«"-'•(M)  +  — 

(iolto  dorivéo  s'olilionl  v\\  ronipla<;aul  dans  ooUo  do  «'"->■■"  (Kxoioico  2)  les 
|>uissaru'os  do  (i  par  les  dérivéï's  sui'cossivos  de  /'(n)  ol  on  y  sup|triniant 
le  faclour  ("'V.  On  lo  juslific  eu  observant  (|uo  l'on  a  (u'  SI) 

n 

|)"/(.v-)        -/•''^•'(m)Pa-. 

I 

(ioUlUlo      Vk    l'-^t     iuili|i(ll(limt     «le     /',     ou      il'     di'toi  luiuo     ou     (•|loisi>-N;iul 

/'(u)  r^  o"'i,  aU(|uol  cas  Vk  scia  lr  coitlicirut  i\i-  ll^-^r^|||. 

.1  I 

.").  |)éri\  oo  M'"""'  i\i-  I  ■ —  Mol  liodc  aiialo-'ui'.  Soit        =r  r*  ;  ou  olitiout 
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la  dérivée  demandée  au  moyen  de  celle  de  e   l-^.  Il  faut  supprimer  dans 

celle-ci  (Kxeri'iee  3)  le  facteur  e  /•>-"  et   remplacer  les  puissances   succes- 
sives de  (I  par  les  dérivées  successives  de  /"(»). 

Ij.  Dérivée  ;|i<*i'i'"  de  /"(Log  x).  —  Soit  u  =  Log'  .y  ;  si  la  lellre  1)  désigne 
des  dérivées  par  lapport  à  jj  et  si  l'on  c<in\ienl  d'elîectuer  les  niullipli- 
cations  algébriquement,  on  a  la  formule  synii)oliqne  : 

D.v^Log-  x)  = — 

En  effet,  on  a  d'abord  (n"  81) 

(1)  D«f(Log.v)  =  SP/t/'C^Hu). 

Faisant,  en  parliculiei,  f{u)  ^=  e"",  ce  qui  ne  change  pas  Pjt, 

(2)  U»  ea  Loy -V  ^  V p y.  akeau. 

Mais  on  a,  d'autre  part, 

(3)  l)"ea  i-og  .V  ^  \)n  xfl  =  a(a  —  l)...(a  —  ;i  -f  1)  x^—n 

eau 

=  a(a-l)...(a-n  +  1)-^' 

Le  second  membre  de  (1)  se  déduit  de  celui  de  (2)  en  sujjprimant  le 
facteur  e«"  et  en  remplaçant  a^  par  I)*'7*(»).  Si,  au  lieu  de  faire  ce  chan- 
gement dans  (2).  on  le  fait  dans  (3).  on  obtient  la  formule  à  démontrer, 

§  2.  Vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées 

82.  Définition.  —  Soit  f{x)  une  fonction  de  variable  réelle 
qui  devient  indéterminée  pour  .v  =  a  ;  on  nomme  vraie  valeur 
de  cette  fonction  pour  a;  =  a  la  limite  vers  laquelle  tend  la  fonc- 
tion quand  .v  tend  vers  a.  On  devra  d'ailleurs  spécifier  dans  la 
définition  si  x  tend  vers  a  d'une  manière  quelconque,  ou  seu- 
lement par  des  valeurs  >  «,  ou  bien  par  des  valeurs  <^  a. 

Ainsi,  par  exemple,  la  vraie  valeur  de  sin  ,v  :  .v  pour  a:  =  0  est  1, 
et  .V  tend  alors  v^ers  0  d'une  manière  quelconque.  La  vraie 
valeur  de  .vLof^.v  [)our  .v  =  0  est  0,  mais  à  condition  que  x 
tende  vers  0  en  restant  positif  (la  fonction  n'existant  plus 
pour  X  né^-Atii). 

La  définition  de  la  vraie  valeur  s'applique  aussi  aux  fonc- 
tions rationnelles  d'une  variable  complexe.  Mais,  sauf  le  cas 
l)articiilier  qui  va  être  indiqué,  nous  supposerons  dans  tout 
ce  qui  suit  que  la  variable  est  réelle. 

83.  Forme       .  —  Cette  forme  se  rencontre  quand  les  deux 
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termes  d'une  fraction  f(x)  :  F(.v)  sont  des  fonctions  continues 
qui  s'annulent  simultanément  pour  .v  =  a.  La  vraie  valeur  se 
détermine  [)ar  l'application  d'une  règle  imi)ortante,  connue 
sous  le  nom  de  /r^/c  de  VlloHpiUil  (*),  et  qui  consiste  à  sub- 
stituer au  rapport  des  fonctions  celui  de  leurs  déiivées.  Mais 
cette  règle  peut  être  présentée  sous  deux  foimes  dilîérentes  ; 
la  première  est  plus  simple,  mais  la  seconde  se  prête  à  des 
extensions  (|ue  ne  permet  pas  la  première. 

Phemièrk  rkolk.  —  Si  les  deux  fonctions  /(.v)  et  F(.v)  s'an- 
nulent an  point  a,  ainsi  <[iw  tontes  leni's  ilériK^ées  successives 
jusqu'à  Vonlre  n  —  l  ;  si,  de  pins,  les  dérivées  d'ordre  n 
existent  an  point  a  mais  n'y  sont  ni  toutes  deux  nulles  ni 
toutes  deux  infinies,  La  vraie  valeur  (finie  ou  infinie)  de 
f{x)  :  F(.v)  au  point  nsera  /"<">(«)  :  F""(a),  c'est-à-dire  que 

..       f{x)  f'^^ja) 

lim  -^— ^ =  -^ — ^ — —• 

La    F(x)         F(")(a) 

Cette  règle  résulte  de  la  formule  de  Taylor  et  s'applique, 
par  suite,  aussi  aux  fonctions  rationnelles  d'une  variable 
complexe. 

Si  l'on  pose  .v  =  a  +  h  et  qu'on  développe  f'{a  -jr  li)  et  F{a  +  li) 
jusqu'à  l'ordre  n,  les  développements  (n'  74)  se  réduisent  à 

fia  +  11)=^    '^M,  F(«  +  /0=^M„ 

où  M  et  Ml  ont  respectivement  jjour  limites  les  dérivées  /"*"*(«) 
et  F<"*(a)  (supposées  existantes)  quand  h  tend  vers  0.  Il  s'ensuit 

,.       fia  4-  h)         ,.        M  f'"\<i) 

;,=o  F(a  +  h)  M,        F(")(a) 

Dans  le  cas  des  variables  réelles,  la  formule  précédente  con- 
serve un  sens,  mèini'  si  les  déiivées  d'ortlre  n  sont  dilTéi'entes  à 
di'oite  et  à  gauche.  I"]lle  demeure  vraie  pour  les  déiivées  adroite 
si  II  est  positif,  et  pour  les  déiivées  à  gauche  si  h  est  négatif. 
Cette  règle  ne  poNlulc  aucune  autre  condition  (jue  celles 
contenues   dans   son    énonce.    Mais   elle   suppose   <i  liai  e\   ne 


(*)  l.o  Manjuis  de  rHospihil,  «iiii  n'ii  d'ailleurs  «Mionré  cclli'  rèf^^jp  quo 
S(jus  forme  ^éumol  iii|iii'  il  dans  le  i;is  le  plus  siinple.  l'avail  etiipruiiN-e 
à  Jean  Ueinuiilli. 


VRAIES  VALEURS  93 


s'étend  pas  au  cas  où  a  =  cx) .  D'autre  part,  si  F<">(rt)  =  0,  elle 
montre  que  la  vraie  valeur  est  infinie,  mais  le  signe  reste 
inconnu.  Enlin  elle  ne  donne  rien  si  les  dérivées  n'existent 
pas  au  point  a. 

Deuxième  règle.  —  Si  f{x)  et  F(.v)  s'annulent  au  point  a, 
la  e/'n/c  valeur  de  f{x)  :  F(x)  au  point  a  sera  la  limite  du 
quotient  f'{x)  :  F'{x)  pour  x  =  a,  pour\'u  que  cette  limite 
(finie  ou  infinie)  soit  déterminée. 

En  particulier,  si  f'{a)  :  ¥'{a)  est  encore  de  la  forme  0  :  0, 
la  {'raie  ^'aleur  de  f{x)  :  V(x)  sera  la  même  que  celle  de  f'{x)  : 
F'(.v)  supposée  déterminée. 

Cette  règle  subsiste  quand  on  considère  seulement  les 
valeurs  de  x  qui  sont  >•  a,  ou  bien  celles  qui  sont  <^  a. 

Cette  seconde  règle  est  plus  utile  que  la  première,  parce 
qu'elle  laisse  libre  le  choix  du  procédé  à  suivre  pour  trouver  la 
limite  du  quotient  des  dérivées  :  suppression  de  facteurs  com- 
muns, emploi  de  la  première  règle,  application  répétée  de  la 
seconde,  etc.  Elle  résulte  immédiatement  de  la  formule  de 
Cauchy  (n"  66),  qui,  f{a)  et  F(o)  étant  nuls,  se  réduit  à 

fia  +  h)    _    f'ia^Hk)      (o<e<i) 


F(a  +  h)         F'{a  +  M) 

et  il  suffît  d'observer  que  B/i  est  une  même  quantité  dans  les 
deux  termes  de  la  fraction,  qu'elle  a  le  signe  de  h  et  qu'elle 
tend  vers  0  avec  lui. 

Mais  cette  règle  est  soumise  aux  mêmes  conditions  que  la 
formule  de  Cauchy  sur  laquelle  elle  s'appuie  :  1"  Les  dérivées 
doivent  être  déterminées  et  Unies  au  voisinage  du  point  a 
(celui-ci  pouvant  faire  exception)  ;  2"  le  ([uotient  f'{x)  :  F'(a') 
ne  prend,  quand  x  tend  vers  a,  qu'un  nombre  limité  de  fois  la 
forme  0  :  0  et,  par  conséquent,  ne  la  prend  plus  à  partir  d'une 
valeur  de  x  sulTisamment  voisine  de  a. 

Si  le  quotient  /"(.v)  :  1'"(a-)  n'avait  pas  de  limite  déterminée 
quand  .x  tend  vers  a,  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  la  frac- 
tion pi'oposée  n'eu  a  pas,  |)arce  que,  dans  la  formule  de  Cauchy, 
Hli  tend  vers  0  suivant  une  loi  inconnue,  et  cc^tte  loi  peut 
être  telle  que  le  second  membre  ait  une  limite. 
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Cas  où  rt  =00.  —  Lors(|iic  roxisteiicp  des  dérivées  et  les 
conditions  précédentes  suiisislent  (piand  a;  augmente  indélini- 
nienl,  la  seconde  règle  reste  ai)i)lical)le  au  cas  où  a  =^  +  c^  et 
au  cas  où  a  =  —  00 .  Ainsi,  dans  le  premier  cas  par  exemple, 
on  a  : 

'■('). 

X 


li,n     '^■*    -  li,„ 


K!) 


On  est  ramené  au  cas  où  a  est   fini.  La  règle  s'appli(|ue  et 
donne 


'•(i)    ,.    ->^) 


lini  — 7-r~^  =  lim , -— -  -=  lim 


^n    ,,/    1\  .v_-  +  0_     1      ,,,/    1    \        .V      ..     r(-V) 


A-   /  A- 

84.  Forme  -^  .  —  La  rèiilc  do  rHosjnidJ  (dctixièinc  rrixlc) 
s'applique  aiissi  à  la  (Ictrt'iniiialion  de  la  K'raic  valeur  des 
fractions  dont  les  deux  termes  croissent  indéfiiiiinetil  en 
valeur  altSfdue  pour  une  valeur  futrtieulière  a  de  x. 

dette  règle,  ((ui  suppose  l'existence  des  dérivées  (sauf  au 
point  a),  reste  toujours  soumise  aux  mêmes  restrictions  : 
1°  elle  conduit  à  un  résultat  détermine'',  Uni  ou  infini  ;  2"  les 
dérivées  des  deux  fonctions  sont  finies  et  ne  s'annulent  pas 
simultanément  dans  le  voisinage  de  x  ^-  a. 

Pour  démontrer  la  règle,  considérons  la  fraction  /(a)  :  1''(a) 
et  donnons-nous  doux  valeurs  a„  et  a,  sunisaiiinient  rap- 
procluM^s  de  a  pour  que  les  deux  dérivées  f'{x)  et  F'(a*)  soient 
dét(M"minées  dans  leur  intervalle  et  n'aient  pas  de  racine's 
communias  (les  d(Mix  valeurs  a,,  et  a  seiont  donc  du  ménie 
côtf"  du  point  a).  Xous  pouvons  ap|)li(|U(M-  la  foiMnulr  de 
Caucliy,  et  il  \  i(Mit  (;  ('tant  interiniMliaire  enti-e  a,,  et  a) 

/•(A)  -/-(A.,)     ^     /(A)  i_/(A„)j/'(A)       ^     fil) 

I'(.V)  -  l'(A„)  1-(A)     *     1  -  F(A„)  :  F(A)  V'il)   ' 

On  tire  de  là 

f{x)    ^    t"{l)        1  -  F(xjj  l'(A) 
l'(A)  ]■'(■)    "   1— /-(A,,)  :  /(A)' 

Sujiposons,  en  premier  lieu,  (pu' /"(a)  :  l"(A)ait.  pour  a  =  a, 
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ime  limite  finie,  A.  Alors  le  second  membre  de  cette  équation 
peut  être  rendu  aussi  a  oisin  que  l'on  veut  de  A,  a  condition 
que  X  soit  suffisamment  voisin  de  a.  En  elïet,  il  se  compose 
du  produit  de  deux  fiactions,  dont  la  première  est  aussi  voi- 
sine que  l'on  veut  de  A  et  la  seconde  aussi  voisine  que  l'on 
veut  de  1.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

D'abord  on  peut  rendre  ;  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  «,  à 
condition  de  prendre  .Vn  et  x  suffisamment  voisins  de  a  ;  alors 
la  première  fraction,  /''(;)  :  F'(;),  est  aussi  voisine  que  l'on 
veut  de  sa  limite  A  et  l'on  peut  faire  en  sorte  que  la  difTé- 
rence  soit  <^  s. 

Ensuite  on  peut,  sans  cesser  de  satisfaire  à  cette  condition, 
laisser  X(,  fixe  et  faire  tendre  .v  vers  a,  alors  les  deux  termes 
de  la  seconde  fraction  tendent  vers  l'unité,  car  fix^)  et  F(Xn) 
sont  fixes  tandis  que  f{x)  et  F{x)  sont  infinis.  Donc  la  seconde 
fraction  est  aussi  voisine  que  l'on  Aeut  de  l'unité. 

Il  resuite  de  là  que  /"(.v)  :  F(.v)  a  pour  limite  A  quand  .v  tend 
vers  a. 

En  second  lieu,  si  le  rapport  des  dérivées  tend  A'ers  l'infini, 
la  formule  ({ue  nous  venons  de  discuter  montre  que  f{x)  :  F(.v) 
est  aussi  grand  que  l'on  veut  avec  /"'(;)  :  F'(;).  La  règle  est 
encore  exacte. 

Remarques.  —  1"  Si  a  =  co,  la  règle  de  l'Hospital  (deuxième 
règle)  reste  applicable  à  la  forme  oo  :  co  dans  les  mêmes  condi- 
tions qu'à  la  forme  0  :  0  et  la  démonstration  est  la  même  (n°83). 

2"  L'application  de  la  règle  do  l'Hospital  à  la  forme  oo  :  oo 
peut  paraître  illusoire,  car  si  une  fonction  f{x)  devient  infinie 
pour  une  valeur  finie  a  de  x,  on  sait  que  sa  dérivée  ne  peut 
pas  conserver  une  valeur  finie  cpiand  .v  fend  vers  a  (n"  64). 
Cependant  cette  règle  est  utile,  parce  ([ue  le  rapport  des  déri- 
vées peut  se  prêter  à  des  transformations  qui  mettent  sa  vraie 
valeur  en  évidence,  tandis  qu'il  n'en  (>st  pas  ainsi  pour  le  rap- 
port des  fonctions. 

85.  Cas  où  la  seconde  règle  est  en  défaut.  —  l^ne  des  con- 
ditions sti[)ulées  peut  venir  à  maïuiuer  et  ra|)pli(ation  incon- 
sidérée de  la  seconde  règle  conduire  à  des  résultats  faux. 
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1"  l^e  rapport  des  fonctions  peut  avoir  une  limite  quand  a: 
tend  vers  a,  sans  que  celui  des  dérivées  en  ait  une.  Tel  est  le 
cas  pour  les  deux  rapi)orts  suivants,  le  premier  de  la  forme 
0  :  0  et  le  second  de  la  forme  oo  :  oo  : 

.    .      1 
.X-  sm  — 

lim  — -. =  0,  lim =  1 . 

;^=o     s\n  X  x^T.         X 

Les  rapports  des  dérivées  ne  tendent  vers  rien,  ce  sont  res- 
pectivement : 

2a;  sin cos  —  . 

X  X  1  —  cos  X 


cos  X  1 

Toutefois,  si  les  conditions  de  la  seconde  règle  n'ont  pas 
lieu,  celles  de  la  première  sont  satisfaites  pour  le  ])remier 
rapport  :  les  dérivées  des  deux  termes  sont  0  et  1  pour  a"  0 
(n"  57)  et  leur  quotient  donne  la  vraie  valeur,  0,  de  la  fraction. 

2"  Uéciproquement,  le  rapport  des  dérivées  peut  avoir  une 
limite  sans  que  celui  des  fonctions  en  ait  une.  Le  cas  est  plus 
rare,  mais  en  voici  un  exemple.  Le  rajjport 

e-'^  (cos  a;  +  2  sin  a;)   _    _^  1  +  2  tg  a 


p--^"  (cos  A  +  sin  a)  1  +  tg  a; 

prend  la  forme  0  :  0  quand  .v  tend  vers  l'infini.  Sa  vraie  valeiii" 
est  indéterminée,  car  (1  -f  2  tg  a)  :  (1  +  tg  .v)  varie  indétini- 
ment  de  +  oa  à  —  oo.  Au  contraire,  le  rapport  des  deux 
dérivées, 

—  5  e~-'^  sin  a;  _  5       .^. 

—  2  p-^  sin  A  ~  T  ^     ' 

a  pour  UmiIIc  0.  La  règle  est  en  défaut,  pai-ce  qwe  les  d»Mix 
dérivées  ont  un  facteur  commun,  sin  a,  (|ui  s'annuh^  un(^  iiili- 
nil(''  (le  fois  riuand  A'  tend  versoo. 

86.  Autres  formes  d'indétermination.  —  Les  autres  formes 
(i'iM(l(>t(M)ninali(»ii  les  |>lus  ini]>()rl;nites  sont  : 

Ou  —  oj ,  0.  cyj      et      d",  ^  ',  I  ^  . 

La  première  se  présente  lors(pie  les  deux  termes  de  la  dilTé- 
rence  /'(a)  —  l'ix)  augmentent  indélinimeut    pour  .v  =  a;   la 
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seconde,  lorsque  des  deux  facteurs  du  produit  f(.\).  \'{x),  l'un 
tend  vers  zéro  et  l'autre  vers  l'iniini.  Ces  deux  formes  se 
ramènent  immédiatement  à  la  forme  0  :  0  ou  à  la  forme  c^  :  co 
par  tie  simples  transformations  algébritpies,  en  écrivant  ces 
expressions  sous  forme  de  fraction.  Dans  le  premier  cas,  on 
pourra  toujours  poser,  })ar  exemple, 

Quant  aux  trois  formes  exponentielles  d'indétermination, 
on  cJierehera  la  vraie  valeur  de  leur  logai-illime,  lequel  sera  de 
l'une  des  formes  déjà  examinées.  On  sera  donc  conduit,  dans 
tous  les  cas,  à  applique!"  la  règle  de  l'Hospital. 

87.  Utilisation  de  la  formule  de  Taylor.  —  Dans  la  plupait 
des  cas  où  l'indétermination  ne  disparait  (]u'ai)rès  un  usage 
répété  de  la  règle  de  l'Hospital,  une  application  judicieuse  de 
la  formule  de  Taylor  conduit  plus  i-apidement  au  résultat  (]ue 
la  règle  en  question.  Ainsi,  quand  la  fonction  .p  {a  +  h)  qui 
devient  indéterminée  pour  Ji  =  0  est  composée  au  moyen  de 
fonctions  développables  par  la  formule  de  Taylor,  en  substi- 
tuant à  ces  fonctions  ou  à  (iuel([ues-unes  d'entre  elles  leur 
développement  suivant  les  puissances  de  h  et  en  supprimant 
les  i)uissances  de  h  (|ui  se  détruisent,  on  fait  disparaître  l'in- 
détermination et  l'oji  obtient  la  vraie  valeur  cherchée. 

Voici  un  exemple.  Si  l'on  remplace  sin  .v  par  son  dévelo})- 
pement 

X'  X' 

^-8T+3! 

et  que  l'on  supprime  le  facteur  commun  x'\  on  trouve 

X  —  sin  x        ,.     /  1          X-  \        1 

lim =  hm  —y ^^  +  •  •  •    =  -77^- 


.V  =  0 


EXERCICES 


].  Forme     -.  —  On  a,  .v  tpiulatil  vers  v.vvn. 


ex  —  gsin  X                                   X  sin  (sin  x)  —  sin-  .x        i 
lim . =1  lim :s =  "iû" 

.v  —  .SI  11  .V  ^X**  lo 
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1 
e  -  (1  +  -v)^       e 


If-X  —  X 

,.      -v  — ts-v 

1 

'ini          ^.î        — 

;^ 

lim 

lim 

.x-  (l 

Ain(\  —X  +  X-) 

1. 


(a  -t-  .v)-v  _  a-v  _  1 
.v-  ~  a 

. .      Lo-  (  l  +  X  +  -V^)  +  Lo-  (  1  -  A-  +  A--) 


x(ex  -  1) 
2.  Forme  x  —  x  .  —  On  a,  a  tendant  vers  0, 


lim  (  -,  -  cot^  xj  =  -3  lim  ^]^(rT3r) 

/  1        col  .x\        1  ,.        'tta- — 1    ,  t: 

Va-         a    y       3  2a-       'a(c-^-<— 1) 

3.  Formez  0  :  x  . 

lim  A  Log:  :^  =  -  -^  "  H.n -V"  e— '  =  0  C  >  0, 


.v=+x 
/  TT  \.  1  /  A  \  TTA  1 

lim  Ig  2a  fotg:  (  ^  +  A  !  =^  lim  log(  2  — -;:|- )  colg--  =  -  — ' 

t.  Formes  exponentielles  (l'in(Iéterminatii)n  : 

n' 

0"      lim  A-v  =  1  1'-      lim  (cos  aA)'"'*^'^'^-^  =  e    '■^*" 

x=+o  .v=o 

1 

/  Tt  \    -V  1 

lim    U^p  —  arc  ty  A      ==  |  1  i m  (t^'  a/k  ^v  --  — 


1  --0  ' 

«"  .     lin.  (1+  Af  -  1  lim  f^-SJl)  -^'^  ,,^ 

x=+oo  ^^0  V   A  ; 

j^  

lim  ( — I>i)^  a)-'^' =  1  lim  (ios  (ix)x'= 


_^ 

lim  (If^  a)"'" -•■»•■  =  1  lim    (   "  are  lf<  a  i' =  e     '^  . 

5.  Disenter  rapplicalion  de  la  rèfjfle  de  l'Hospilal  (denxii'me  refile)  aux 
exemples  suivants,  dans  les(|ncls  F(a),  ilérivi-e  du  dénominateur,  a  une 

inliiiili-  (II-  raiincs  ; 


a- 

y-.   I  i  m    ^. ~~\n  ^-  ^^  ^  ^^  "^  ^ 

.V      r. 


X  —  SI  n  A-        » 


r-n-'«  (I        (,    T   X      (ti  -^  ,(  '^  I) 

.x-"!!  e-*('-  —  sin  A  —  cos  x)  ""  0  ^  '  (t     (a  ^  \) 

A -h  sin  A  CI »s  A  X 

lim  ; — i — -. T~ZÂzrz.='  —  =  indil. 
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U.  La  règ"le  s'applique  au  premier  rapport,  au  second  (seulement  si 
a  '>■  1).  Elle  ne  s'api)lique  pas  au  troisième  (elle  conduirait  cependant 
à  un  résultat  déterminé,  0). 

G.  Montrer  que,  si  les  limites  existent  au  second  membre,  on  a  (Cauchy) 
lim    -^=   Uni    [©(.V  _  1)  —  ç(.v)] 

.V=+X  X=+T. 

lim  o(x)     =   lim    -r^ — 

§  3.  Maximes  et  minimes  (*)  des  fonctions 
d'une  seule  variable 

88.  Définitions.  —  Si  f{x)  atteint  sa  plus  o-rande  valeur 
dans  l'intervalle  (A,  B)  en  un  point  a  de  cet  intervalle,  /"(«) 
s'appelle  le  maxime  (ou  le  maximum)  de  f{.\)  dans  l'inter- 
valle (A,  B).  De  môme,  la  plus  petite  valeur,  f{h),  serait  le 
minime  (ou  le  minimum). 

Si  la  valeur  de  f{x)  est  plus  grande  au  point  a  (ju'en  tout 
autre  point  suffisamment  K'oisin,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  (juel  ((uc 
soit  le  signe  de  h,  sous  la  seule  condition  que  li  ,  soit  sutfi- 
samment  petit, 

fia  +  h)  -  fia)  <  0, 

fia)  s'appelle  un  maxime  (un  maximum)  de  la  fonction,  la 
fonction  est  maximéc  au  point  a  et  a  est  un  maximant  de  la 
fonction. 

Si  fix)  est  plus  petite  au  point  a  (|ii'en  tout  autre  point  suf- 
fisamment voisin,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  quel  que  soit  le  signe 
de  h  et  sous  la  seule  condition  que  |  h  \  soit  sutïisamment  petit, 

fia+  h)-f(a)yO, 

fia)  est  un  minime  (un  minimum)  de  la 
fonction,  celle-ci  est  minimée  au  point  a 
et  a  est  un  uiininjant. 

Géométriquement,  si  l'on  construit  la 
courbe  y  =  fix),  les  maximes  et  mini- 
mes correspondent  aux  points  tels  ({ue 
M  et  M'  de  la  courbe  (fig.  2),  où  l'ordonnée  MP  est  plus  grande 


(*)  On  dit  aussi  Ma.xima  ci  Miniina.  Nous  adoptons  ici  la  Icrminolo^ic 
de  V Encyclopédie  des  Sciences  inalhéniali(iucs. 
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et  rordoiuiéo  M'O  plus  petite  que  les  ordonnées  sufTisammcnt 
voisines. 

Il  importe  de  remarquer  que,  suivant  ces  définitions,  un 
maxime  ou  un  minime  n'est  pas  nécessairement  la  plus  «grande 
ou  la  plus  petite  valeur  de  la  lonilion  dans  tout  l'intervalle  où 
X  varie,  mais  seulement  une  \A\\s  jurande  ou  une  plus  petite 
valeur  dans  un  intervalle  snlllsamment  i)elit,  <piel(pu'  réduit 
qu'il  faille  le  supposer.  Hien  n'empêche  tlonc  (pi'une  fonction 
ait  plusieurs  maximes  et  plusieurs  minimes  dans  un  inter- 
valle donné. 

On  conjugue  les  verbes  niaximer  et  minîmcr.  On  dit  cxtré- 
mer  pour  l'un  et  pour  l'autre.  Une  fonction  est  extrémée  si 
elle  est  maximée  ou  miniraée.  Un  maxime  ou  un  minime  est 
un  cxtrcnic  (ou  un  exlreniuni),  etc. 

89.  Théorème.  —  Les  seuls  j>oints  où  f'{x)  puisse  être  extré- 
mée sont  ceux  <n)  sci  dérh'ée  s'annule  ou  cesse  (rexister. 

C'est  une  consécpience  immédiate  des  remar(|U('s  du  n  (50. 
Si  sa  dérivée  existe  et  n'est  pas  nulle,  la  loiiclion  /'(.v)  est 
croissante  ou  décroissante  au  i)oint  .v  et  accpiiert  au  voisinage 
de  ce  point  des  valeurs  })lus  i)etites  qu'en  ce  point  :  elle  ne 
peut  donc  y  être  extrémée. 

On  remarquera  (|ue  les  points  où  /"(a)  s'annule  soni  ceux  où 
la  tangente  à  la  courbe  y  =  f{x)  est  parallèle  à  l'axe  des  a", 
comme  on  l'a  repi'ésenté  dans  la  ligure  2. 

Supposons  maintenant  (pi'il  s'agisse  de  lrouv(>r  U's  cxtré- 
«nités  d'une  fonction  l'(x)  dans  un  inlervalle  ou  sa  dérivée 
première  existe.  Les  seules  valeurs  de  x  capables  d'extrémer 
la  fonction  seront  les  racines  de  l'écpialion  /'(.v)  =  0.  Soit  a 
l'une  d'elles.  Nous  aurons  par  la  formule  de  Taylor  (n"  74) 
arrêtée  au  lernie  du  second  oidre 

/•((/     ;     ll)  —  l((l)  [    M. 

Supposons  (pi(>  f"'(ii)  cxislc  cl  soil  dilTéi-cnl  de  0.  Alors  en 
vcrlu  (lu  lli(''oièni(^  du  n  7  1,  M  Icnd  vers /'"(a)  (piand  h  tend 
veis  0.  \\ouc  M  a  le  signe  de  l"(<i)  i>ourvu   <|ue  |  Il  \  soil  sulli- 
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samment  petit,  même  si  ["(a)  est  infini,  et  f{a  -f  /i)  —  f{a)  est 
du  signe  de  f'{a)  ;  il  y  aura  : 

maxime  si  f"{a)  <<  0,         minime  si  f"{a)  >  0. 

Plus  généralement,  supposons  que  la  dérivée  d'ordre  n 
existe  au  point  a  et  soit  la  première  qui  ne  s'annule  pas  en  ce 
point.  Développons  [{a  -i-  h)  —  f{a)  par  la  formule  de  Taylor 
jusqu'à  l'ordre  n  (n"  74).  Tous  les  termes  sont  nuls  sauf  le  der- 
nier, et  il  reste 

/i" 
n 


fia  -  h)-f{a)=^—^M, 


où  M  tend  vers  f^"'(rt)  quand  h  tend  vers  0,  et,  par  suite,  a  le 
signe  de  cette  dérivée  pour  |  h  |  suffisamment  petit,  même  si 
cette  dérivée  est  infinie.  Alors  f{a  +  h)  —  f{a)  a  le  signe  de 
]i"  /■*")(«),  signe  variable  avec  celui  de  h  si  n  est  impair  (pas 
d'extrémé),  invariable  et  le  même  que  celui  de  /'^"'(«)  si  n  est 
pair  (minime  ou  maxime  selon  que  ce  signe  est  +  ou  — ).  De 
là,  la  règle  suivante  : 

90.  Première  règle.  —  Poiii-  trouver  les  extrêmes  d'une 
fonction  continue  f{x)  dans  un  intervalle  où  sa  dérivée  existe 
et  est  finie,  on  cherche  les  racines  de  cette  dérivée.  Soit  a 
Vune  d'elles.  On  substitue  cette  racine  dans  les  dérivées  suc- 
cessives de  f{x),  supposées  existantes  au  point  a,  jusqu'à  ce 
([ue  l'on  en  trouve  une  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a.  Si 
cette  dérivée  est  d'ordre  impair,  il  n'y  a  pas  d'extrémé  ;  si 
elle  est  d'ordre  pair,  il  y  a  maxime  si  elle  est  négative,  et 
minime  si  elle  est  positive. 

Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  calculer  les  dérivées 
seconde,  troisième,  etc..  de  f(x)  pour  décider  s'il  y  a  maxime 
ou  minime.  D'autre  part,  la  règle  précédente  ne  s'applique  pas 
aux  points  où  la  dérivée  cesse  d'exister.  Voici  une  autre  règle, 
dont  l'emploi  s'impose  pour  la  discussion  des  cas  où  la  dérivée 
première  est  discontinue  pour  x  =  a. 

91.  Deuxième  règle.  —  Soit  f{x)  une  fonction  ayant  une 
dérivée  déterminée  f'(x)  dans  le  voisinage  du  point  a  (le  point 
a  lui-même  pouvant  faire  exception).  Supposons  que  f'{x)  ait, 
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dans  le  KU)isiiiai>c  du  i><>iiit  (t,  un  si^^iw  luiUinc  jkhw  x  <^  (i,  et 
un  signe  iini<[ue  [tour  x  >  (i.  Faisons  passer  x  par  la  valeur  a 
en  ei'(ussant  ;  il  y  aura  :  1  niininié  an  [unnl  a  si  f'{x)  jxisse  du 
négatif  au  positif;  2"  maxime  si  \"{x)  passe  du  positif  au  néga- 
tif; :i"  ni  maxime  ni  minime  si  f'{x)  ne  change  i>as  de  signe. 
Vaï  elTel,  f{x)  est  croissaiilc  on  (K'-croissanto  selon  le  sifjiie 
de  f'{x).  Dans  le  pieniier  las,  f{x)  diniinne  jns(|n'à  ee  (jue  .v 
ail  atteint  la  valeni-  a  poni*  anginenler  ensuite  ;  dans  le  second, 
f{x)  augmente,  tant  ([ue  .v  est  <^  a,  poui-  décroître  ensuite  ; 
enfin,  dans  le  troisième,  /"(.v)  continue  à  croîtie  ou  bien  con- 
tinue à  décroitie  a|)rès  que  .v  a  passr  par  la  valeur  a. 

|{i:.MAuyi  E.  —  Eu  principe,  la  première  règle  est  plus  simple 
que  la  si^conde,  car  elle  n'exige  (pu>  le  calcul  de  valeurs 
l)artieulières  de  certaines  fonctions,  tandis  (pu;  la  seconde 
demande  l'étude  de  la  manière  dont  vaiie  une  fonction, 
dépendant,  eu  iJiatiijue,  on  rencontre  le  plus  souNcnt  des 
fonctions  bien  connues  dont  le  mode  de  variation  est  familier. 
Aussi,  dans  bien  des  cas  où  la  première  règle  est  applicable, 
la  seconde  est  encore  plus  expéditive. 

92.  Maximes  et  minimes  correspondant  aux  points  de  dis- 
continuité de  la  dérivée.  —  Si  /'(.v)  est  discoulinne  pour  .v  =  f/, 
il  peut  y  a\(»ir  (■xlr('"in(''  de  la  toni-ticHi.  (l'est  ce  (|ni  a  lieu  dans 
les  deux  cas  suivants  :  I  Lu  dérivée  /'(.v)  change  de  signe  eu 
passant  par  l'iiilini  (piaud  .v  passe  par  la  \aleui'  {i  ;  par 
exemple,  /'(.v)  |)asse  du  positif  au  U(''ga- 
lif  ;  la  couibe  y  ^  /"(.v)  alTecle,  dans  le 
voisinage  de  .v  =  a,  l'alliire  de  la  courbe 
A|{  dans  le  voisinage  du  point  M  (lig.  ^). 
Le  point  M  s'appelle  un  point  de  rehrous- 
semenl  cl  l'ordonni'e  Ml'  est  maximée. 
2"  La  (b'rivée  saule  bruscjuement  d'une 
\alenr  à  une  autre  valeui' de  signe  con- 
liaiic,  par  exemple  (riiiie  valeur  négative  à  une;  valeur  posi- 
ti\«'  ;  la  courbe  \-  -  /(.v)  alTecle  alors,  dans  le  voisinage  de 
.V  =  a,  l'alliiie  (|r  la  c(uirl)r  AH  au  point  M'  (li;;.  .{).  |-]n  ce 
lK)iul  la  tan^^euli"    passe  l)iiis(|ueuu'nt   d'une    inclinaison  à  une 


Ki^-.  .{ 
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autre,  de  sorte  qu'en  réalité  deux  courbes  viennent  se  réunir 
en  M'  sous  des  inclinaisons  ditrérentes.  Le  point  M'  est  un 
point  saillant  et  l'ordonnée  M'Q  est  niinimée. 

EXERCICES 

1.  Maximes  et  miniinca  d'an  ])olynoiuc.  Soit  le  polyaoïno 

/•(.v)-=  A„.v"'  + A,.v'H-i  +  ••• 

Ou  trouve  ses  extrémités  on  étuclianl  les  changements  de  signes  de  sa 
dérivée  (règle  II).  Soient  «,,  «.,,...  les  racines  réelles  Je  degré  iinpuif  de 
f(.\)  rangées  par  ordre  de  grandeur  décroissante.  On  aui'a 

/•'(.v)=  J»iA„.\-'"-'  +  ••■  =  A„(-v  — a)i^'  (.V—  a.,)^-  •••  'f(.v)  ; 

les  lettres  À  désigneront  des  entiers  impairs  et  (p(.v)  sera  nul  ou  positif. 
Supposons  Aq  >"  0  ;  pour  .v  =^  -+-  x  ,  /"'(.v)  est  égal  à  +  x  ,  ensuite  /"'(.v) 
change  de  signe  chaque  fois  que  .v  passe  en  décroissant  par  une  des 
valeurs  a^,  o.,...  Donc  f'(a^)  est  un  minime,  f(a2)  un.  maxime,  et  ainsi 
de  suite  alternativement.  Si  A,,  était  négatif,  l'ordre  serait  inverse. 

2.  Maximes  et  minimes  d'une  fraction  rationnelle.  Soit  /"(.v)  =  P  :  Q.  Il 
faut  étudier  les  changements  de  sig'ues  de  la  dérivée  (P'Q  —  P(J')  :  (J'^  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  ceux  du  polynôme  P'Q  —  PQ'.  On  opère  donc 
comme  dans  Texercice  (1).  Les  racines  réelles  d'ordre  impair  de  ce 
polynôme  rangées  par  ordre  de  grandeur  décroissante  donneront  alter- 
nativement :  1°  des  minimes  et  des  maximes  si  ce  polynôme  a  son  pre- 
mier terme  affecté  d'un  coeffleient  positif  ;  2"  des  maximes  et  des  mini- 
mes si  ce  coelTicient  est  négatif.  Une  racine  de  degré  pair  de  Q  est  une 
racine  de  degré  impair  de  P'Q  —  PQ'  et  elle  rend  /'(.v)  infinie  positive  ou 
infinie  négative,  mais  il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  considérer,  par 
extension,  une  valeur  semblable  comme  un  maxime  ou  comme  un 
minime  de  la  fonction. 

3.  ^lontrer  que  la  fonction  (4  cos  .v  -|-  cos  2.v)  est  maxiinée  ou  minimée 
en  même  temps  que  cos  .v. 

R.  On  a  f'(x)  =  —  4  sin  a-  (1  +  cos  x).  Les  chang-ements  de  signes  de 
f'(x)  sont  les  mêmes  que  ceux  de  —  sin  .v  =  D  cos  .v. 

4.  Avec  trois  côtés  égaux  former  un  trapèze  d'aire  maximée. 

R.  Soit  'f  l'angle  à  la  base  du  trapèze.  Il  faut  maximer  sin  «p  (1  —  cos  'f), 
d'où  'f  =  (3(>'.  Le  trapèze  est  formé  i)ar  trois  côtés  et  la  diagonale  d'un 
hexagone  inscrit. 

5.  Trouver  sur  une  droite  donnée  ()\  un  point  P  tel  (jue  la  somme  de 
ses  distances  à  deux  points  donnés  A  et  H  soit  minimée. 

H.  Les  deux  droites  AP  et  BP  doivent  èti-e  également  inclinées  sur  OX. 

6.  FUant  donné  un  cône  droit,  on  demande  de  le  couper,  parallèlement 
à  la  génératrice,  par  un  plan  tel  <[ue  le  segment  paraboliciue  résultant 
soit  le  plus  grand  possible. 
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R.  Soioiil  a  le  rayon  d  >  la  haso  «lu  côiio,  .v  la  poilion  do  ce  i-ayim  cnlro 
la  ^énéralfice  el  lo  plan  si'-canl.  On  trouve  .v  ^  «  :  2. 

7.  Dans  nnlevici'  du  set-ond  yenre.  pesant  el  lioinoi^inc.  (|n<'l  doit  ètie 
le  hras  de  levier  .v  i\c  la  puissance  (J,  pour  (pie  celle-ci  soi!  iiiininn'e,  le 
moment  M  de  la  résistance  étant  donné  ? 

K.  Soit  ff  le  poids  de  l'unité  de  jonnurur  <lii  levier.  On  trouve 
^.•.v^  =  2M,U=,'2M^. 

X.  Dans  quel  systèuu»  de  loi^arillimes  ])eul-il  exislei-  un  nomltre  t'i-al  à 
son  lo^aritlinn»  ? 

H.  Soit  tt  le  l)::se  du  sysléme.  Il  faut  (pie  .v —  lo^"  .v  puisse  s'annulei" 
et,  pour  cela,  que  son  mininu-  soit  ni-f^-alit'.  (le  miuimi'  a  lieu  |)oiu' 
.v  =  Logrt  e.  La  condition  que  le  minimt'soil  nc't'ati  I donne 

I 
(I  "'<■'■   -^  I.  Il  1(11)7... 

§  4.  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle 
en  fractions  simples 

93.  Objet  de  cette  décomposition.  —  On  appt'llc  fnicHin) 
simidc  une  irat-lioii  doiil  le  iiiiinrraleiir  csl  une  cDiislaiile,  cl 
le  déiiominaleur  une  [)iiis.saiice  entière  cl  positive  de  (;  —  «)• 
Nous  allons  montrer,  en  nous  servant  du  (h'veloppement 
d'une  l'raelion  i-ationnellc  pat'  la  formule  de  Taylor,  (pie  toute 
fraction  ratioinu'llc  peut  se  déeom|)osei'  en  une  soinine  ili' 
fractions  sim[)les  avec  addition  éventuelle  d'un  pi)l>  iionie 
entier.  Nous  verrons,  dans  le  eaiciil  intégral,  l'impoitance  de 
cette  déeomj)()silion. 

94.  Formule  de  décomposition.  —  Soit  à  déconiposer  la 
fraction  rationnelle 

Si  ce  n'était  pas  une  l'iaetitni  propreineiit  dite,  en  ell'eetnanl 
la  division,  on  la  décomposerait  en  un  pol\  nome  entier  el  une 
fraction  proprcMiient  dite.  Nous  admettrons  (pie  cette  op<»ration 
ait  ('\c  faite  et  (pic  /(:•)  soit  de  défilé  moindre  (pie  !•'(:•). 

Soient  (i,  h,...  l  les  racines  réelles  ou  complexes  de  V{z)  ; 
a,  ^i,...  •'  leurs  de^r('>s  de  midtiplicité  respectifs.  On  a 

\\Z.)         (3-fO«l',('') 
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F,(-.)  ayant  loiites  les  mêmes  racines  que  F(r.)  sauf  la  racine  a. 
La  fraction  f{z)  :  F,(r.),  n'étant  plus  inliuie  poui-  r-  =  a,  peut 
se  développer  par  la  formule  de  Taylor  (n"  79)  sous  la  forme 

(1)  ~l)  ==  -V,  +  A,(r— «)+  ...  +  A,_,(:.-«)'-'-'  -f  M.(:.  -  r/)^ 
d'où,  en  divisant  par  (z  - —  rt)^, 

(2)  /M  = ^o__      A^ A,^ 

^  ^        F{z)       (r.  —  a)^  ^    {z  —  «)«-i  ^        ^  z  —  ci  '' 

Le  dernier  terme  Mj  est,  comme  on  le  sait  (u"  79),  une  frac- 
tion proprement  dite  ayant  pour  dénominateur  F,(;î).  Les 
termes  précédents  sont  des  fractions  simples.  On  est  ainsi 
ramené  à  décomposer  la  fraction 

M  -  j:^. 

Pour  cela,  on  recommence  la  même  opération.  On  pose 
F,{z)  =  iz-h)'h\{z), 

de  sorte  que  F.,(*.)  admet  les  mêmes  racines  que  F(r)  sauf  les 
deux  racines  a  et  />.  En  développant  f\  :  F,  suivant  les  puis- 
sances de  {z  —  h)  et  en  tlivisaiit  par  (r-  —  h)r',  il  vient 

M  =  m  ^  ._A »L__  + ... ..  it'  .  M 

et  on  est  amené  à  décomposer  la  fraction  rationnelle  M.,,  ({ui  a 
pour  dénominateur  Fj(r.). 

On  continue  ainsi  de  suite  de  manière  à  épuiser  toutes  les 
racines  de  F{z).  Quand  on  arrive  à  la  dernière,  il  n'y  a  plus 
qu'à  décomposer  une  fraction  proprement  dite  de  la  forme 

et  l'opération  s'arrête,  car,  après  avoir  développé  le  polynôme 
'f{z)  de  dej^ié  <^  "a  suivant  les  puissances  de  r-  —  l,  on  trouve 

L, 


sans  nouveau  terme  complémentaire. 
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Siil).slituoMs  maiiilciiaMl,  de  iji-oclie  en  proclio,  dans  l'équa- 
lioii  (l)  les  développements  de  M,,  AL,...  M,  nous  trouverons 
la  formule  de  décomijosition  de  f(z)  :  V{z)  en  fractions  simples  : 

/■(^•)               A,.                    A,       ,   ,  Aa-, 

—  +  7 -7:^^  -r   •  •  •  -f 


F(r.)       (3  — rt)«      (3  — a)«-i  z  —  a 

B.,  B, 


95.  Unicité  du  développement.  Valeurs  des  coeflEicients.  — 
Le  développement  <jue  nous  venons  d'écrire  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière,  et  ses  coelTicients  peuvent  se  déter- 
minei'  sous  foinie  de  déiivées.  l'onr  le  monticr,  (h'Iinissonr;  la 
fonction  \{z)  comme  il  suit  : 

Mz)  =  iz-a)-^^, 

et  multiplions  la  foinuile  de  décomposition  [)ar  (;•  —  (i)^ '■>  tîlie 
piend  la  forme 

\{z)  -  A„  +  \,{z.  —  a)  +  -  +  Aa-,(;  — n)«^'  -i-  M(:.-rO^ 
M  fçardant  une  valeur  tinie  pour  :•       a.  Donc  les  coelliciiMils 
sont  l'cux  dr  la  formnle  de  Tax  lor  et  nous  avons 

X,  -   .\((t),     A,  -       —   ,      A„-      ^^-j-,    ...  Aa    ,   -    — -— -j^. 
De  mrmc,  en  po^anl  \Mz)  ==  {z  —  h)'''  ,  nous  avons 

"~     ^   ^'        '         I  !   '         -        Tr'  "■     .i-'  ~  (|i—  I)!' 
et  ainsi  de  suite. 

(les  formules  pciiNenI  si-rx  ii-  à  la  dt-tiMininalion  pralicpu' 
des  c(»cllicieMls.  On  ]k'iiI  cniployci'  aussi  d'iiutics  inctiiodcs 
(pu'  nous  allons  indicpuM'. 

93.  Autres  méthodes  pour  calculer  les  coeflBcients.  — 
1"  MrlhoiU'  (les  f<ii'lJiciciits  iiidrlcnniiirs.  ()n  pose  n  priofi  la 
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formule  de  décomposition,  dont  la  forme  est  connue,  en  lais- 
sant les  numérateurs  indéterminés.  On  chasse  les  dénomi- 
nateurs en  multipliant  les  deux  membres  j)ar  F(;).  En  égalant 
les  coelïicients  des  mêmes  puissances  de  -•,  on  forme  un  système 
d'équations  linéaires  qui  détermine  les  coefïicients  inconnus. 
2"  Méthodes  de  dérivations  sueeessives.  Soit,  par  exemple, 
à  déterminer  les  coetficients  A.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (1) 
du  n"  94  par  F,(r),  qui  est  égal  à  F(r)  :  (;  —  a)^,  il  vient 

/•(r.)-l\(-)lA„  +  A, (;.-«)  +  •••  + A«_i(r.-«)«-'J=(r.-«)"M,F,(r.), 

d'où  l'on  conclut  que  le  polynôme  du  premier  membre  admet 
la  racine  a  au  degré  a.  Donc  il  s'annule  pour  z  =  a  ainsi  que 
ses  (a —  1)  premières  dérivées.  En  le  dérivant  (a —  1)  fois  et 
en  exprimant  que  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  obtient 
successivement 

fia)  -  F,(rt)A,  ==  0, 
/■'(«) -F',(«)A„-F,(«)A.  =0, 
f"{a)  -  F/'(«)A„  -  2V\{a)A,  -  2l\  («)A,  =  0, 

et  ainsi  de  suite,  (l'est  un  système  d'équations  récurrentes  qui 
déterminent  de  proche  en  proche  A^,  Aj,  A.,,... 

3"  On  peut  arriver  autrement  au  même  système  d'équations. 
On  remplace  r-  par  a  +  h  dans  le  polynôme  que  l'on  vient  de 
dériver  successivement,  ce  qui  donne 

f(a  -T  h)  —  F,(«  +  h)  [A„  +  A,/i  +  ...  -f  A,_,/i-''-'J  ; 

puis  on  ordonne  suiva.'it  les  puissances  de  /i  jusque  /r^~'.  En 
exprimant  alors  que  les  coelïicients  de  toutes  ces  puissances 
sont  nuls,  on  retrouve  le  système  d'équations  qui  précède.  Ce 
sont  ces  derniers  calculs  (jui  seront  ordinairement  les  i)lus 
rapides.  Ils  reviennent  à  elîectuei  la  division  de  f{a  +  h)  par 
F,(«  +  h)  en  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  h. 

97.  Cas  des  racines  simples.  Formule  de  Lagrange.  — 
Lorsque  toutes  les  racines  de  F(-.)  sont  simples,  le  développe- 
ment en  fractions  simples  se  réduit  à 

fiz)  A  B  L 

'A_L    =: 1 L      ...     -I 

F(r.)        z  —  a^z—h^        ^z  —  l 


108  CHAPITRE  II.   FORMULE  DE  TAYLOR.   APPLICATIONS 

Les  coolIicicMls  A,  H...,  se  déterminent  alors  par  les  lonniiles 
(;._„)/•(:■)        lin)  f{h) 

que   l'on    liouve    par    la    vbys\o-  de  l'ilospilal.    La    l'oiiiinle   de 
décomposition  est  donc  la  suivante  : 

l<(r.)    "   !•'(«)  z  —  a        P(/>)  :•  — /> 
La  formule  de  Laji^range  n'est  cpi'une  ti-ansloiination  de  la 
précédente.  On  fait  les  substitutions  : 

F(r.)  =--  {z.-u)(z.-h)--{z.-l), 
V\a)  =  (r/— /j)  («  —  (•)  •••(a  — /), 
P(/0=  (/)  — o)  (/>— c)  •••(/>  —  /), 


et  l'on  multiplie  par  V{z)  ;  il  vient 

.V  .        /v    A'--h){z.-c)-{z.-l) 

+  ^^''N/,-.)(/>-r). ..(/>- /)"'••■ 

Celle  foininle  s'a[)pelle  la  l'oi'imiU'  (rinlcvi)ol(itioii  de 
La^ran^c.  On  s'en  sert  pour  construire  la  fonction  /(:•)  entière 
el  de  de^'ré  <^ /M|ui  pri'nd  n  \alenrs  données  /"(o),  f(h),... 
pour  /(  valeui's  données  (i,  /;,...  /  de  :•. 


GHAPITP»!-:    III 
Fonctions  explicites  de  plusieurs  variables 


§  1.  Dérivées  partielles  et  différentielles  partielles 
ou  totales  des  fonctions  de  deux  variables 

98.  Dérivées  et  différentielles  partielles.  —  Soit  ii  ^  f{.\,  y) 
une  fonction  continue  et  univoque  de  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  Si  l'on  attribue  à  y  une  valeur  constante  et 
qu'on  fasse  varier  .v,  ii  devient  une  fonction  continue  de  x  seul. 
Si  elle  admet  une  dérivée,  celle-ci  se  nomme  la  dérivée  par- 
tielle de  II  par  rapport  à  x.  Cette  dérivée  partielle  est  ainsi, 
par  définition,  la  limite  du  rapport 

f{x  +  A.v,  y)  —  fjx,  y) 
Ix 

quand  la  différence  Ix  tend  vers  0.  On  la  représente  par  l'une 
ou  l'autre  des  notations  suivantes  : 

f,.(.v,v);       D,A-v,y)      ou       \Kn,      ^^%^    ou     ^. 

De  même,  en  regardant  .v  comme  constant  et  y  comme 
variable,  on  forme  le  rapi)ort 

f(x,  y  +  A  y)  —  /(.y,  y) 

Si  celui-ci  tend  vers  une  limite  cpiand  ly  tend  vers  zéro, 
cette  limite  est  la  déris'ée  partielle  de  ii  par  rapport  à  y  et  se 
représente  par  les  symJjoles,  ajialogues  aux  préci'denles  : 

^/X-v,  y) 


/y.v,y),       l),/(ii,y). 


^y 
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Il  laul  observer  que  les  expressions  syinl)oli(|ues  telles  que 

-^ — , — ^forment  un  tout  iudéconiposable  et  ne  sont  j)as  des 

quotients  de  dilTérenlielles. 

Les  dijfércnticllcH  parlicLics  dxU,  dyii  sonl,  par  tlélinition, 
les  produits  : 

r/.vf/  =  ^  Ax,  dyii  =  ^  A^^-, 

c'x  cy 

dos  dérivées  partielles  en  x  et  en  y  \r,w  les  dilTércnces  arbi- 
traires Ax  et  A^'  des  variables  corres[)ondanle.s. 

99.  Différentielle  totale.  —  lue  foiulioii  //  d'une  seule 
xaiinhle  X  csl  di/]'crenii(t hic  (n'  .M)  si  son  accroissement  A» 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

\a  =  A  Ax  +  c  Ax, 

on  A  esl  indépendant  de  Ax  et  s  inlinimeiit  petit  avei-  Ax, 
auquel  cas  sa  difj'i'vcuticHc,  du,  est  la  partie,  A  Ax,  de  Aj/  ipii 
est  simpleiiKMil  piopoilionnelle  à  Ax.  (les  di-liiiitioiis  s'i-lciideiit 
tout  iialurellenient  aux  fonctions  de  plusieui's  variables. 

Considérons  une  fonction  u  =  /"(.v,  y)  de  deux  variables  (pii 
reçoivent  res|)ectiveinent  les  accroissements  A.v  et  A^',  et 
posons,  pour  abréger  l'écriture, 

p  =  I  yv  I  +  I  Ay  !. 

La  fnnclion  n  esl  diffcrcnl'uihlc  (tu  fioiut  x,  y  si  clic  est 
hicn  dcicrinincc  aux  cu\'ii<>ns  de  ce  iminl  cl  si  son  (iccroissc- 
itictil  A/;  /)(•/;/  se  dcc()nii)(>sci'  en  deux  ixwlics  cntimic  il  suit  : 

(I)  \n  -  (A  Ax  +  \i\Y)  +  -cz 

A,  15  ("7^////  indcin'iiddiils  de  Ax  c/  \y,  cl  z  inlinimenl  iiclil 
avec  V. 

Il  est  clair  d'ailleurs  cpi'il  est  iiidillV'rnil  d'écrire  ep  on 

c'Ax  ^   i"\y, 

poiir\u  (pie  î'  et  i"  t<Mideiit  veis  0  cpiand  Ax  cl  ly  tciub-iit 
\('rs  0  <i'une  manière  fpielconcpie.  Vax  ellel,  Ax  et  A\-  sont 
tous  deux  x^  z. 


DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES  ET  TOTALES   111 

Quand  II  est  dilïéreutiable,  la  partie  de  \ii  (jui  est  linéaire 
en  A.v  et  \y  s'appelle  la  diffcrenticlle  totale  de  n  et  se  repré- 
sente par  du.  On  a  donc,  par  définition, 

dn  -  A  A.v  +  13  A^-. 

Théorème.  —  La  différentielle  totale  d'une  fonction  diffé- 
rentiahle  de  deux  variaJdes  est  la  somme  de  ses  deux  diffé- 
rentielles partielles. 

En  effet,  posant  A;\-  =  0  dans  (1),  puis  faisant  tendre  A.v 
vers  0,  on  en  conclut 

,.  Aït  ^«4  ,  .  ^"  T, 

lim-7 —  =  ^ —  =  A  ;         de  même,        x—  =  B. 
A.v      ^.v  ^y 

Par  conséqnent, 

(2)  du  =  ^—A.v  -t-  ^—  A^v  =  f/.vU  -r  a,-"- 

c.v  ^y 

Ceci  montre  qne  les  dérivées  partielles  de  u  .'iont  finies  et 
déterminées  en  tout  point  où  u  est  différentialilc,  mais  la 
réciproque  n'est  pas  tonjours  vraie. 

Si  l'on  fait  u  =  .v,  ou  u  =  y,  dans  (2),  il  vient 
dx  =  A.v,         dy  =  ly, 
et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  (2),  il  vient 

(.3)  du=—dx+  —  dy.. 

On  a  donc,  en  particulier, 

"v"  =  ^-  dx,  dyU  =  ^r-  dy. 

D.v  ■^  ^y    " 

La  comparaison  des  équations (2)  et  (3)  appelle  une  remai(|ue 
analofi^ue  à  celle  qui  a  été  faite  dans  le  cas  des  fonctions  d'une 
.seule  variable  (n"  51).  L'é(iuation  (3)  est,  comme  nous  le  ver- 
rons, plus  gfénérale  que  (2).  Celle-ci  suppose  les  variables  .v  et 
y  indépendantes,  tandis  c|ue  l'équation  (3)  n'est  pas  soumise 
à  cette  restriction. 

11  est  essentiel  de  remarciner  (pie,  la  f(niction  u  étant  ditîé- 
rentiable  au  point  (.v,y),  l'expression  (1)  de  l'accrois.semenl  Am 
])rend  maintenant  la  forme 

(1)  Au  =  --Aa;+  --  \y  +  zz  =  du  +  £o. 

l>x  liy  '  ' 
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Los  cHiuations  (1)  ou  (1)  mettent  d'ailleurs  en  évidence  que 
\n  tend  vers  0  avec  p  (donc  avec  A.v  et  A^')  ;  d'où  la  i)roposi- 
lion  iniporlanle  :  lue  fonvlion  est  continui'  en  tout  point  où 
clic  est  (lilJ'i'i'cnt'Kthlc. 

100.  Théorème.  —  l'nc  fonction  ne  peut  cesser  d'être 
diffcreniiahlc  ([ue  si  ses  r/c'/'/ccc.s  ixirtielles  cessent  (Tèti-e 
continues. 

Sous  une  forme  plus  })récise  : 

Lu  fonction  u  =  f{x,  y)  scru  dijférentiulite  un  point  .M(.v,,^'), 
si  /'v  est  finie  et  déterminée  un  point  M,  /",.  détcî'minée  duns 
les  en^'irons  du  point  et,  de  plus,  continue  au  point  M  (ou 
vice-vers(i). 

I)écomi)osons  la  dilTérence  A/' en  une  soninie  de  deux  antres 

di  né  renées  : 

i 

|/(.v  -i    Ix,  y  ^    \v)  —  /(.v.  y  -j-  Ay)|  -t  |/(a-,  y  ■  Ay)  —  f(x,  y)\ 

Dési/^nons  i)ar  î',  ;"  des  (pianliU's  (jui  IcndenI  \cis<>;ivcc 
les  A.  Nous  avons  d'abord 

/•(A-,  y  4    \y)  —  f{x,y)       /'.(a-,  y)Ay   i    c'Ay, 

parce  (pie  f'y(x,  y)  cxislc  cl   csl    liuie;  ensniic,  par  la  foiniuic 
des  aci'roissemcids  liais, 

/•(.v  +  Aa-,  y  +  ly)  —  f{x,  y  +  ly)  -  Aa7',(a,      OA v,  y  •   Ay) 

=  /'..(A-,  y)AA    •    3"Aa-, 

parce  (pu-  /".v  est  (l(''lcrmin(''c  aux  en\  irons  di'  M  et  continue  en 
ce  point.  SuhstitnanI  cela  dans  l'expressiDn  de  A/',  elle  devient 

A/'  -  /'^Aa    •    /",.A.\-    •    c"Aa    •    z'iy. 

Celte  relation  est  de  la  fornu-  (  I  ),  ce  cpii  pron^ c  la  |)roposili()M. 

101.  Remarque.  —  Les  conditions  rcipiises  (laii-<  le  lin'orènie 
|)récé(lcnt  et,  en  particulier,  l'existence  des  d(''ri\(''e>  (///a*  c/n'/- 
/•o/j.s  du  |>(iitd  M.  ne  s<itil  iiiillenienl  ii ('cessa ires  |»(>ur  (jiie  la 
fonction  soit  dilférenliuhle  en  ce  |»oiid.  On  peut  donner  une 
e\pr(»ssion  assez  siin|)le  de  la  coiulition  n(''cessaire  et  sullisante 
pour  cela,  .\  cet  elTet,  dé.siynoiis,  en  ^'énéral,  par  A.v'i  et  A/f  les 
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accToissoiiiciil  (riiiic  fonction  -^(.v,  >')  provonanl  l'esj^ecliveinont 
(les  accroisseiiienls  A.v  scnl  el  \y  seul.  Si  l'on  donne  suc- 
cessivement ces  accroissements  à  .v  jniis  à  v,  f{.\,  y)  devient 
successivement 

(1  -f  A,)/;         puis         (1  H    A,)  (1  +  A,,)/-  -^  (1  +  A)f. 

D^oîi  la  relation 

A/-       A,/- 4    \.f  -    A, A,./'. 

Si  les  dérivées  partielles  de  /"  sont   existantes  et   linies  au 
point  M  (ce  qui  a  lieu  ({uand  /"  est  tlitîérentiable),  on  a 


d'où 


A/'  ^  -^A.v  -f  -^  Ay  +  30  +  A,  A,./-. 


Pour  «pie  cette  relation  soit  de  la  l'orme  (I),  il  est  nécessaire 
et  sulTisant  que  le  dernier  terme  soit  de  la  môme  forme  so  que 
l'avant-dernier. 

Donc  la  coiiclitioii  nccc.ssairc  et  sn/Jisdiilc  pour  que  /'(.v,  y) 
■soit  (lifj'crentîahlc  en  un  point  (.v,  y)  où  ses  deux  dérivcefi  par- 
tielles sont  linies  et  déterminées,  est  <jne  la  différenee  seeonde 
A,  A,-  f  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  z.  ^^ 

102.  Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  composée 
d'une  seule  variable  indépendante.  —  Soit  f(x,  y)  une  fonc- 
tion dilJ'érentiahle  an  point  .v,  y.  Remplaçons  .v  et  y  par  deux 
fonctions  d'uiu'  variable  indépendante  uni(iue  t,  différen- 
tialAes  au  })oinl  /.  Xous  obtenons  ainsi  \n\c  fimetion  composée 
de  t.  Pour  calculei-  sa  dérivée  au  point  t,  l'emarquons  que  la 
formule  (I)  subsiste  indépendamment  de  tonle  hypotbèsc  sur 
les  accroissements  A.v  et  \y,  de  soi'te  i[uv  nous  pouvons 
admettre  ([u'iis  correspondent  à  l'accroissement  A/.  Divisons 
alors  la  formule  (  I)  ])ai'  A/,  il  Aient  (en  éci'ivanl  /au  lieu  de  u) 

A/(.x,  y)  __¥j^  +  iLA^+._l_ 
Af  ?.v    It         M'   A/   "^  ^  A/  ' 

liaisons  tendre  A^  et  avec  lui  A.v,  A^^  :  et  ^  veis  (l;  il  vient, 

8 
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à  la  liniilo,  car  A.v  :  A/,  A\-  :  Il  ol,   |)ar  suite,   o  :  Il  ont  des 
limiles  finies  par  iiypothèse, 

df{x,  y)  _  2L!!^        y^  ILL 
Tu  'Yx   dt  ^  ?y  7/f  ' 

Donc  .si  f{x,  y)  est  diJférenlUildc,  et  si  x,  y  sont  des  foiie- 
iions  dijl'érentiahles  de  t,  la  dérivée  de  f  jxir  rapport  à  t  est 
la  somme  des  dérivées  parliellei^  de  f  par  rapport  à  x  et  à  y 
multipliées  respeetivemeiit  par  les  dérivées  de  x  el  de  y  juir 
rapport  à  t.  C'est  la  rèj^le  de  déi'ivation  des  fonctions  com- 
posées. 

En  multii)liant  celte  formule  par  dt,  on  obtient  la  dilTéren- 
ticllc  de  /"(.v,  y),  à  saAoir 

D'où  le  lliéorème  suivant  : 

Si  /'(.v,  y)  est  dif)'érenlial)te  et  si  x  et  y  sont  deux  {oiwlions 
dilJ'éreutiahles  d'une  niéine  variable  I,  la  différentielle  de 
f{x,  y)  considérée  coniine  fondions  de  /,  s'exprime  an  moyen 
de  X,  y,  dx  et  dy  jinr  la  dilférentielle  totale  de  f{x,  y)  e(n)ime 
si  les  variables  x  et  y  étaient  indépendantes. 

(le  tliéoi'ème  fçéiiéral  reid'erme,  comme  cas  particuliers,  les 
l'èf^les  de  dériN  alioii  d'une  somme,  d'un  produit  cl  d'un  (pio- 
tienl  (n"  .");{).  On  vérifie,  eu  elTct,  imm(''dialeiueiit  que  les 
seconds  membres  des  foiinules  : 

d{u  -t  v)  -   du  -r  dv,  d  uv  —  //  dv  —  v  du, 


-r   dv, 

(I  uv  - 

d  —  -= 

V 

.'  du  —  //  dv 

v^ 

soûl  i-espccli\  (.'luenl    les  sommes  des  di fTéreutielles  partielles 
des  pi'cmicrs  lucnibrcs  par  l'apport  à  /;  el  à  v. 

103.  Calcul  pratique  des  diflFérentielles  totales.  —  Lr  théo- 
rème |irécédenl  revient  à  dire  (pie  les  difT(''reidielles  totales  se 
calculeuf  par  les  nu'm(»s  régies  (|ue  les  difTéreulielles  des  fouc- 
lious  coinposi'es  d'une  seule  vai'iable.  Si  les  (lifT('*reuls  modes 
de  comj)osition  i\('  la  foiu-tion  /'(.v,  \)  soûl  de  ceux  (pii  oui  éh- 
pic\  us  au    chaiiitrc    I,   rt    c'est  ordiiuiircnicnl   le  cas,  il'sullira 
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d'appliquer  les  règles  établies  dans  ce  chapitre  pour  obtenir 
la  difféivntielle  totale  et  l'on  évitera  le  calcul  séparé  des  déri- 
vées partielles. 

C'est  ainsi  (jne  les  règles  de  dilTérentiation  d'une  fonction 
de  fonction,  d'un  quotient  et  d'une  somme  (n"  53)  conduisent 
aux  formules  suivantes  : 

V  X  X  clv  —  Y  dx 

a  arc  tg  ^-  =^ ^  = \,    ,    "^  „ — 

a;  y-  X-  +  y 

X- 
d\/x-  +  y-       2xdx^  '^y(b\ 


d  Log  1  x"'  +  y'-  = 


'î-i 


x^  -f  y'  2  {X-  -h  y') 


D'autre  part,  si  l'on  connaît  la  dilîérentielle  totale  de  /(.v,  y), 
on  peut  en  déduire  à  simple  lecture  ses  deux  dérivées  par- 
tielles. En  elTet,  dx  et  dy  étant  des  coefTicients  indéterminés, 
les  dérivées  partielles  par  rapport  à  .v  et  à  y  seront  respective- 
ments  les  coefficients  de  dx  et  de  dy.  C'est  ainsi  que  l'on  tire 
des  formules  précédentes 

!>  ,      Y  X  "b  ^      Y  Y 

arc  tg  ^—  =  —p- „,        — —  arc  tg  —  = ^ 


2y  '^  X       X'  +  ,v-  :).v  ^  .V  X-  +  y- 

104.  Dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Les  dérivées 
partielles  f'x  et  f'y  sont  des  fonctions  de  a;  et  de  y  et  peuvent 
admettre  elles-mêmes  des  dérivées  partielles.  Celles  de  f,  par 
rapport  à  x  se  désignent  par  l'un  des  symboles  : 

fU^^y),        dL/,        -^î 

ox 

celles  par  rapport  à  y,  par  l'un  des  symboles  analogues  : 

Vf 


/"o-C-v,  .V),  \Kyf, 


^X^Y 


De  même,  les  dérivées  partielles  de  / ',  par  rapjioit  à  a-  et  à  y 
sont  respectivement 

Mais    il  existe  un   théorème  fondamental  en  vertu  duquel 
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fv.c  ^  /n->  t'e  4ui   icnluil  à  trois  seuleineiil  le  nombre  des  déri- 
vées partielles  du  second  ordre.  Voici  ce  lliéorème  : 

105.  Interversion  des  dérivations.  —  Tiikohk.mk  I  (Vorxi). 
—  S/  les  f/c'/'/vrr'.s  /".',  cl  {'[.  sont  (Ictcnninccs  (uix  cti^'innis  dn 
point  (.V,  .v)  ('/  dilJ'crcntidbtcs  en  ce  point,  on  a,  an  point  (.v,  y), 

fry    =    t'y.'. 

Du  obtient  ce  théorème  en  calenlnnt  de  deux  inanièi-es  dilTé- 
reiites  la  dilTérenee  seconde  : 
AV  =  f{x  +  h,  y  4    h)  —  [{x  f  /i,  v)  —  /(.v,  y  +  li)  ^  fx,  y). 

D'aboi'd  AYest  l'accroissement  l'jjrouvé  })ar  la  l'onelion  de  .v 

'^(.v)  =  /-(.v,  V   '    /,)  — /(.v,  y) 

quand  .v  augmente  de  h,  d'où,  en  ai)pli(|uant  à  -^(.v)  la  formule 
des  accroissements  liais, 

A-'/--  /j|/",(.v    ^   0/,,y    r  h}-f'Ax   ■    0/.,y)|. 

Mais,  comme  /',  est  diiïcrentiable  au  point  .v,  y,  on  a,  jiar  la 
formule  (1)  du  n"  !lî),  t  et  i"  tendant  vers  0  avec  //, 

/■,',(-v  +  O/i,  V  +  h)  -f'A-x,  y)  -  hlif;,  +  hC,.  +  l'h, 
l'Ax  +  hh,  y)  —  f',{x,  y)  =  hhf",,  +  £"/i. 

Portant  la  dilTérenee  de  ces  dvu\  (|uantités  ilans  le  crochol, 
on  trouve 

AY=  IrHy  +  3/'^ 
oi'i  t  dési^îie  t'  —  î"  et  tend  encoi-e  vers!)  avec  h. 

D'aulie  i)arl.  A'/  est  racci'oissemenl  de  la  tonction  de  y 

■l(y)  -     /(.v  -    /,,  y)_/(.v.  y) 

(|iiaji(l  \- an^'-menle  de  /»,  <'n  so\[r  cpie  l'on  ti'ouve,  par  nn  cal- 
cul ^ynuMricpie  (lu  pi(''C(''(leiil, 

A7  ~   Irfy.'  +  j'/r. 
Faisant  lendre  h  versO,  il  vient  donc 

Le  llicoicme  (le  ^Oim^'  postule  l'existence  de  toutes  les  déri- 
vées  secondes  au    point  .v,  y  mais   non   leur  conlinuitc.    Le 
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tliéorèrae  suivant  ne  postule  l'existence  que  de  /"',',-  mais  en 
plus  sa  continuité,  el  il  })eut  (Mre  \)\ns  utile  (|ue  le  précédent 
dans  certains  cas  : 

Théorème  II  (ScnwAitz),  —  Sf  /",,  f\.  et  /",',-  cxisfciit  dniis  le 
K'oisinagc  du  junnt  (.v,  y),  ci  si  /'',.  est  coiitimw  au  point  (.v,  y). 
Vautre  dériw'e  f ['..,■  existe  eu  ce  point  el  est  identi(fnc  à  f'y. 

Si  l'on  pose,  pour  simplifier. 

'^(.v)  =  fix,  y  -^  k)  —  /'(.v,  y), 

on  a,  i)ar  la  formule  des  accroissements  finis,  qui  s'ajjplicjue 
deux  fois  de  suite, 

■s{x  ^  h)  —  '^(.v)  -  h\r:,{x  --  hh,  y  -  k)  —  f',(x  -^  <>!,,  y)\ 
=  hkfryix  +  hh,  y  +  O'/c). 

Cette  dérivée  seconde  est  continue  ;  donc,  en  désignant  par  s 
une  quantité  qui  tend  vers  0  avec  h  et  k,  on  jieut  écrire 

■ç{x  +  h)-r(-^)  --=  hk\r:!.,{x,y)  +  z]. 
Si  l'on  divise  d'abord  par  k  et  si  l'on  fait  tendre  k  vers  0,  les 
deux  rapports  -i  :  k  au  premier  membre  ont  pour  limites  des 
déiivées  f'y  supposées  existantes,  et  l'on  trouve 

fy{x  +  h,  y)  -  f'Ax,  y)  =  hiPyix,  y)  +  i\. 

Si  l'on  divise  maintenant  par  li  et  que  l'on  fasse  tendre  li 
vers  0,  E  tend  v(M's  0,  et  il  vient,  par  définition  de  la  tlérivée 
seconde, 

/•;-,•  -  f%. 

Yionc  si  les  déri\'ces  considérées  sont  continues,  les  carac- 
téristiques Dr  et  Uy  pem^'ut  toujours  être  interverties. 

Les  (juatre  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  /'(.v,  y)  se 
réduisent  donc,  en  généi-al,  à  trois  distinctes  : 

^         rt   ^  rf         y-f 

3a:''         ?.v?y       :).\0.v'         \v- 

Cette  notation  a  l'avantage  de  mettre  l'égalité  des  deux  déii- 
vées  paj'lielles  en  é\  itlence  et,  quand  on  l'emploie,  ou  suppose 
imi)licilement  les  conditions  qui  assurent  celte  égalité. 

106.    Différentielles  partielles   du   second   ordre.    —   Aux 
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dérivées  paitiolics  du  second  ordre  coiiespondeiil  les  ditîéren- 
tielles  partielles  secondes,  délinies  par  les  formules  : 

L'écpialion  D,D,./"=  l),-I),,/"eMlraine  donc  aussi  l'éj^alité 
(Irdyf  -  dydrf, 
de   telle   sorte  que  l'ordre  de  tieux  dilléicMiliations  pailielles 
successives  pai-  rapport  à  deux   variables   indépendanlcs  .v  et 
y  peut  aussi  être  interverti. 

107.  Dérivées  et  différentielles  partielles  d'ordre  quel- 
conque. —  Le  théorème  du  n'  lO.")  se  ^énéiaiise  de  lui-même, 
(lonccvons  que  l'on  eflectue  sui-  une  l'onction  /"(.v,  y)  un  nom- 
bre (|uelconque  de  dérivations  partielles  successives,  les  unes 
par  rapport  à  x,  les  autres  pai-  rapport  à  y,  dans  un  ordre 
arbitraire.  11  suit  de  ce  théorème  que  l'ordre  de  deux  tiéii- 
vations  consécutiv(>s  peut  étie  interverti  (piand  elles  se  laj)- 
porlent  à  deux  variables  indépendantes,  pouivu  (pie  les  déri- 
vées que  l'on  considère  restent  continues  ou,  plus  j^énérale- 
ment,  pourvu  (pie  l'on  ne  dérive  (pie  des  fonctions  dilTéren- 
liables.  Moyennant  cette  restriction,  on  peut,  par  la  répétition 
de  ces  permutations,  ranger  les  dérivations  dans  l'ordre  ((ue 
l'on  veut  :  on  j^eut,  par  exemple,  faire  d'abord  toutes  celles 
jiar  rapjiort  à  .v,  ensuite  toutes  cell(>s  i)ar  lapport  à  }■.  Le 
l'c'sultat  de  m  dérixatioiis  pai-  rapport  à  .v  et  de  //  d('Mi\ations 
par  i-appoil  à  y  opc'i'ées  consécutivement  sur  la  lonelioii  /', 
est  indépeiulanl  de  l'ordre  sui\  i  et  j)eul  se  désigner  par  un 
seul  et  même  symbole 

:>'"+"/• 

Cette  (piantité  est  une  (Ivrh'co  ixu'licllc  de  l'ordre  {m  +  n) 
Kn  la  multipliant  i)ar  (l.\"'(ly'\  on  obtient  la  dilTérenlielle  par- 
tielle (In  mênu'  ordre 

3'"-'  "/■ 

(l"'(l"f=      ,-— r^-(/A"'(/\-". 

108.  Différentielles  totales  successives.  —  S«)it  //  une  fone- 
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tioii  (lilJ'crcntiahU'  des  dons,  variables  iiidépeudaiites  x  el  y. 
Si  sa  dittÏM-entiello  totale, 

du  =  - —  (Ix  i-  — —  (Iv, 
^x  cy    " 

est  (Ulfcrcniidhic,  dx  et  dy  étant  considérés  comme  des  para- 
mètres constants,  c'est-à-dire  si  -r —  et  - —    sont     déterminés 

3.V         ^y 

aux  environs  du  i)oint  considéré  et  dilïerentiables  en  ce  point, 
on  dit  que  ii  est  dilTérentiable  jusqu'au  second  ordre  et  la 
difîérentielle  de  du  est  la  diflérentielle  seconde,  dhi. 

Cette  dilîérentielle  se  calcule  de  la  même  façon  que  la  précé- 
dente. Mais  on  observe  que  l'on  a,  en  vertu  du  théorème  de 
Younj^'  (n'  10.')),  qui  s'applique  quand  du  est  dilTérentiable, 

y-u    _    "b'-u 

De  plus,  ou  convient  d'introduire  les  mêmes  diltérentielles 

dx   et   dy  dans   les  deux    dilï'érentiations   consécutives.    On 

trouve  ainsi 

^'U    ,    ,        ^   S-«     ,      ,  S'u     ,    ., 

d-u  =  ^— r  dx-  +  2  — ^--  dx  dv  +  — — -  dy. 
D.v-  oxoy  •  l^y-     ' 

Les  diltérentielles  successives  d'il,  (/'«,...  se  détinissent 
ainsi  de  proche  en  proche.  On  dit  que  ii  est  difjcrciitiable 
Jiis(ni\)  L'ordre  n  au  point  (x,  y)  si  d" -ht  est  dilTérentiable  en 
ce  point,  donc  si  toutes  les  dérivées  d'ordre  (n  —  1)  sont  déter- 
minées autour  du  point  considéré  et  dilïerentiables  en  ce 
point.  Cette  condition  assure  la  légitimité  de  l'interversion  des 
dérivations  en  x  et  en  v  et  le  calcul  se  fait  sans  dilTiculté. 

On  peut  former  une  expression  symbolique  très  commode 
de  d"u  en  remarquant  que,  pour  former  la  dilTérentielle  totale 
d'une  fonction,  il  sulfit  de  la  multiplier  par  le  facteur  symbo- 
lique 

et  d'efTectuer  la  multiplication  comme  si  — — >     - — >  dx  et  dv 

^x      ^y 

étaient   des   facteurs  algébricpics.   Ou  trouve  ainsi,    en   intcr- 
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pi'élaiit  l(>s  piiissaiicos  de  I*  comme  des  indicc's  do  d<''riv;ilioii, 

/   :  ^  \" 

(l"ii  --=     ^     (Ix  4-   ,     <ly]  II. 

Ceci  sn|)|)os(»  ({lie  .v  et  y  soieiil  des  \arial)les  iiidépeii- 
dautes  ou,  plus  ^éiiéralemenl,  (pie  dx  el  dy  puisseul  èlre 
traitées  comme  des  couslaides  dans  les  dincM-enlialious  suc- 
cessives. 

Si  X  et  ,^' soid  (les  lonclioiis  dllléi-euliables  d'aulies  variables 
indépendantes,  dx  el  dy  ont  des  dilTérenlielles  successives  (Tx, 
d'x,...  d'y,  dy,...  (pii  s'ini  roduisenl  dans  les  dilTérenlielles 
de  II.  Dans  ce  cas,  on  IrouAC 

D'/i  y'ii  ^'ii  ^11  ^11 

d'il  ^    -    -r/.v- +  2  ^    ^     dxd\-  'r    ^    ., '/\"'   '     ^      d'.\    -    ^     d'Y, 
^x-  ^x^y  ■  ^j-    ■  D.v  r>\- 

el  ainsi  de  suite. 

109.  Méthode  pratique  de  calcul.  —  l*rali((uemeid,  les  dif- 
rérentielles  totales  se  calculeid,  non  j)ai'  l'addition  des  dilTércMi- 
lielles  partielles,  mais  |)ai'  la  simple  application  des  i-èj^les 
générales  du  cliapiti-e  I.  Le  calcul  est  même  si  simple  (pi'il  y  a 
souvent  a\anta^'e  à  se  s«M'vir  de  ces  tlilîérenlielles  totales  pour 
calculer  les  dérivées  jiartielles  de  //.  On  trait(>  alors  .v  et  y 
comme  des  variables  indépendantes  dont  les  dillV'rentielles 
dx  et  ily  sont  des  constantes  arbitraires.  On  (d)tient  ain^i  des 
expressions  de  la  l'orme 

dn  =  pdx  -j-  ((  dy,      d'u  =  rdx'  +  2sdxdy   f  I  dy',... 

où  /),  (j,  r,  N,  /  sont  des  i'oiictions  c\|)licites  de  .v  et  \\  La  com- 
paraison avec  les  formules  ^('uerales  montr»'  (pu'  l'on  a,  pui^- 
ipie  dx  et  ^/\-  sont  des  indéterniiiu'es, 

W/  ^11  '^■11  ?-//  y'ii 

h'        '          :^.v'       ■"'       :.v?\-'       '  "    ^y'"' 


r-  ,^^     '/      .^     /•      ,  .,.     N     /  :  ,     / 


§  2.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables 

110.  Définition  des  dérivées  et  des  différentielles  pre- 
mières. —  Soit  ;/  /'(.v,  \-,  :...)  une  ronclion  de  plusicuis 
variables  indi'peudantes  ;  la  (/('//cc'c />^////('//c  de  //  par  rappt)rl 
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à  Vnwo  d'elles,  .v  par  exemple,  est  la  dérivt'"(>  de  n  considérée 
comme  foiictitm  de  .v  seule,  lotîtes  les  autres  variables  étant 
traitées  comme  des  constantes.  On  la  représente  jiar  les  sym- 
boles : 


Les  (lilj'i'ri'utii'llcs  jKirticllcs  dji,  <lyii,...  s'oblienneiil  eu 
mulli})liant  les  dérivées  partielles  par  les  accroissements 
A.v,   À\-,...  des  variables  corres]>ondantes,  de  sorte  (pie 

(l,ii  =  -      A.v,  (l,.ii  =     ^       A\-,... 

o.v  r*\-      ■ 

La  fonction  u  esl  dijfcn'ntialile  du  jioiiit  x,  y,...  si  elle  est 
déterminée  aux  environs  de  ce  point  et  si  l'accroissement  \u 
correspondant  aux  accroissements  A.v,  A.a',..,  })eut  se  d('>com- 
poser  dans  la  somme  de  deux  parties  : 

lu  =  (AA.v  -  BAr  4-  •••)  ^  iz, 
z  =     A.v     -h     Aa'     ^  ••• 

(loni  la  pi'emière  est  simplement  liiM'uii'e  eu  Ax,  A^^...  et  ilont 
la  seconde  est  intiniment  petite  par  rapport  à  o,  c'est  à  diic  cpic 
c  tend  vers  0  avec  A.v,  ly,...  donc  avec  z  (*).  Dans  ce  cas,  la 
pi-emière  partie  (AA.v  -i-  HA^'  —  ■••)  se  représente  pai  du  el 
s'api)elle  la  dijfcreutieUe  totiilc  de  //.  Comme  d'ailleuis  A,  lî,.., 
sonl  les  (|(''riv(''es  partielles  de  //  eu  .v,  eu  ^^...  il  vieul 


du  -=  A.v  ^  —     A,v  4- 


Donc  la  di/J'crcutudlc  totale  est  la  somme  des  dilJ'érenfielies 
jKirtielles.  Ku  particnliei-,  pour /z  -^  .v,  pour//  \-...  ou  a  res- 
pccli\  t'Uieul 

dx  -    A.v,  ily  =  A^^... 

et  du  peut  s'éei'ire  sous  nue  nouvelle  fcuinc 

du  ^    ^      ilx  -,      dv        ■■■ 


X  :v 


C)  La  (It'liiiilii)ii  no  siM'ail  iloiu-  pas  i-lian^^i-c  si  roii  |)ii-,ail 
z  =  iXv'  +  AvM  ••• 
ou  si  l'on  ifiii|«lacait  îz  ym 

£'Ax  +  s"Av+  •• 
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Celle  iiouxcllo  l'orme  a  l'aN  aiila^c  d'èl  re  plus  ^éiu'rale  (|iie 
la  j)i'emièro,  car  elle  jouil  (rime  pi'opriéU'  criiivai'iaiiee  (jiie 
nous  élablii'ons  au  u'suivaul. 

Si  II  esl  (lilJ'i'rcntiahlc  au  poiul  .v,  y,  iu)us  pouvons  éci-ii-e 
mainlonanl 

Ail  =    -     A.v   f  ~—  \y  +  •••  -f  £p, 

e  londaut  n  ers  zéro  en  mémo  temps  que  les  accroissements  A, 
11  suit  tle  là  (pi'/t/jc  fonction  est  conlinnc  en  ioni  point  oh  elle 
est  (liffc'i'cntidJtlc. 

La  (lémouslralion  du  u"  100  se  généralise  d'elh^-méme,  donc 
une  four  lion  ne  peut  eesxer  d'être  iHIférenliiiUle  <jne  si  ses 
(léi'ivées  ixtrtielles  cessent  (l\'li'e  cotitiniies 

111.  Différentiation  des  fonctions  de  fonctions.  Invariance 
de  la  différentielle  totale.  —  Soil  u  une  fonction  (iilJ'éi-cniidiUe 
des  variables  .V,  y,...  celles-ci  élaiil  elles-mêmes  des  fonctions 

différentialdes  des  vai-iablos  iiidépeiulantes  ;,  y do  soi'lo 

que  n  est  une  fond  ion  composée  de  ;,  y,,...  Je  dis  (\\\c  u,  con- 
sidérée coniine  fonction  de   ;,    y est  dilfércntidhle   cl  (/ne 

sa  dilférenlieUe  totdie  s\'.\i)rinic  à  l'oide  de  x,  y,...  dx,  dy 

par  la  même  formule 

'eu    ,  Tiu    , 

du  =  ^ —  dx  -\-     '~dv  -f-  ••• 

D.v  î>.>-    ■ 

(jue  si  les  variahlcs  x,  y,...  étaiciil  indépendantes. 

Poui'  sim|)lilier  TiH-rilure,  nt)us  supposerons  dans  la  démon- 
stralion  cpi'il  n'y  ail  (pie  deux  fondions  intermédiaires  a",  y 
d  deux  Nariables  in(l(''peu(lanles  ;,  y,,   l'osons 

0  =  !  Aa:  I  +  I  A^■   .  ;'  -  '  AH  '  -^     Ay.    . 

Xoils  ;nii'<Uïs,   i)iiis(|U(»  .v,    \*  sont  di  ITiTiMil  i;il>lrs, 

où  les  (piantit(''s  z  lendeni  vers  0  a\ec  :'.  Soil  (,)  la  plus  ^laude 
des  valeurs  absolues  des  cpiaulilés  •',  i"  ;  M  la  plus  ^'■lande  des 
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valeurs   absolues    des   (jualiv   tléiivées  pailielles  de  a:   et   y. 
Nous  aurons,  pai-  les  équalions  (1), 

I  \x  j  <  (M  -r  to)  z'  •  \Y  !  <  (M  +  w)  / 

et,  pai"  conséquent, 

i  =   '^"1  +  '"^^  <  2(M  +  ,.,), 

ce   (|ui  prouve   que  le   ra^jporl    o  :  z'  l'este    fini  el   que  p  tend 
vers  0  avec  z'. 

Ceci  posé,  la  fonction  ii  étant  diflerentiahie,  nous  avons 

Ah  =  -^— Au  -f  ^—Ay  +  co  ; 

et,  en  subslitiuinl  dans  c(>ci  les  valeurs  (1),  qui  })euvent  s'écrii-e 

\x  =  ilx  +  £'/,         \y  =  dy  +  £"p', 
il  vient 

Mais  ceci  prouve  la  proposition,  car  la  dernière  parenthèse 
est  infiniment  petite  avec  p'  et  la  précédente  est,  en  même 
temps  que  ilx  el  dy,  linéaire  et  homoji'ène  en  A;  el  Ay,.  (x4le-ci 
est  donc  la  dilîérentielle  totale  du  et  l'on  a 

du  =  — —  dx  -f-  - — dv. 
ôx  oy     ' 

Donc,  laut  (pie  les  fonctions  considérées  sont  différentiables, 
les  dilTéreutielles  totales  se  calculent  toujours  de  la  même 
façon,  que  les  variables  soient  indépendantes  ou  ne  le  soient 
])as.  (]'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Viii'^utriancc'  de 
1(1  différentielle  toUde  dont  nous  avons  déjà  rencontré  précé- 
demmenl  de  nombrenx  cas  particuliers. 

112.  Dérivation  des  fonctions  composées.  —  Si  .v,  y,...  sont 
des  fonctions  dilîérenliables  d'une  variable  unique  f,  la  dérivée 
de  u  =  f{x,  y,...)  par  rapport  à  t  s'obtient  en  divisant  la  dilTé- 
rentielle  dn  [kw  dt.  11  vient  ainsi 

du        "bu   dx        Du    dy 
~dt    ^  Ix    dt  '^  T7^/T  ^  "' 

ce  qui  généralise  la  règle  du  n"  102. 
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Si   X,  y,...  soiil    (les   foiiclioiis   (liirérciiliiiblos   i\o   [)lusiem's 

vaiiahlcs  ;,  y les  dérivées  partielles  de  /'{x,  .^^...)  j)ar  i-aj)- 

porl  à  ces  Aariahles  s{;  calculeiil  par  la  foiniiile  prf'eédeiite, 
sauf  que  les  d«'M'ivées  de  .v,  y,...  soûl  des  d(''riv(''es  parlielles. 
Par  e.vemple,  ou  a 

D/f   _    l>ii    ^x        ^n    '^y 

,  HX  ^  Ix  'Yz   ~^  Tv    I);"^  "" 

113.  Différentiation  des  équations.  —  Soieul  .v,  y,...  des 
variables  iud('*peudaiites.  Si  uue  loucliou  //  —  /"(.v,  y,...)  se 
réduil  à  uue  eousiaule,  ou  a 

lu  =  0,  doue  (par  déliuiliou)  du  —  0. 

Iic'ciproipieiueul,  si  //  esl  dilTéreuliable  et  si 


du 


(Ix   f  dy  +  ...  -  0, 


comme  dx,  dy,...  soûl  arbitraires,  eliacuue  des  dérivées  par- 
lielles doit  èlre  uulle,  u  ue  dépeud  d'aueuue  des  vai'iables  et 
se  réduit  à  uiu*  eousiaule.  Doue  lu  ciuidilion  ntU-cssitin'  cl 
sulfisunlc  i)<)uv  (juc  u  se  rrduisc  à  uue  cousldnlc  esl  tjiw  l'ou 
(lit  du       0. 

(^ousidéi'ous  uuuuleuaid  des  varial)les  .v,  y,...  iudépeu- 
dantes  ou  uou,  satisfaisaut  à  l'éqiiatiou 

/•(.v,  y,...)  =  0. 
Nous  disous  (pM'  celle  é(juatiou  est  dijféri'nliiiliU'  si  la  louc- 
liou /"(.v,  y,...)  esl   din(''reulial)le.    Doue  si  .v,  y,...    soûl   dillt'- 
reuliables,  dfsovw   uul  piiiscpu-  /"es!   coustaut  ;  or  J/  se  calcu- 
laut  toujours  de  la  uu'muc  l'acou,  uou'.>  obUuuius 

'    <lx    ■       '    ,lv        ...        0. 

J)ilJ'rrcnticr  hdtilctui'iil  uue  ('-(pialiou,  c'est  ('•^aler  les  djIlV'- 
reul  ielles  lolalcs  de  ses  deux  lueuibrcs.  Le  rc'sullat  (pii'  uoiis 
\('U(U»s  d'obteuir  sr  loriuuie  daii>^  le  priu(i|)c  ■suivaul,  ipii  est 
loiulauu'ulal  : 

l'.tuiil  donurc  une  rijudllon  di Ifi-rcnlid hic  i-nlrc  un  icrluiii 
Uiinihrc  lie   \'ni  inities,   iudi'in'uduulcs  nu   uou   utuis  dijfcrt'U- 
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LidhU'H,    il    est    Uiujoiirs   permis    de    (UlJ'crciiticr   loUilcDimt 
réq  nation. 

114.  Dérivées  et  différentielles  successives.  —  Los  coiisidé- 
ralioiis  émises  dans  le  paragraplie  i)récôdciit  se  généralisciil 
(rellcs-inèmes  cl  il  siillit  d'énoncer  les  résultats. 

Si  l'on  elToctuc  un  nombre  (juelconquc  de  dérivations  suc- 
cessives par  raj)port  à  des  variables  indépendantes  .v,  y,  z,.,. 
l'ordre  de  deux  dérivations  successives  par  rapi)ort  à  des 
variables  dilTérentes  peut  toujours  être  interverti,  moyennant 
l'hypothèse  de  la  continuité  des  dérivées  ou,  plus  générale- 
ment, de  la  ditlérentiabilité  des  fonctions.  De  la  sorte,  le 
résultat  de  m  dérivations  par  ra})port  à  .v,  7j  dérivations  par 
rapport  à  y,  p  dérivations  i)ar  rapi)ort  à  z,...  elTectuées  dans 
un  ordre  (juelconque  sur  une  fonction  f(x,  y,  z-,...)  peut  être 
représenté  par  le  symbole  unique 

■^iin+n-\-p+...r 

lix"*2iy"7iz-i>...' 

Une  différentielle  sera  dite  di^f'ércntialAc  si  elle  est  formée 
avec  des  dérivées  pai'tielles  dilîérentiables.  Dans  ce  cas,  les 
différentielles  totales  successives  se  calculent  en  appliquant 
successivement  les  règles  établies  [)our  les  ditîérentielles  pre- 
mières. Si  les  variables  x,  y,  z-,...  sont  indé})cndantes,  leurs 
différentielles  sont  prises  constantes,  alors  la  différentielle 
,ji.nR-  ^^^,  ^^^^  y^  z,...)  admet  la  forme  symbolique 

d"t\x,  r,  .,...)  ^  (^  dx  +   ^,  dy  +  -|   dz  +  ...)'V. 

115.  Théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes.  — 
Une  fonction  /(.v,  y,  z,...)  est  lioinogciie  pai'  ra})poit  aux 
variables  x,  y,  z,...  lorsqu'elle  vérifie  l'identité 

(1)  /(f.v,  iy,  (r.,. ..)--=  i"i-{x,y,  z.  .). 

t  désignant  une  indéterminée.  L'exposant  m  est  le  dciirc  <Vlin- 
mogcnéitc  de  la  fonction. 

Si  l'on  l'ait  t  -■=  — ,  l'identilé  devient 
x 
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c'cst-fi-dirc 

(2)  A.v,  y.  .-,...)==  .v'"f(-;^.^.-)- 

Donc,  si  l'on  diviso  une  foiiclioii  liomogôno  de  def^iv  m  \y.\r 
la  /jj'f"""'  puissance  d'une  des  variables,  elle  ne  dépend  ])Ius  (jue 
des  seuls  rapports  des  variables. 

On  s'assure  immédiatement  qu'une  lonclion  cpii  vérifie  la 
condition  (2)  vérilie  la  condition  (1).  Donc  l'écpialion  (2)  peut 
aussi  servir  de  définition  des  fonctions  homogènes. 

Dérivons  l'écjuation  (1)  par  rapport  à  f,  il  vient  i(lenli(iue- 
ment 

.v7-.',(/.v,  ty,...)  +  yf'yitx,  ty,...)  +  •••  --  m^-'/X-v,  y,..,) 

ou,  en  faisant  /  =  1, 

(3)     .v/",(.v,  y,...)  +  r/;;.(.v,  y,...)  -f  •••  =^  mfix,  y,...). 

(l'est  dans  cette  idenlih'  (pie  consisic  le  lliéorème  d'Euler  : 
La  sonnuc  (U's  i)r()<lui(s  des  (/(•/•/c('('.s  iKirticKcs  (rime  fonction 
lioinoiii'nc  pur  les  KUiridblcs  con'cs[K)n(l(inlcs  est  ci^dlc  à  la 
fonction  cilc-nicnic  ninitiplicc  par  le  dcgrc  dlioino^cncitc. 

Plus  fçéiu^ralement,  si  l'on  dérivait  l'écpialion  {\)  n  fois  de 
suilc  pai-  rapport  à  /  avant  de  laii-e  t  —  1,  on  trouvciait,  i)ar 
la  formule  syjnboli(iue  du  numéro  précédent, 

(.x-^+v  ^^^^  ^■■j'f{x,y,...)^m{ni-l)...{m-n  •  1)/(a-,  v...). 

EXERCICES 

1.  Driivùcs  |t;irliollrs  (l'oidiT  (|iicl(omiii('  do  l'((i.\  4-  /'.>' 4-  t). 

l'juif  !<•  caliiil  en  |ii'i'Ii:imI  pour /((/)   rniii'  des  foiiclionN  clcmciilairos, 

:!.  DilTt-iciiliclIc  /(i'-m.-  ,|r  m        r»-^  l'(y). 

\\.  Oïl  :(pplii|iif  la  roinnilo  syiiihi>lii|ur>  ilii  ii  HlS.  (  lii  Imiivc.  en  irih-i-- 
|ir<'l;tiil   les  |iiiissaiicc  de  /'rniiiiin'  des  indices  do  dcii\  atiMii. 

il»  (•"•v/(x-)        ,'"(|/(v)(/.\-   ,    n  ,l.\\>i. 

\p|tlii|ii<T  ir  ii'siiltal  à  la  functiitii  c/.v  cos  hy. 

A.  inircrridicllc  lulali-  ii>'»>''  de  ii    _;  arr  ty   "  -• 
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I\.  Diiréroutions  une  pieiuièi-c  l'ois,  il  \  iciidra 

xilv  —  ydx        1    rdx  -{-  idy       dx  —  idx' 


dv  .. 


X-  -\-  y-        2i  L  -■^  +  yf^         -^  —  y^ 

puis,  eu  (lillci-ontiant  oncoïc  (n  —  I)  fois, 

(n  —  1;  !  r((/A-  +  idy)"       (dx  —  idv)>> 


(/"»  =  (— 1)"-1 


2i       L  (->:  4- vO"  (x  —  yi)"^  J 

Poiii-  so  (Irljcirasser  dos  iiiiai^iuaircs,  dii  pose 

.V  -f  yi  =  /'(cos  0  -f  (  sin  0)         dx  4-  idy  —  ds  (eus  'f  -}-  /  sin  'f). 

On  a  alors 

/  (/s  >  "    . 
d'Hi  =,  (_  I)n-1  („  _  1)  1      t     Sin  (l('f  —  0). 

On  peut  aussi  ealeuler  d'une  manière  aiuUogue  les  dérivées  partielles. 


4.  Dilîérentielle  totale  nii''>ii^'  de  n  =  Loy  1  a*"-  +  j-- 
li.  On  trouve  d'abord 

AdA  -f  r  dy        1  ffLy  -f  i  dv      dx  —  i  dv~\ 

ensuite,  par  les  substitutions  de  l'exereiee  précédent-^ 

/  rfs  \  " 
d'Hi  =  (—  1)"-1  (n  —  1)  !  I  --;-  I    eos  ;i(?  —  0). 

licinaniiic.  Les  résultats  des  exereiees  A  et  4  dérivent  iniuiédiateinenl 
du  ealcul  de  rf'i  Log-  ;•  dans  la  théorie  des  fonetions  d'une  variable  com- 
plexe. 

ô.  Si  [^(x  -\-  h,  y,  z...)  tend  ce/'s  une  limite  drlcnniitcc  (lUdud  h  tend 
K'crs  0,  on  a 

l'^ix,  y,  c...)  ^  lim  fjx  +  h,  y,  ;-...). 

11.  Ce  théorème  se  démontre  en  l'aisaul  tendre  h  vers  I)  dans  la  foi-mule 
des  accroissements  finis  : 


r(x+h,y,z....)-f(x,  y,  :-...) 


=  /;.(-v  +  0/...v.  ;....). 


B.  Si  le  point  x,  y...  est  nn  point  de  discnnlinnité  /.so/é  (te  la  déri\'éc 
seconde  l\y(x,  y,..,),  c'enl-à-dii-e  s'il  n'y  n  pns  d'nnlre  jxiinl  de  disconti- 
nuité dons  nn  domaine  snl]isaninient  petit  em'eloppant  ce  point,  on  annt, 
ponivu  que  ces  liniilcs  existent, 

/'x>X-\S  V,...)  =  lim  /■'^',.(.v,  V  4-  k,...)  ^  lim  f'^.^(x,  y  +  k,...), 

f%(x,y,...)^Um  f'^  (x+h,y,...)=\\,u  /"(.v  +  /(,.>,...). 
/i=o    ■•  /i=o   •  ■ 


R.  C'est  rapijlicalion  du  théorème  prétédeat. 
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7.  Dclpiiiiiiin-,  cil  ;i|>|ilii|iiiiMl  \c  |iiiii(i|M'  inici'dfiil .  les  tloi'i\  ùcs  piir- 
tif'llcs  (lu  second  nidi-c  au  [Kiiiil  .v  -^  ,^■  _^  0  de  la  loiicl  iim. 

/•(.v,  r)       .V-  arclK  \.    -.^''i'''^-  '^  "^  • 
W.  (  >ii  liniivi',  CM  i^'ciu'ial, 

/■;.(A,r)=5^- 

(  )ll    cil    l'dlicl  ut 

i".^i\, (i>  ^  liiii  f'^^ix, o; _.  I.      /•;:((!. (1) ^  lin. /•;,„, ,., ^, _  i. 

N.  Di'tcnninor  les  (l(''ri\  ('-es  |»ai'l  icilcs  à  roii^inc  de 

/•(.v,  y,  :•)  r-^  (X  +  :•)-'  aiv  i.i--  •     ,     ^  —  (y  -  :■)-  arc  l^-'    ^   '• 

§  3.  Extension  de  la  formule  de  Taylor 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables 

116.  Formule  de  Taylor.  —  (loiisidôrons  une  foiiclioii  dr 
plusieurs  variables  /(.v,  y,...).  La  foi'imilc  de  Taylor  a  |)()ui' 
but  de  déveloi)|)er  la  dilTéreiiee  f{a  +  h,  h  +  k,...)  —  f'(<i,  /»,...) 
sous  forme  d'une  somme  de  polyiuimes  homofi^èiies  et  de 
degrés  respectifs  1,  2,...  (n —  1)  par  lapport  aux  aei  roissi'- 
inrnls  /),  /c,...  des  \arial)les. 

Le  priihlcnie  de  li'ouver  ee  dé\  ('loppenieiil  se  ramèiu*  à 
celui  (pii  a  ('Ic'  résolu  pour  les  fonelious  d'une  seule  xai'iahle. 
l'oiir  ahré;^^'!'  l'i'criture,  eonsich'-rons  seulenienl  une  l'oncliini 
de  deux  variables. 

Sn|»|)()s(>ns  /"(a-,  y)  (////■(•';■('/»//«/>/(' juscpi'à  l'ordre  n  (n  lOS) 
|t()ur  joutes  les  valeurs  de  a"  entre  (i  et  tt  ^  h  el  toutes  celles 
de  y  entre  /*  el  h  k .  Soil  ensuite  /  une  nouvelle  \aiial»le 
indepiMidanle  ;  posons 

A-        ((    ■    ht, 

d'on     /(A,  y)        Ml). 
y       h        kL 

De  l;i  soiMe,  /'(A,  y)  es|  uni'  tonclion  conip(»s(''e  de  /  doni  les 
deri\(''es  soni  dt-lerminèes  jusipi'à  l'ordre  /J  et  continues  jus- 
«pi'à  l'ordre  //  —  1  inclusivement  dans  l'intervalle  (0,  I).  On  a 
«loue,  par  la   formule  de   Maclaurin   (n    77),  dans  le  cas  il'une 
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soûle  variable  indépendante  t  (prise  égale  à  1)  et  avec  le  reste 
de  Lagrange, 

,j,  \  -^(1)  -  m  -  m  +  ^V-  +  -  -  (^;  +  ^• 

'  (0<0<1). 

Les  dilTérentielles  dx  =  hdt  et  dy  --=  kdt  étant  constantes, 
les  dilTérentielles  successives  de  f{x,  y)  se  calculent  par  la 
formule  symbolique  du  n"  108,  et  l'on  a 

rfY=(__rf.v  +  -_,,v)n.>c,,v-), 

d'où,  par  les  substitutions  dx  =  hdt,  dy  =  kdt, 
(2)  ^-•f"-(')=(-,^/.  +  -4>-)'V(.v,v). 

Pour  t  =  0,  on  a  x  =  a,  y  =■  ]>,  el  la  formule  (2)  devient 

Pour  t  ^  h,  on  a  .V  =  rt  i-  Hh,  y  =  7j  +  hk,  et  il  vient 
.,(-0(0)  =  (/i"j^+  ^-^)'V(«  +  'ilu  h  +  Hk). 

l'oitons  ces  valeurs  dans  (1),  nous  trouvons  la  formule  de 
Tdylor  : 

fia  +  h,  h  4    k)  -  fia,  h)  -  [il  ^  4-  ^^^)/V'»  i>) 

\  -Tr(^-^+'^^T)>^«'^>  +  "- 

1     /    ?        ?  \"-' 


1    /       î*  2>    \" 


dette  formule  sn|)pose  la  dilTérenliabililé  des  dérivées  d'or- 
dre n  —  1  mais  non  la  continuité  des  dérivées  d'ordre  n. 

Lorscjue  .v  et  y  sont  des  variables  indéi)eiulantes  et  leurs 
différentielles  aussi,  on   peut  écrire  li  =  dx,   k  ^  dy;  si  l'on 

9 
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remplace  alors  a  par  .v  el  h  par  y  dans  la  roriiiule  (3),  elle 
devient 

(i"C 


Il  ! 


v  -i    f)<(.v,  y  4   O''.'- 


(()<0<  I) 

scilicnu'iil  ces  dilTérentielles  sont  iiiaiiileiiaiil  des  dilTéren- 
tielles  lolales.  [^a  nolatiou  employée  i)our  le  dernier  teiine 
sigiulie  (pi'il  l'aul  reinplacer,  dans  les  dérivées  /j"""'^  (|ui 
(Mdrent  dans  ce  terme,  .v  par  .v  -\-  h  <lx  el  y  par  y  -\-  hdy. 

(les  résnllals  s'élendent  d'eux-mêmes  aux  fondions  d'un 
nombre  «pielconque  de  variables.  Ainsi,  pour  trois  vaiiables, 

t{(t  +  li,l>+l<,c^  l)--f{a\h,c)-\-lli~-+  kYj-+  ^-4")^^"'^''^"^ 

el  ainsi  de  suite. 

117.  Formule  de  Maclaurin.  —  Celle-ci  se  d(''dnil  de  la  for- 
mnle  {'A)  en  y  laisaid  (i  =  h  --  0,  Il  —  .v  cl  k  —  y.  Nous  éci'i- 
vons  le  résultai  comme  il  suit  : 

/•(.v, v)-r((),())  f(.v  ^^,  +ry^,kn-f  2î  (-V  ,^  +  y  ,V)V-+- 


1 


(n  — 1)  !V     ^-v 


?\    \  "  - 1 


+  y 


Jv      /''■'■  + Tnr  Ta- +■^■^^■/«^■"• 


(les  iiulices  signilient  qn'a])rès  avoir  calcule  les  dérivées  pai- 
lielles,  il  faut  \"  remplacer  .v  (M  y  par  0.  La  formule  de  Maclau- 
rin (l(''\  <'l(>ppe  donc  la  fonction  en  une  somme  de  termes 
liomo^ciics  v\  d{'  délires  croissants  en  .v,  y. 

§  4.  Maximes  et  minimes  (extrêmes)  libres 
des  fonctions  de  plusieurs  variables 

118.  Fonctions  de  deux  variables.  —  On  tlit  (|u'une  fonition 
/'(.v,  \  )  (le  deux  \arial)les  indi'pendantes  est  exlrémée  au  i)oinl 
(rf,  /)),  lorstinc  la  di  ITériMU'C 

i\(i  -f  h,  h  +  k)  —  f((i,  h) 
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garde  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  h  et  de  k  de 
modules  inférieurs  à  un  nombre  positif  suffisamment  petit.  La 
fonction  est  ma.\ii)iée  si  cette  dilîérence  est  négative,  et 
minimée  si  elle  est  positive.  Les  extrêmes  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  iiidépendantes  sont  appelés  libres.  S'il  y 
avait  des  relations  entre  les  variables,  les  extrêmes  seraient 
liés.  Nous  étudierons  ce  cas  plus  loin. 

Tout  ^d'abord  la  fonction,  pour  être  extrémée,  doit  l'être 
quand  on  ne  fait  varier  que  .v  seul  ou  y  seul  ;  de  là,  le  théo- 
rème suivant  : 

[.es  seuls  points  où  la  fonction  /(.v,  y)  puisse  être  extrémée 
sont  cpftx  où  chacune  de  ses  deux  (léri\'ées  partielles  fv  et  f"y 
s'annule  ou  cesse  d'exister. 

Supposons  /(.v,  y)  ditîérentiable  ;  j)oiir  trouver  ses  extrêmes, 
on  pose  les  deux  équations  simultanées  : 

?.v  2y 

En  les  résolvant  par  rapport  à  .v  et  à  y,  on  trouve  géni'rale- 
ment  un  certain  nombre  de  solutions.  Soit  .v  =  a,  y  =  h  l'une 
d'elles.  Il  reste  à  examiner  s'il  y  a  réellement  maxime  ou 
minime  en  ce  point.  Voici  la  méthode  à  suivre  pour  trancher 
cette  question. 

Supposons  les  dérivées  partielles  premières  différentiahles 
au  [)oiiit  {a,  h)  et,  par  consécjueiit,  existantes  aux  euA'irons  de 
ce  point.  Dévelopi^ons  la  dilîérence  f{a  -h  h,  }>  +  A:)  —  f{a,  h) 
par  la  formule  de  Taylor  en  nous  arrèlanl  au  premier  ordre,  ce 
(pii  est  légitime  si  h  et  k  sont  siillisanimcnt  petits  (n"  1  Hi). 
11  vient 

f{a^  h,lt  +  k)  —  fia,l>}~  hlUar'ihJ,  \  <ik)  +  kf',,{a  -,  <ili,  h  ■.  <ik). 

Posons 

r  =  \/h''  +  k',  h  ^  /'.sina,  k  --==  r  cos  %, 

de  sorte  (pie  ;•  est  une  (piantiti-  posilivi^  inlinimenl  petite  et  a 
un  angle  arbitraire  avec  h  v\  k.  i^crivons  encore,  en  abrégé, 

_  r-fja,  h)  _  V-t{a,h)  _  rf{a,  h) 
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et  (Icsi^iioiis  [)i\v  i  et  i"  des  (luantités  infiniment  ju-liles  avec  /', 
Les  dérivées  [)artielles  premières  étant  dilïérentiables  au 
jioiiit  {(i,  h)  et  nulles  en  ce  point,  on  a 

/;,(«  +  O/i,  /,  +  0/c)  -  AO/j  +  Hhk  +  c'Or, 
t'„{a  +  Hh,  h  +  0/c)  =  nhli  +  (M  +  z"Hi\ 

Substituant  ces  valeui'S,  la  ditTéience  f'{(i  +  h,  l)+  k)  —  fia,  h) 
prend  la  forme 

(l)  0/--[Asin-a  -[-  2Bsinacosa  +  Ck'os-a  -f  t\, 

où  î  =  c'cosa  -1-  c"sina  et  tend  encore  vers  0  avec  /'. 

La  considération  tie  cette  ex|)i'ession  conduit,  0  (HanI  positif, 
aux  conclusions  suivantes  : 
1"  Si  le  trinôme 

A  sin'a  +  2B  sin  a  cos  a  +  C  cos'a 

ne  peut  s'annuler,  comme  il  est  fonction  continue  de  y.,  il  con- 
servera un  si^ne  invariable  et  sa  valeur  absolue  restera  supé- 
rieure à  un  nombre  positif  m.  (l'est  donc  ce  ti'inome  {{ui  don- 
nera son  si^iie  à  l'expression  (l)  dès  (jue  l'on  aura  |  e  |  <^  m, 
donc  à  paitir  d'une  valeur  sulïisammont  petite  de  /■,  (picl  ipic 
st)it  y..  Il  y  aura  maxime'"  ou  minime  selon  <pie  le  trinôme  sera 
négatif  ou  positif. 

2"  Si  le  ti'inome  peut  clianf;er  de  signe,  ct)mme  il  donne 
encoi-e  son  signe  à  l'expression  (1)  à  partir  d'uni^  valeur  suf- 
lisamnicnl  pclile  de  r,  il  n'y  aura  ni  maxinu'  ni  mininu'. 

3")  l'jdin,  si  le  trinôme,  sans  |)ouvoir  changer  de  signe, 
l)ent  cei)cndant  s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  y.,  le  signe 
de  l'expression  (1)  (h^pend  j)oui'  ces  valeurs  de  celui  de  c  qui 
reste  inconnu  et  l'on  ne  peut  riiMi  conclure. 

Les  caractères  analyti(|tic>>  dislinclils  de  ces  trois  cas  sont 
facilc^s  M  indlipuT. 

Supposons  d'abord  A  (lillÏMcn!  i\v  zéro  ;  le  I  rinomc  -^c  met 
sous  forme  de  fracti(ui,  comme  il  suit  : 

(A  sin  y.  ±  U  cos  y.y  r   (AC  —  li)  cos'a 
1  )  Si  A(;  —  H'  l^-  (t,  \c  nuint-raicnr  de  celle  fi-aclion  esl  une 
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sommo  de  tleiix  canx^s  <jui  ne  peuvent  s'annuler  ensemble  et 
il  est  toujoui's  positif.  Donc  le  trinôme  ne  peut  s'annuler  et  a  le 
signe  de  A.  11  y  a  maxime  si  A  <^  0  et  minime  si  A  ^  0. 

2")  Si  AC  —  B-  <^  0,  le  numérateui-  a  des  signes  dilîérents 
dans  les  hypothèses  eos  a  -=  0  et  tg  a  =  —  B  :  A,  le  trinôme 
change  de  signe  et  il  n'y  a  ni  maxime  ni  minime. 

3")  Si  A(^  —  B-  =  0,  le  numérateur  se  réduit  à  un  seul  carré, 
le  trinôme,  sans  changer  de  signe,  peut  s'annuler,  (^esl  le  cas 
douteux. 

Supposons  encore  que  A  soit  nul.  Le  trinôme  se  réduit  à 

cos  a  (2  B  sin  a  +  C  cos  a). 

Si  H  n'est  pas  nul,  cette  expression  change  de  signe  avec 
cos  a  supposé  infiniment  petit,  et  il  n'y  a  ni  maxime  ni  minime. 

Si  .V  et  B  sont  nuls  tous  les  deux,  le  trinôme  se  réduit  à 
C  cos-a,  qui  peut  s'annuler  mais  no  peut  changer  de  signe. 
C'est  encore  une  fois  le  cas  douteux.  Enfin  ce  serait  encore  le 
cas  douteux  si  A,  B,  C  s'annulaient  tous  les  trois. 

Cette  théorie  suppose  l'existence  des  dérivées  secondes  au 
point  (a,  h),  mais  ne  suppose  pas  leur  continuité  au  point 
(a,  h)  ni  leur  existeiice  aux  environs  de  ce  point. 

Rcmanfue.  —  C'est  uniquement  pour  rendre  la  discussion 
plus  claire  (pi'on  a  remplacé  h  et  k  par  /'sina  et  /'cosa,  mais 
cette  substitution  n'est  pas  nécessaire.  Le  raisonnement  peul 
se  faire  directement  sur  le  trinôme 

A/i-  +  2B/j/c  4-  C/c-, 

c'est-à-dire  sur  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la 
formule  de  Taylor,  et  les  résultats  obtenus  peuvent  se  résu- 
mer comme  il  suit  : 

1"  11  n'y  a  ni  maxime  ni  minime  si  les  racines  du  trinonu> 
sont  réelles  et  inégales  : 

2"  Il  y  a  extrême  si  les  racines  sont  imaginaires  :  maxinu*  si 
A  est  <^  0,  minime  si  A  est  >  0  ; 

3°  Doute,  si  les  racines  sont  égales,  ou  si  le  trinôme  s'an- 
nule i(lenti<piement. 

Pour  trancher  le  cas  douteux,  il  l'aul  faire  intervenir  des 
termes  d'ordre  plus  élevé  de;  la  formule  de  Tayloi-,  mais  la  dis- 
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cussioii  géiiérale  csl  assez  difTicilc  et  ne  peut  Iroiivei-  place  ici. 

119.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  l  ne  méthode 
seinhlahle  s'a})pli(|ne  anx  fonctions  de  (rois  cl  d'nn  pins  ^lainl 
noinbi-e  de  variables.  |*()iii'  (pie  f{.\,  y,  z)  soil  e\liénu''e  an 
|)()iiil  {(t,  h,  (•),  il  lanl,  dans  l'Iiypothèse  la  dilTc'renliahililé, 
que  ses  trois  déiivées  pailieiles  /"^.,  /'',.,  f.  s'amiulcMl  en  ce 
point,  on,  ce  (pii  revient  an  nn^'ine,  (pie  sa  (liHéreniielle  lolale 
(//soit  idenliqnemenl  mille.  En  exprimant  (jne  ces  conditions 
sont  satisfaites,  on  obtienl  un  sysl(>me  d'iWpiations  slmnlla- 
iu>es  don!  les  sohilions  {a,  h,  c)  peiiveni  l'onrnir  des  extivnn's. 
Pour  s'en  assurer,  on  remplace  .v,  y,  :•  par  «  -i-  h,  h  +  /c, 
c  -\-  l  et  l'on  calcule  cl-f,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  termes  du 
2*  ordre  en  h,  k,  l.  (le  sera  nn  polynôme  homogène  du  second 
de^iv,  (pii  devra  avoir  un  si^ne  iini(pie.  On  le  Iranslorme 
donc  eu  une  somme  al^t'briqne  de  carrés  par  les  méthodes 
enseignées  en  algèbre  :  1'  Si  tons  ces  carrés  ne  sont  pas  de 
même  signe,  il  n'y  a  pas  d'exlrémé  ;  2"  s'ils  sont  tous  de 
même  signe,  il  >■  a  inininn''  s'ils  sttnl  jiosilil's  et  maxime  s'ils 
sont  iH'galIfs,  poiiiN  n  «pi'ils  ne  |)iiissent  s'anniilei-  en  même 
lemps  (pie  pour  h  --^  k  —  /  ^  0  :  3"  si  tons  les  carrés  sont  de 
nK'ine  signe  mais  peuvent  s'annuler  ensemble  on  même  dis- 
paraissenl  ideni  i(jiieinenl,  le  doute  subsiste. 

120.  Problème.  —  Ti-oih'ci'  la  plus  convie  (lislancf  de  doux 
droites  de  l'csiKicr,  non  ixti'dllèlcs,  A  et  B. 

Soient  a,,  <i.,,  (i  les  cooidonnées  d'un  pi)inl  n  de  la  droite  A, 
et  7.,,  7..,,  a.  les  cosinus  dii'ecteiirs  de  celle  droile  ;  les  coordon- 
né(\s  .V,  y,  z-  d'nn  point  ((nelcon(pie  de  celle  même  di-oile 
peiiveni  s'exprimer  an  nioxcn  d'une  \  ai'iable  independanle  n 
par  les  rormules  : 

(  V)        •^'  —  "»  =  y  — «»  _  g  — «3  _  „ 

a,  7...  7.., 

De  mêmes  les  coordonnées  ;.  y,  'C  d'nn  poiid  (pielcompu'  de 
lii  droite  H  s'expi'imeront  en  l'onction  d'une  secmide  variable 
independanle  \'  par  les  lorniides  : 

(H)       ^-"'^^^--M'^- 

Pi  r'î  i-'s 
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OÙ  7;,,  h.,,  1)^  sont  les  coordonnées  d'un  point  ]>  de  la  droite  B 
et  j,,  ,3.,,  %  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite. 

Soit  0  la  distance  de  deux  points  (.v,  y,  z)  et  (;,  y,  X)  })ris 
sur  chacune  des  droites  A  et  B.  Son  carré  a  pour  expres.sit)ii 

(i)        ^^  =  (;_^)^  +  {r.-yr  +  a-:-r- 

(^est  une  fonction  de  ii  et  de  c  en  vertu  des  équations  (A) 
et  (B)  et  il  faut  en  ciierclier  le  minime.  Pour  cela,  il  faut 
annuler  ses  deux  dérivées  partielles.  En  se  servant  des  rela- 
tions : 


(2)  f.  —  y  =^  ,%^'  —  y-iU  +  {ho  —  a,), 

^  :  -  r.  =  %v  -  y.,ii  +  {h,  -  (h)  ; 

et  eu  appliquant  la  régie  de  déiivation  des  fondions  de  fonc- 
tions, on  trouve  ainsi 

Y  ^  =  (;  -  ^)  ?.  +  (-,  -  y)  %.  +  C.-  ^)  %  =  <'. 


Ces  écjuations  sont  susceptibles  d'une  interprétation  géomé- 
trique immédiate.  En  elîet,  désignons  par  Tj,  t.,,  T3  les  cosinus 
directeurs  de  la  plus  courte  distance  0  des  deux  droites  ;  on  a 

(4)         ;  —  .V  =  07,,        Y,  —  y  =  07.,,        ^  —  r-  =  0T3, 

et  les  équations  (3)  peuvent  s'écrire 

^T,a,  +  T^a,  -4-  73^.3  =  0, 

Elles  expriment  donc  que  la  plus  courte  dislance  est  une 
perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  A  et  B.  Les  cosinus 
directeurs  de  la  plus  courte  dislance  sont  fournis  par  ces  der- 
nières équations.  En  elîet,  si  l'on  pose,  en  abrégé, 

(6)    T,  =  a^.'ij  —  v.,,\,      T,  =  a^.'i,  —  a,;!,,      T^  -  a,;i,  —  a.fi,, 

il  vient 


(7)  -^  =  ^1  =  ^  =    7  =. 

^^  T,        T,       T3      iTT-fT^  +  ï!; 

La  grandcnr    de    la    plus    courte    distance   ellc-niéinc    s'en 
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déduit  aussi  ;  cai-,  on  additionnant  les  équations  (4)  multipliœs 
respectivement  par  t,,  t.,,  t.,  il  vient 

0  =  T,  (^  -  X)  +  ',  (7.  -  y)  +  ',,,  (r  -  3)  ; 

puis,  en  remplaçant  les  parenthèses  par  les  valeurs  (2)  cl  en 
tenant  compte  des  équations  ("))  el  (7),  on  trouve 

(S)         0  =  T,  (h,  —  «,)  +  T,  {1k  —  rt,)  +  T,  {h,  —  «3) 
_  T.  (i>.  -  a,)  +  T.,  (b,  -  a,)  +  T3  jh,  -  a,) 

Enfin,  il  reste  encore  à  trouver  les  valeurs  de  n  et  de  e  cor- 
respondant aux  extrémités  de  la  plus  courte  distance.  Pour 
cela,  on  reni[)lace  dans  les  é(juations  (A)  les  parenthèses  par 
les  valeurs  (2)  et  l'on  tionve,  i)ar  les  propriétés  des  cosinus 
dii'ccteurs  d'une  droite,  les  deux  équations  suivantes  : 

1  3o- 
V        ^^-r—  ---  Jt  —  ecos  (A,  li)  — /)  r-.  0, 

<'-•)      >    i  «' 

-^r-^    =    Il  COS  (A,   U)  —  l'  —  (/    =   0, 

OÙ  l'on  a  posé,  en  al)ré^<', 

/  'l  =  (/>.  —  ^'.)  :^,  +  (^  —  "•.>)  ,-•:  -t   (/^  —  ",)  %.. 
Ou  en  tire 

noA       ..  _  /J  —  t/  coB  (A,  13)  _fjcos(A,  H)  —  </ 

snr^A,  H)  8in-(A,  B) 

ce  (|ui  acli(''\('  la  solution  du  })rol)lème. 

HenianiUi'.  —  Ou  vc-rille  facilement  (pu-  la  solution  précé- 
dente  satisfait  aux  conditions  analyli(jues  tl'uu   miidmé.    Ma 

clVet,  ou  tiic  (It'N  ('(|uatious  (il) 

,—  =2,  =.  _2cos(A,IJ),        ,4^-' 

Douc  la  (puinlilé  représenltM'  par  Ad —  H'  dans  la  théorie 
générale  est  égale  à  Isin'  (A,  ïi).  Klle  est  positive,  et  il  >  a 
minime  parce  que  la  <piantilé  A  est  posili\c. 
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EXEIKIICES 

1 .  f(x,  y)  =  x^  +  .^-^  —  9  .v\-  +  27. 

R.  Une  solution  :  .v  =  .'<.  \-  —  :î  (niiniiiié). 

2.  f(x,  y)  =  x^  4-  y^  —  •2x-  +  l  xy  —  2.v-. 

II.  Trois  solutions  :  .v  —  -f  j  L\  ^-  =  —  [2  (minime):  -V  =  —  j  2. 
\-  =  -f  12  (minime)  ;  .v  =  (».  y  —  U  (pas  ciVxtivmé). 

3.  /'(.v.  .\-)  =:  A-  —  2  .VA--  +  y^  —  y\ 

R.  Une  solution  :  .v  =  0,  _\'  =  0  (ras  douteux),  (loin me  la  fonction  peut 
se  mettre  sous  la  forme  (.v  —  }■')'•  —  v'.  on  \(jit  faciltMOcnl  (|u"il  n'y  a  pas 
d'extrême. 

On  remarquera  <jue  cependani  la  fonction  ('(lit,  kl)  de  /  seul  est 
maximée  pour  (  =^  0  quels  que  soient  les  coctlicients  //  c/  k.  Cet  exemple 
prouve  que  l'existence  tl'nn  extrême  de  /"(»  -r  fit,  h  +  kt)  pour  /  =  0  quels 
(jue  soient  /i  et  k.  n'enli'aine  pas  l'existence  d'un  extrême  de  /'(.v.  \-)  au 
j»oinl  («,  h). 

4.  Trouver  dans  le  j)lan  d'un  Irian^le  doum'-  un  point  ()  Irl  ([uc  la 
somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  trois  sommets  soit  minimêe. 

Soient  (rtp  /*,),  («.,.  />.,),  (fj,.  h.)  les  coordonnées  rectangulaires  des  trois 
sommets,  (.v.  y)  celles  du  jioint  (  ).  Le  point  ()  es!  le  ct-nlrc  de  i^ca\il(''  du 
triangle  : 

Hx  =  (l^  -\-  a.,  4-  0.5.  3.V  =  /),  -j-  /).>  -(-  h... 

ô.  Trouver   dans  le   plan  d'un   triaufjle  donné   un   poini   ()   tel   i|ue  la 
somme  de  ses  tlistances  aux  trois  sommets  soit  mininu'>e. 
R.  Conservant  les  notations  précédentes,  il  faut  minimer 


/•(.v.  y)  =  Si  (X  -  «,)"-  -^  (V  -  hif  (/  =  1 .  2.  3). 

Soient  r^.  /'.,,  /•.,  les  droites  joignant  le  point  {)  aux  trois  sommets,  et 
6,,6),  0;  leurs  angles  avec  l'axe  des  .v.  On  a,  si  les  dêri\écs  partielles 
s'annulent. 

^7-7=  cos  6,  +  cos  6.,  _(-  cos  f).,  =  (I. 

L'axe  des  .v  étant  (pu'lcou([ue.  eu  en  <-onclul  ([ue  les  trois  droites 
/",.  ;•.,.  /■.,  font  entre  elles  le  uu''nu'  aiit-le.  Le  minime  a  lieu  au  poinI  où 
les  trois  ccMés  «lu  triangle  sont  vus  sous  le  même  angle  (12(1").  Ce  poinI 
est  facile  à  construire  si  les  (rois  angles  du  ti-iangl«' sont  —  120".  Mais 
si  l'un  des  angles,  A  par  exemple,  est  -^  120",  ce  poiid  n'existe  plus. 
On  montrera  que,  dans  ce  cas,  le  mininu*  a  lieu  ([uaïui  le  ]»oiut  O  vient 
coïncider  avec  le  sommet  A  du  triangle.  C'est  nu  exemple  remarqualile 
011  l'extri-nu'-  correspond  à  un  point  de  discontinuitc-  des  di-rix  l'-es. 


cHAi^rriîK  IV 


Fonctions  implicites 
Changement   de   variables 


§  1.  Théorèmes  d'existence 

121.  Théorème  I.  —  Soil  V{n,  x,  y,...}  une  f'oiiclion  continue 
(les  \'(iriahU's  n,  x,  y,...  Sni>i>(isi>ns  (jn\'n  un  point  jHivticiilicv 
M(h„,  (i,  />,...),  1(1  fonction  l\so//  ;  1'  nulle,  2"  dij'j'ércntidhlc, 
;î"  douce  (l'une  (k'rh'ce  V'„  non  nulle.  Aloi's  il  existe  (tu  moins 
une  l'onction  u  =  '^(.v,  y,...)  ([ui  se  réduit  à  //„  ou  i>oinl  {u,  h,...) 
et  (jui,  dans  son  <.unsin(ii>e,  s^itisf'uit  idenli(iueinent  <i  l\'([U(ition 

V{u,  x,  y,...)  =-  0  ; 

enjin  tonte  fonction  n  (jui  possède  ces  deux  iiroprii'tcs  est 
(lifférentidîde  (donc  continue)  en  ce  inènte  point  (\'(ti m;). 

Il  siillira  (le  (■oiisuh'M'cr  ti'ois  xariablcs  u,  x,  }'.  I*iiis(|ii('  {•' 
est  nulle  au  point  M  et  (jue  F',  ne  Test  pas,  on  piMil  d'ahoid  se 
donnei'  un  Z  positif  assez,  petit  |)our  i\i\e 

l''(f/„  —  0,  (i,  h)         (>t  V(u,.  -    0,  a,  />) 

soient  de  signes  eontiaiics,  cai-  l'est  une  fonction  cioissanle 
ou  (h'croissanlc  de  u  au  poiid  n,..  Musuitc,  puis(|U('  I"  est  ton- 
linue,  on  peut  se  donner  un  o'  positif  assez,  petit  pourcpu'  les 
(pianliles,  aussi  xoisines  (pi'on  le  veut  des  prect'denles, 

!•'(//„  —  o.  .V,  y)  et  !•'(;/„    ^    0,  .V,  y) 

soleil I  aussi  de  signes  eonlraiic^s  sons  la  eondil  ii>n  (pie    .v  —  d 
et  j  y  —  /»    soient  -^  '/. 

Ceci  fait,  donnons-nou^  un  sysiènie  «pieleoncpie  .v,  _\' eidre 
ces  liinilt's  ;  !•'(?/,  .v,  .\)  <'st  uiu'  fonelion  eonliniu'  de  //  (pii 
elianfj^e  de  si;;ne  entre  //„  —  o  v[  u„  ^  o  et  ^'annule,  par  eon- 
sc'quent.    dau'^   cet    intervalle.    Soil    //        -^(.v,  y)    la    racine    (la 
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[)lus  grande  s'il  y  en  a  plnsieurs)  :  ce  sera  une  solution  de 
F  =  0  se  réduisant  à  h„  au  point  {a,  h). 

Soient  maintenant  Ix,  Ay,  Ah  les  accroissements  correspon- 
dants de  .v,  y  et  de  ii  à  partir  du  point  (a,  h).  Puisque  F  est 
dilTérentiable  au  poini  {a,  />,  »„),  on  a 

AF  =  (F;,^  +  s)  Ah  +  (F;,  +  i')  A.v  +  (F'„  +  i")  Ay  =^  0, 

où  les  i  tendent  vers  0  avec  les  A  et  peiiveni  donc  être  sup- 
posés aussi  petits  (ju'on  N'eut  avec  o  et  o'.  Nous  supposerons  o 

cl  o'  assez  petits  poui-  (jue  les  z  soient  <C  ^    ^'n  i  ^jui  n'est  pas 

nid.  Alors  l'équation  précédente  montre  que  \n  lend  vers  0 
avec  A.v  el  ^y^  donc  (jue  la  fonction  u  est  contiiuw  au 
l)oinl  {(i,  h). 

Cette  é(]uation  montre,  de  plus,  que  in  ft)nction  esl  (lifj'crcn- 
liaide  au  point  {a,  h),  car  on  en  tire 

c'est-à-dire 

lu  --  —^\x  —  ^  Ay  +  £'"A.v  +  c-Ay, 

où  les  i  tendent  encore  vers  0  avec  les  A,  donc  avec  A.v  et  A3". 

IIemauoues  complémentaires.  —  Si  V'„  existe  et  ne  s'annule 
pas  au  ^'o/.st/trt^e  du  point  (a,  1),  h„),  la  solution  u  de  Véqua- 
tion  V  =  0  est  unique. 

Va\  etîet,  s'il  y  en  avait  deux  u  et  u',  on  aurait,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  pour  une  valeur  V  comprise  entre  u  et  »', 

U  -  1- (/^  -v,  y)  —  V{u\  X,  y)  =  {u  —  u')  V'.iV,  x,  y) 
¥'„{\:,  .V,  y)  -  0. 

Si,  de  plus,  V  est  di/J'érentiable  aux  environs  du  point 
(a,  h,  H„),  la  fonction  u  est  difjerentiahle  au  K'oisiîiage  de 
(a,  h),  cai-  la  diMnonstration  précédente  s'ap|)li(pie  en  chafpie 
point  (.V,  y,  u). 

122.  Théorème  II.  —  Soient  n  fonctions  \'\,  V.,,..,  F„  de 
ni  +  n  variables,  à  savoir  m  varialdes  x,  y,...  e(  n  variables 
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II,  K\  u',...  Siii)[)os<>ns  <iu\'ii  un  [Ktinl  M  {a,  h,...  ii,„  v„,  w^',,,...) 
les  fondions  V  soicnl  :  I  '  nnllos,  2"  dilJ'rrcnruihli's,  'A'  telles 
<iae  le  déterminant 

^\<\     W,     OF,     ^__ 

M^„     ^F„     M^ 

M;\,      ^,      ^n 

^n  :*s'  ^^'^ 
ne  s'dnnule  jkis  an  poinl  M.  Alors  il  existe  (Ui  moins  un  sys- 
tème (te  l'onelions  n,  o,  u',..  des  m  KUii'idlfles  x,  y,...  se  rédin- 
s(int  à  j/„,  r,,,  u'„,...  (tu  jxiinl  a,  h,...  et  sntisl'disont  identi(iuc- 
menl  aux  ('(iiutlions  F,  =  0,  F.^  ^  0,...  !■'„  -  0  aux  environs 
de  ee  point.  Ensuite  tout  système  de  fonetions  de  x,  y,...  pos- 
sédant  ees  deux  propriétés,  est  dijférentiahledu  point  {a,  />,...) 
/wi///j  si  les  dérivées  partielles  (jui  composent  le  détermi- 
nont  .)  sont  des  fonclions  continues  de  x,  y,...  u,  \\  vo,...  nu 
(lu  }>oint  M,  .1  ne  s'annule  p(is  an  s.'(dsin(tiie  de  M  et  le  système 
de  ces  solutions  n,  v,  u',...  est  uni(ine  (^ Oi  n«;). 

(ic  Ihoorômo  se  ic'diiit  au  pivcédeiil  (|ii;ni(l  il  n'y  a  (in'iiiio 
seule  ('(jiialioii.  INair  l'c-lahlir  en  f^c'iu'ral,  adiiielloiis  (|iril  ail 
été  iléjà  elahli  pour  //  —  1  (''<nial!t>ns  cl  mont  i(tii>  (jii'il  su  hsiste 
pour  n. 

Dési^uous  par  .1,,  .1.,,...  .1,,  les  niiueurs  relatifs  aux  éh'Uieuls 
(le  la  iHcniiric  colomie  de  .1   ;  OU  a 

(1)  .l=.l,   '-'  -..I..4ÏÎ  +  . ..  +  .!„   f". 

^u  ^u  ^u 

Comme  .1  ne  s'auuule  pas  au  point  M,  il  faut  (pu*  l'un  au 
moins  des  inineui's  ne  s'auuide  |)as  en  ee  point  et  nous  pou- 
V(His  supposer  <pi<'  ce  soit  .1  ^ .  I  )ans  l'Ii  \  pol  lièsc  où  les  d('Mi\  ces 
son!  eoulinnrs  ;iu  point  M,  .1,  m-  s'im  nu  Irra  pas  ikui  |iIus  dans 
les  eux  ir(Uis  de  ee  poinl . 

Oi'  le  Iheorèiur  est  suppose''  s";i j)pli(pi('i  |»our  (/*  —  1)  e(|ua- 
lions.  Doue,  .1,  l'-tant  dillV-rrut  de  /«'mo,  il  existe  uu  système 
(uni(pu'  dans  la  derinèic  h\  polhèse)  de  n  —  I   fonetions  : 

(2)  e        \(x,y,...u),  u-  -   W (.v,  \-,...  ;/).... 
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(le  m  +  1  variables  indépendantes  .v,  y,...  ii  se  réduisant  à 
v',„  u'o,...  au  point  {a,  />,...  «,,)>  ditîérentiables  en  ce  point  et 
satisfaisant  identiquement  aux  n  —  1  équations  : 

(M)      F,(.v,  V,...  Il,  V,  W,...)  =  0,...,  F„(.v,  V,...  Il,  V,  W,...)  =  0. 

Si  l'on  substitue  ces  fonctions  dans  Fj,  il  vient  identique- 
ment 

F, (A-,  y,...  ll,\,^^\...)  =  <ï>(.v,  .^^...  II) 

et  la  relation  F,  ^  0,  qni  reste  seule  à  véiilier,  devient 

(4)  <h{x,y....u)  =  0. 

En  vertu  du  théorème  1,  il  existe  au  moins  une  fonction  u 
des  m  variables  .v,  y,...  se  réduisant  à  ii„  au  i)oint  a,  h,... 
satisfaisant  à  l'équation  précédente  dans  le  voisinage  de  ce 

point    et   ditrérentiable,  jwurvu   que    - — ne  s'annule,  pas  en 

ce  point.  Mais  cette  condition  est  réalisée.  En  elïet,  on  a  iden- 
tiquement 

?»  c*H  c*e       c*fZ  ?«'     "^u 

Multiplions  celte  identité  par  J,  et  ajontons  membre  à 
membre  avec  les  identités  ci-dessous,  multipliées  respecti\  e- 
ment  par  Jj,  Jj,...,  identités  qui  s'obtiennent  en  dérivant  par 
rapport  à  ii  les  identités  (3)  : 

^       HF..       DF..    2)V        ?F,    nV 

0  -  — -  +  — --  ^-  +  -^-  -^—  +  •••' 
du  oe      du         Ou'      ou 

IF..       n\,    DY         I^F,    ?W 

<)H  DV       c>fl  Î*W'       Du 


Il   vient,    par   (1)   et    par   les   propriétés   des   mineurs  d'un 
déterminant, 

J,--=J,  d'oii  ^^=.):.I,. 

Donc,  piiis<|ue  J  et  .1,  sont  ditlerenls  de  /«MO,  l'est  aussi. 

cil 

Endn  si  les  dérivées  partielles  sont  conlinuc's  au  point  M,  la 

solution  n  est  uni(nie,  puisqne    ^       ne  s'aniuilci'a  i)as  non  ])liis 

cil 

dans  le  voisinage  du  point  (a,  It,...). 
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Si  l'on  siibstitiie  dans  les  tWjualions  (2)  la  fonction  //  doiil 
rcxistenco  vient  d'ètro  établie,  on  obtient  ])our  ii,  k',  w,...  un 
système  de  I onctions  de  x,  y,...  (jui  satisfont  à  tontes  les  con- 
ditions requises  dans  l'énoncé  du  théorème. 

§  2.  Différentiation  des  fonctions  implicites 

123.  Les  fondions  inii)li(il('s  sont  celles  <|ni  sont  délinies 
par  des  é(|uations  non  résolues.  Dans  b"  paraj^rapiie  précédent, 
on  a  indi{[ué  sous  (pielles  conditions  on  peut  s'assurer  de 
l'existence  et  la  dilîérentiabilité  de  ces  fonctit)ns.  Leur  exis- 
tence admise,  la  détermination  des  (b'M'ix  ('cn  et  des  dilTéren- 
tielles  des  fonctions  implicites  se  fait,  sans  ditïicullé  et  pai- 
une  méthode  uniforme,  en  diflerentiant  totalement  les  équa- 
tions qui  définissent  les  fonctions. 

124.  Dérivées  et  différentielles  du  1  '  ordre.  —  1  Considé- 
rons d'aboi'd  la  fonction  ini])licite  }■  d'une  seule  variable  a, 
ddinie  pai"  une  é(|uation  (dillerentialdc)  iinicpie 

h'(A-,   V)   ^   0. 

DilTérentions  totalement  cette  (Mpiation  (n'  1  Li),  il  \i('nl 
^V  IF 

?A-  0_>' 

d'où  nous  tirons,  pourvu  «pie  1'',.  ne  soit  p;is  nid, 

I',.  fl\  I',. 

ce    qui    fait    connaître   la    deiivée   et    la   di  lièrent  ielle   de  _\'  au 
moyen  des  déri\(''es  |)aiiielles  de  1'. 

()n  |>('iit  aussi  obtenir  la  dérivc'c  de  ^'  sans  passeï-  par  la 
diflV'r<'ntielle.  On  observe  (pie  1''(a',  y)  est  une  f'oncl'um  iin)i- 
fxtsci'  (le  x  (pii  «lemeiire  coustant(>  ipiaiid  on  \  ienq)la(^e  ^•  par 
sa  vab'ur  :.(a)  tirc'-e  de  r<''(piation  1*'  -  0.  Donc  sa  d(''ri\ée  sera 
nulle,  et  il  N  ient,  par  la  rè;^^le  du  n     I  12, 

^V  ^    M;^    (ly  _ 
?.v   ^    ?y     (Ix  ~     ' 

.',,.,,  .  (h'  ,  ...  ,. 

eipiation  d  ou  1  on  tire  aussi  -V—  .  <  >uand  on  opère  ainsi,  on  dit 

dx  ' 
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souvent  que  l'on  r/c'/'/ve  totahmcnt  l'équation  proposée  par 
rapport  à  .v, 

2"  Soit   maintenant    u  une  tonetii)n  implicite  des  variables 
indépendantes  .v,  y,...,  délinie  par  l'équation  ditïérentiable 

F(.v,  V,...  Il)  =  0. 

Il  Aient,  en  difîérentiant, 

:>¥    ,  DF    ,  ^F    ,         ,. 

-^  d.\  +  ——  dy  +  •••  +  -^   du  =  0  ; 

et  l'on  lire  l'expi-ession  de  la  dilîérentielle  totale 

F^/A-  +  F'ydy  +  ••• 


du  = 


F' 

-i-    II 


pourvu  ({ue  F'„  ne  soit  pas  nul. 

Les  dérivées  partielles  de  u  sont  les  coetTlcienls  de  d\, 
de  dy,... 

"^~     f;,'       ?v~     f;,'" 

D'ailleurs  ces  valeurs  s'obtiennenl  par  le  même  calcul  que 
dans  le  i)remier  cas,  en  considérant  toutes  les  variables  indé- 
])endantes  sauf  une  comme  des  constantes,  et  u  comme  fonc- 
tion d'une  seule  variable. 

3"  Considérons  maintenanl  //;  loiictions  im])Iiciles  u,  c,.., 
d'une  seule  variable  indépendante  .v,  définies  |)ar  m  écpialions 
dif ré ren fiables  : 

i   F,(.v,  //,  V',...)  =  0 
/       (/  -  1,  2,...  m) 

II  vient,  (Ml  (lill'éiiMitiant  lolalement  ces  //*  équations, 


(1) 


(2) 


?F  2>F,  ?F 

\     J^'dx^-pdu+^^ds^  +  ■■■  =  0 
^v  ?>/;  î)e 


/ 


ou 
{i  =  1,2,...  m) 

Soit  J  le  (l(''(ermiMant  des  coelïicieuls  de  du,  Je,...,  <à  savoir 

2F,    DF,  I 

J  =      ^F\    ÎF^ 
3u      <)e 
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Si  .1  n'est  pas  mil,  on  lire  des  équations  (2)  les  valeurs 
(le  (In,  (le  r/v,...  sous  forme  de  tractions  ayant  pour  dénomina- 
teur coiuniun  J.  Ku  divisant  par  dx,  on  trouve  les  tiérivécs. 
D'ailleurs  ces  dérivées  peuvent  aussi  s'obtenir,  sans  passer 
par  les  dilTéreutielles,  en  dcriKunit  totalement  les  é(puitions  (1) 
])ar  rap|)orl  à  .v,  ce  (pii  revii-nt  à  diviser  les  é(iuations  (2) 
jnir  dx. 

I"  Passons  entin  an  cas  Lfénéral.  Soient  m  l'onclions  impli- 
cites //,  e,...  (le  n  variables  indépendantes  a,  y,...,  délinies 
par  m  (Wpiations  simultanées  difïerentiables  : 

\    Viix,  .V,...,  //,  e,...)  -  0 
^  ^  I  (i  -^  1,2,...  m) 

Iji  dilTérentianl  totalement  ces  é(|uations,  il  vient 

\     ^'''  ,/.v  +   p.  dv  f  ...  +  ^l^du  -  ^^/v  +  -  -^  0. 
(2)        ^-v  oy     ■  ou  De 

^  (1  =  1,  2,...  m) 

Soil,  comme  dans  le  cas  pr(''cédent,  .1  le  deteiininanl  des 
eoelTicients  de  tin,  (l\\...  Si  .1  n'est  pas  nul,  on  rés()ut  les  é(pia- 
tions  (2)  par  rapport  à  (//;,  d\\...  On  obtient  ces  difléreutielU^s 
sous  forme  de  fractions  ayant  .1  poui- dénominateui- commun  et 
dont  les  numérateurs  sont  linéaires  pai-  rapport  à  (/.v,  d},... 
Les  (|(''riv('M's  partielles  d'uni'  des  fondions  sord  respecti\'emenl 
les  coellicienis  de  dx,  de  f/.v,..,  dans  la  dilTérentielle  de  cetl<» 
fonction.  Jolies  s'e\|)riment  donc  rationnellenu'ut  au  moyen 
des  dérivé(\s  pailielles  des  fonctions  F,  par  rapport  aux  \  aria- 
l)les  A,  A',...  n,  v',...(>l  elles  ont. I  pour  dc-nominaieur  commun . 
On  peni  aussi  les  (d)lenir  direelenienl ,  comme  dans  le  cas  pr('*- 
cedenl,  en  considi-ranl  ;/,  \\...  connu»-  fonction  de  a  seul, 
de  y  senl,  etc. 

125.  Dérivées  et  différentielles  successives.  —  Les  dérivées 
cl  les  dinV-renlielles  du  denxieme  ordre,  du  troisième,  elc... 
s'oldiennenl,  par  l'applicalion  des  nwMues  |trinci|)es,  en  dilTi'*- 
i-eniianl  on  en  (l(''ri\anl  lolalenienl  deux  fois,  trois  fois... 
l'ecpialion  ou  les  tMpialions  |)roposées,  toujours  snppost'cs 
dilT(''reidial)les.  Aucune  notion  nouAclle  ne  s'introduit,  mais  il 
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faut  observer  ({ue,  dans  ces  difrérentiations  successives,  les 
différeutielles  premières  des  variables  indépendantes  doivent 
être  traitées  coinme  des  constantes,  tandis  que  les  dilîéren- 
tielles  des  fonctions  sont  elles-mêmes  des  fonctions  ayant  des 
différentielles  successives,  différentielles  que  l'on  désigne  par 
les  caractéristiques  d,  d-,..  d"  et  (]ui  sont  précisément  les 
inconnues  que  l'on  cherche. 

Soit  d'abord  à  déterminer  les  dérivéé's  successives  d'une 
fonction  y  de  x,  définie  par  une  seule  équation  V{x,  y)  =  0. 
On  a,  en  dérivant  successivement. 


"bx  3y     dx 

rv        ,  rv    dv         l-F/dvV       ?F    d-y 


Xy'         3.v3 V  dx         3 >-■-  \  dx  j         l>y    dx' 

La  première  écpiation  tlonue  \)y,  hi  deuxième  W'y  ai)rès 
qu'on  y  a  remplacé  l)y  par  sa  valeur,  la  troisième  D'y  après  y 
avoir  remplacé  \)y  et  D'y  par  leurs  valeurs,  et  ainsi  de  suite. 

Passons  enfin  au  cas  généi-al  où  //*  fonctions  u,  v,...  des  n 
variables  indépendantes  .v,  y,...  sont  définies  par  le  système 
de  m  équations  : 

F,(-v,  y,...  Il,  V',...)  =  0,         {i  =  1,2,...  m). 

En  dilTérenlianl  de  i^i'oclie  en  proche,  en  en  lire  les  systèmes 
successifs  : 

:)  :»  :*  :*  , 

~-dx  +,-^~dy  +  •••  +  ^—dn  -r-   ,     f/v'  -f   •••    1'-  =-  0. 
3.V  dy  eu  Dv 


dx 


^  ...  +  'du  ^  •••Vf,  +  ':~^d'u+^  d'v  +  ...  =  0, 

ou  I  vu  t>V 


Le  pri'mier  système  (hinnc  du,  (l\\...  PorlanI  ces  valeurs 
dans  le  système  suiNanI,  en  en  déduit  d-u,  J^',...  et  ainsi  de 
suite.  On  a  cha(pie  fois  à  résoudre  un  système  d'éfiuations 
liiu'aires  :  h's  inconnues  soni  du,  de,...  (hnis  le  |)remier; 
d-u,  f/-v',...  dans  le  second,  eh...  On  i'emar(|nci  a  (pie  le  déter- 
minant des  coellicicnis  des  inconiiU(>s  (>st  .1  suppose-  dinV'renl 
de  0,  le  même  dans  Ions  les  systèmes. 

10 
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Les  (IcMi  vros  partiellos  d'ordre  p  des  fonctions  n  s'obtiennent 
encore,  i)ar  le  principe  du  u"  109,  en  identifiant  la  valeur 
obtenue  pour  d-n  avec  l'expression  g-énérale  de  celte  difleren- 
lielle 


(li'ii  =  \^-d.^  +  ^^ — dy  +  •••    u. 


On  peut  aussi  déterminer  ces  dérivées  par  des  dérivations 
totales  successives  elîectuées  sur  les  écpiations  proposées  par 
ia[)port  à  chacuiu'  des  variables  indépendantes,  mais  le  pro- 
cédé par  dinérentiations  totales  successives  sera  généralement 
plus  ])i'alkpie. 

EXERCICES 

I.  (lalciilcr  les  (h'rivcos  successives  <lo  la  l'omtion  y  de  .v  drliiiio  par 
ré(|ualii)ii 

V 


K. 


Loi;- 1  A'-  +  y-  =  arc,  Ij 

.V 

(ly  __  x  -f-  y       d'y  _  .,  .v-  -f  }'' 


dx       X  —  y       (Ix-  (x  —  y)^ 

'2.  I  )(''ii\  ('cs  successives  des  l'oucl  ions  \-  el  :■  de  .v  di'dinies  pai'  li's  deux 
c(|iiali()iis 

.V  +  y  +  :■  =  o,       X-  +  y-  -f-  ;■'  =^  />'. 
(Iv        :■  —  .V       d'y      3/)'  —  a- 


1\. 


dx       y  —  :-       dx-       (;•  — v)'' 


'.\.  DilTéreiilieiles    totales   el    dérivét's    partielles   de    la    loiiclinn    :•  des 
variables  .v  el  y  délinie  par  réqualioii 

(f       /)-       (■' 

H.  dz.  =  —  -^  f  — .,  dx  +  •'■.,  dy\ 

;.  |_     rt*        <•'        a-         <rb-  \  h^        c^ J     h-   J 

1.  l»ilTiif'td  il' Iles  lulitirs  et  di  •rivées  j)ar  lie  lies  des  ronctiotis  ;•  et  jj  lie  .v 
et  y  (h'Iiiiirs  pai'  deux  l'ipiat  ions 

A-  4-  y  -\-  z-  -\-  u  z^  a.         x"  -f-  y-  -f  ;•*  4.  u-  =  h. 

W.      dz-  .=  ("  — •v)t^-^'  +  ("— .v)<0-     ,/„  ^  (z  —  x)  dx -\- (i  —  y)  dy 
«  —  n  M  —  z 

.).  Klaiil   dumices  deux  t''(piat ions  l'iilic  ipiatic  vaiiaMi^s  .v,  a\  m.  ^•,  on 
peut    con-^idi-rer  ().  i' coininr   fonctions  (\>' .\,  \- on  .v.  \- comme   fonctir)iis 
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(le  II,  K\  Les  dérivées  partielles  de  a,  v  dans  lapreiiiiéri-  liyiiollièse,  colles 
de  .V.  y  dans  la  seconde,  vérifient  les  équations 

Du    D.v  Dv     D.v         ,         Du     D\-  Dv     Dr 

1 ■  :=   1 , ^   H '—  =  0. 

D.v     Tfn  D.v     Dv  D.v      Du  D.v     Di.' 

et  d»>iix  antres  analogues  ([u'on  ohlicat  eu  [lerniutaut  .v  el  ,\- dans  les 
précédentes. 

§  3.  Extrêmes  liés 

126.  Extrêmes  liés  d'une  fonction  explicite  de  deux  varia- 
bles. —  Soit  f{.\,  y)  une  fonction  dilï'érentiabie  de  deux  varia- 
bles .V  et  y  liées  entre  elles  par  une  équation  dilîérentiable 

en  sorte  (|ue  f  ne  dépend  en  rivalité  (pie  d'uni^  seule  \ariable, 
par  exemple  .v.  Il  s'agit  de  déieiniiner  ses  maximes  et  ses 
minimes,  (leux-ci  soid  ce  (pi'on  appelle  des  maximes  ou  des 
minimes  liés. 

Eu  supposant  toujours  satisfaites  les  condilious  d'existence 
et  de  continuité,  on  est  donc  conduit  à  annuler  la  dérivée 
totale  de  f{.\,  y),  y  étant  considérée  comme  fonction  de  .v. 
D'autre  i)art  y'  s'oblieid  en  dérivaid  l'équation  F(.v,  y)  ==  0. 
On  trouve  ainsi  les  deux  équations  : 

D.V        Da'  D.v        D,^- 

d'on  l'on  tire,  en  éliminant  y', 

^DF_Ylf:_0. 
D.v  Dr       Tfy  D.v 


flelte  équation,  combinée  avec  F  =  0,  donnera  les  systènu's 
do  valeurs  de  x,  y  pour  lesquels  /"peut  ètie  evtrémée.  La  dis- 
cussion pourra  se  faire  au  moyen  du  sij^iie  (i'f. 

127.  Cas  général.  —  Supi)os()ns  (pie  l'on  cheiche  les  maxi- 
mes et  les  minimes  d'une  fonction  ditîérentiable,  f{.\,  }■,..., 
Il,  V,...),  de  m  +  n  variables  liées  entre  elles  pai-  n  é(pndions 
indéperulautes  et  différeidiables  : 

(1)  F,(.v,  y,...;  «,  e,...)  -  0,  (i  =  1,  2,... /<), 
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(k'  sDite  ([lie  /'ne  déi)eiul  en  réalité  que  de  m  variables  iiulé- 
Ix'iKlaiiles,  par  exemple  .v,  ^-,...  Laissant  de  côlé  les  cas  de 
tliscontimiité,  tout  système  de  valeurs  de  ces  m  variables  (jui 
cxtrémera  /"devra  annuler  sa  dilTérentielle  totale  (n'  1  H)). 
D'autre  i)art,  les  é(jualions  (I)  peuvent  être  dilTérentiées  tota- 
leinenl.  On  est  donc  conduit  à  poser  le  système  de  (/<  —  1) 
équations  : 

/    ^v  î»y  l>ii 

a  =  1,  2,...  u) 

1-jili'e  celles-ci,  on  peul  élimiiu'r  les  (linc'i'entielles  du,  <l\',... 
des  n  variables  dépendantes.  L'équation  résullanle  sera  de  la 
l'orme 

Mdx  +  ydy  ^  •••(); 

et,  comme  elle  ne  lenrermc  plus  (pu-  les  m  (lillV-i'cnliclles  arbi- 
Iraires,  elle  se  décompose  en  m  auti'cs  : 

M  -  0,  X  -  (),... 

(pii,  jointes  aux  ii  écpudions  (1),  consliluent  un  syslèmr  de 
(m  +  n)  équations  simultanées  enlrt*  les  ni  -f-  n  inconnues 
.V,  .^■,...  n,  s'...  i'Ji  lésohanl  ces  écpiations,  on  trouve  les  sys- 
tèmes de  valeurs  ties  inconnues  cpii  peuvent  extrémer  /".  Il 
restera  à  discuter  ces  valeurs  au  moyen  du  sij,'-ne  de  {//'ou 
par  touti'  autre  métliotle,  cette  discussion  étant  généralement 
très  conipli<piée. 

128.  Méthode  des  multiplicateurs  de  Lagrange.  —  L'di- 
niinalion  des  di  tlV'rent iciles  entre  les  ('qualions  (2)  du  nuiiuMo 
l)récé(l('nl  se  lait  de  la  manière  la  pluscommode  parla  méthode 
des  multiplicateurs,  cpii  introduit  jjIus  de  symétrie  dans  les 
calculs.  On  multiplie  res|)eclivemenl  les  écpiations  (2),  hormis 
la  |>rcniicre,  par  des  lac  leurs  constante  à  (h'termiiuM'  /.,,  /..,...  /.„, 
puis  on  additionne  toutes  les  (Mpial ions  nn-iuhre  à  inembic.  On 
trouNc  un  résultat  de  la  forme 

.V(/.V  -r   lidv  -r  •••    T    Vdll    r    •  ••  -  0. 
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On  iina^^iue  que  l'on  dispose  des  n  facteurs  ailiilfaires  ).  de 
manière  à  faire  évanouir  dans  celte  équation  les  coefïicienls  P,.. 
des  II  difîérentielles  du,...  (jui  ne  sont  pas  indépendantes.  Alors 
il  ne  reste  plus  dans  l'équation  que  des  ditïérentielles  arbi- 
traires, de  sorte  que  les  autres  coefTîcients  doivent  également 
s'annuler.  On  est  ainsi  conduit  à  annuler  les  coelïicients  A, 
B,...  P,...  de  toutes  les  ditTérenlielles,  ce  ([ui  foiiiiiil  ?//  -  /( 
é({uations  : 


(3) 


D.v  D.v  D.v 


j    ^n  '    hi  -    ^11    ^ 


0, 


Les  systèmes  (1)  et  (3)  renferment  en  tout  m  +2ii  ("qualions, 
(|ui  serviront  à  déterminer  les  valeurs  des  m  +  n  variables  .v, 
y,...  II,,.,  et  des  n  multiplicateurs  inconnus  /,,,  ),„,...  /.„. 

liKMAHoi'K  I.  —  Le  système  (3)  est  le  même  ([ue  celui  qui' 
l'on  forme  en  cherchant  les  extrêmes  libres  d(^  la  foiution  4> 
délinie  [)ar  l'expresssion 

<ï>  =  /■  -  A,  F,  ^  A^F.,  4-  •••  A„F„, 

dans  hiquelle  on  considère  .v,  y,...  il,...  comme  des  Aaiial)U's 
indépendantes  et  /.,,  /..,,...  ),„  comme  des  constantes. 

Kk.mauoi  i:  II.  —  La  considération  de  la  fonction  (I»  est  aussi 
commode  pour  la  discussion  du  si^ne  de  <]-f'.  En  elTel,  on  a 
/■=<!>  en  vertu  des  équations  (l)  ;  d'où 

Remplaçons  d'-fp  par  son  expression 

/  ;)  3  \-        n^ 

--(/.v  +  •••  +  —~dii  +  •••    $  -\-  ^~d-ii  +  ..., 

\  s.v  ;)«  /        ?H 

où  les  termes  en  d'il,  d'K\...  disparaissent,  en  vertu  des  ('([ua- 
tions  (3)  ;  il  reste 

<l'f  ^  (  ^    '/v  -"-■•■    -   ?    <lii  +  •••)'  •'*• 
V  ^v  ?;/  / 
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Oh  peut  (loue  rem  placer  cPf  pai-  d'^  et  calculer  cP<^  comme 
si  les  variables  .v,...  n,...  étaient  iiHlépendaiites  et  les  X  con- 
stants. Bien  entendu,  [)()ur  la  discussion  du  sij^ne  de  d'f\i\  fau- 
dia  peut-être  encore  éliminer  les  dilTérentielles premières  du,.. 
des  variables  dc'^peiidantes,  mais  rinlroduclion  de  <1»  a  l'aNau- 
ta^e  d'éliminer  immédiatcmeut   leurs  (ii(T(''renli('lles  secondes, 

EXERCICES 

I .  Tidii  v<M'  l;i  roule  ([lie  doit  siiivi'c  un  rayon  liiniiiiciix  pouf  ;illcr  d'iiii 
|ioinl  A  à  uii  poini  \i  dans  le  nioiiidio  loiups  possible.  (Ips  points  sont 
situés  dans  deux  inilifux  dislinrts  où  los  vilosses  do  la  Inniièrc  sont 
resperti vciniMil  ii  cl  \'.  <)ii  suppose  |ilan''  la  sui  l'ace  de  st'-pai'al  ion  des 
doux  niilioux. 

|{.  On  voit  de  suite  (pio  t'cllc  loule  esl  dans  le  pian  niem''  par  A  et  15 
norinaionionl  à  la  surfate  t\('  séj)aralion.  Soient  (t  et  /)  les  dislances  de  A 
et  de  15  an  plan  de  séparation,  .v  et  y  les  angles  res|)eclirs  du  ravon  iiui- 
denl  et  du  rayon  n'-fi-acli'- a\  ce  la  iionnaleà  ce  plan.  La  lonction  ipii  doit 
être  uiininu'-e  est 

I  (x,  y)  = h 

u  co.s.v        v  eos  y 

avec  la  condil  ion 

<i  tf^-  A"  f  /'  ii;y"      const. 

(  >n  tion\  e  sin  .v  :  siu  y     -  ii  :  \\ 

-.  Plus  courte  distance  d'un  point  à  un  |ilan. 

•">.  Triangle  de  périnu'tre  inininu'  inscrit  dans  un  Irianj^li'  (U)nné. 
\\.  (l'est   le  triangle  forun''  (^n  joignant  les  pieds  des  ti'ois  hauteurs. 

4.  Déterminer  les  axes  de  la  secli(ui  lailc  dans  un  ellipsoïde  par  un 
plan. 

1{.  Soient,  en  coordcuuu'es  rcclaimniaircs, 

Y-        \--         -- 
^ -f.  •  _  4-    :L  .      1.  I\    .-  ;/M-    -/y;.      -  (1. 

(i-        />■'        e'- 

l(>s  «'ipiations  de  l'ellipsoïde  cl  du  plan.  (  )n  doit  exircuier  la  rmulion 

/•         .V    •   }■■    ■    :•-. 

les  sarialiles  elanl  lici's  par  le>  cipialious  |M<'ci'dentes, 
La  nielliode  des  ni  U 1 1  i  pi  ica  I  eu  r>  donne 

.V  4-  A,  %  -I-  )..  /  =:.  (»,        V  -f  X,  V    f  X.  m  =  0,        :.  f-  X,  *'  4-  X..n  ^  0. 
(t-        '  If        '  e- 

(  Ml  en  tire 

'  '      xl~l"^-^    ^'w^^^  +i,-T—;r,)' 


CHANOEMEXT  DE  VARIABLES  15 i 


Les  carrés  r-  des  deini-axos  de  la  section  sont  les  deux  raiines  de 
l'éqnation 

a'-l-      ,      h'-ni-  c'n-    _  ,| 


;■"-  —  (i-       r-  —  /)■-       ;■■-  —  c 

ô.  M<"nie  iiioblènie  pour  la  fiiirl'dcc  d'éldsticité 

(.V-  +  J--  +  ;■■-)■-  =  ('-■■<'•  +  b-y'  +  f---'- 
IL  On  Irouve,  pour  déterminer  les  exIréuK's  de  /■.  ré([tiali<>ii 


r-  —  a-      r-  —  //-      ;■'-  —  C- 

6.  Déterminer  les  axes  de  la  coniqu(Mjui  a  i)onr  é([nalion  en  cooi'don- 
nées  ohlitiues 

A.v'2  +  2  r>.v\-  +  Cr-  =  H. 

U.  Soit  0  l'angle  des  axes.  Il  faut  extrémer 

r-  =  .v-  +  y-  -^2.\v  ces  0. 
La  méthode  des  mnlliplicateurs  donne 

A.v  +  By  =  À  (.V  +  y  t^^<i^  0),  B.v  +  ^'-y  =  ^O"  +  .v  cos  fj). 

D'où  /,;•-  =  H  et  les  valeurs  de  X  sont  les  racines  de  l'éipiation 
(A  —  À)  ((  ;  —  X)  =  (B  —  X  cos  6)-. 

7.  Problème  analogue  [lour  une  surface  du  second  degré. 

8.  Partager  le  nombre  positif  a   en   trois  parties  .v.  ,\-.  :■.  Ici  les  (|ue 
/'=  x'i\Y"  c.psoit  maximée  (ni,  n,  p  étant  positifs). 

U.  On  trouve  facilement  —  =  ^=^i-= Le  caracicre  d'un 

m        n        p       m  -\-  n  -}-  p 

maximi-  se  vérilie  immédiatement   cai'  on  a,  i)our  ces  vabMirs  de  .v.  \-,  :•. 

^j,^.  ^  _  fmcLf       ndy^  ^  pd^\  ^  ^  ^^ 

\     x-  y-  r--    / 

§  4.  Changement  de  variables 

Il  arrive  fréquemment  que  l'on  doive  transformer  les  expres- 
sions (liffércMitielles  en  substituant  de  nouvelles  varial)les  aux 
anciennes.  Ces  calculs  se  font  par  l'application  des  règ-les 
jjfénérales  de  difïérentiation.  Mais  il  peut  être  utile  d'indiquer 
un  procédé  systématique  pour  effectuer  les  transformations 
les  plus  usuelles.  Nous  coinin(Mit'(»rons  ])ar  résoudre  nue  (jiies- 
tioM  préalable. 

120.  Dérivées  successives  d'une  fonction  par  rapport  à  une 
autre  fonction.  —  Jiiscjirici,  |)oui'  calculer  les  (léi'i\ées  succès- 
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sWes  (le  y  pai-  rappoil  à  a,  on  a  (•(»iisi(l(''iv  a  coiiimc  la  \  ariablc 
iii(l('>|)('ii(laiil<'  t'I  sii|»|)()S(''  (Ix  foiishiiil,  aïKiucI  cas  ou  a 

<lx  (Ix-  tlx„ 

\a\  prcniièit!  roriuulc  siihsisic  inrmc  si  a  csI  mic  ronclioii 
(m'  .">:},  \'),  mais  il  n'en  csl  plus  ainsi  des  siii\ant('s  cpii  snp- 
poscnt  <lx  (•(tnslani  (n'  (>!•).  l'our  calcnlcr  l<'s  (|(''ii\  c'cs  snccos- 
sivos  de  j'  par  iapj)()rl  à  a  an  nioxcn  des  (litlV'ronliclh's  siir- 
ccssivos  do  ces  donx  variables,  sans  choisir  a"  coiîiiik'  variable 
indépendanle,  il  snllil  d'apjjlicpier  succ(^ssivoinenl  la  picinière 
loi-ninle  en  ()i)servanl  les  règles  j^c'nc'rales  de  dilTcrenlial  ion. 
On  Ironx'e,  de  proelieCn  proche, 

dv 


''^y  =  Tfc 


a'^' 


(!)    iV'    _ ''•^•^^' —       ^^-^    _dxd'^y  —  dyd^x 


,v!     _  d.Uly  _  (lx{dxd\y  —  dyd\\)  —  Sd'xidxd'y  —  dyd'x) 
dx  dx^ 

el  ainsi  de  suilc.  La  loi  fj^énérale  esl  assez  conipiicpK'e. 

Soit  maintenant  /  la  variable  indépendanle.  l'ro|)osons-nons 
d'exprimer  les  d(''riv(''es  successiNcs  de  y  pai-  rapport  à  .v  an 
moyen  des  dérivées  snceossives  de  a  et  de  y  par  rappoil  à  /. 
K\\  (h'sij^nanl  par  des  accents  les  (h'Mivées  par  rapport  à  /,  on  a 

dx  =  x'dt,     d'x       x"(ll-,     (I  X  -  x"'dt\... 

fly   =   y',l(^        fl^y^y",l(:^        ,ly   =    y"'tlr,,,, 

Snbsliinons  ces  valenrs  dans  les  hninnles  (  1  ),  dt  disparail  du 
i-(''snltal,car  les  seconds  membres  sont  homo^^ènes  el  de  de^ic'-  0 
par  rap|)orl  aux   indices  de  di  HV'i'enl  ial  ion .    Il   \  ieni  d(Mie 

A 


I     ,v'  -  -  v'(  v'.v'"  —  yx'")  —  'ix"(x'y"  —  yx") 


r(.v... 
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130.  Fonction  d'une  seule  variable.  —  Soiciil  y  une  fom- 
lioii  de  la  \  ariahle  indépiMidaulo  .v,  cl 

(!}■       d'-y        \ 

unr  expression  ronfennanl  .v,  y  et  les  dérivées  de  y  par  la])- 
port  à  .V  jns(ju'à  un  eerlain  oi'dre.  La  tiansfornialion  de  celle 
expression  [)ar  nn  cliant;-einent  de  \arial)le  donne  lieu  à  deux 
problèmes  principaux  : 

1"  ('Jiiini>emi'iit  (le  ht  \HiriultU'  iiKlépciKldutt'.  Elaul  donnée 
une  ]vlatiou 

(:{)  .V  =  '^(0 

entre  .v  et  une  nouvelle  variable  t,  on  choisit  t  comme  variable 
indépendante  au  lieu  de  .v.  Us'aj^it  d'introduire  t  au  lieu  de  .y 
dans  V  et,  par  suite,  les  dérivées  de  y  par  l'apport  à  t  au  lieu 
des  dérivées  par  rappoil  à  .v. 

Ce  proljlème  peut  être  résolu  au  moyen  di's  formules  (2),  où 
l'on  trouve  les  valeurs  des  dérivées  de  y  par  rappoit  à  .v  en 
fonctions  des  tlérivées  .v',  .v"...,  y',  y"-.,  de  .v  et  de  y  [kiv  rap- 
port à  /.  On  substitue  ces  valeurs  dans  V,  et  l'on  remplace 
a:,  .v',  .v"...  ])ar  leurs  expressions  -^(0.  'f'(Oi  'f"(Oj---  tirées 
de  (3),  le  [)roblème  sera  résolu. 

2°  Le  deuxième  problème  est  celui  du  clidn^i'inciil  de  lotîtes 
les  varidJdcs.  Etant  données  deux  équations 

X  =  '^{t,  ti),  y  =  -lit,  II), 

entre  .v,  y  el  deux  nouvelles  variables  /,  ii,  on  demande  d'ex- 
primer \'  au  moyen  de  /,  u  et  des  dérivées  de  ti  par  ra})j)ort  à  /. 
Dérivons  totalement  les  équations  données  par  rajjport  à  t,  en 
consitlérajit  .v,  y,  ii  comme  des  fonctions  de  /  prise  comme 
vai-iable  indépendante.  Nous  en  tirons,  d(>  proclu^  en  pi'oclie, 
les  valeuis  des  dérivées  .v',  y',  x",  y",...  de  .v  et  de  \'  |)ar  rap- 
l)ort  à  t  en  fonction  de  /,  //,  //',  //",.••  Substituons  ces  valeurs 
dans  les  équations  (2),  nous  obtenons  des  expressions  de 
\)xy,  D.O'»---  que  nous  i)orterons  dans  \'.  Le  j)i{)blème  sera 
résolu. 

(le  cas  se  présente  lorsque,  une  j^randeur  géométrique  étant 
ex[)rimé  en  coordonnées  rectangulaires  .v  et  y  pai-  une  exprès- 
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sioii  telle  (|iu'  N',  on  veut  la  li'imsfoi'iucr  en  cotn'doiiiu'os 
polaires  /•  el  0  pai'  les  relations 

.V  =  /■  cos  H,  Y  =  r  sin  0. 

Les  accents  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  0,  on  a 

x'  =  r'  eos  0  —  ;•  sin  H,  y'  =  r'  sin  0  +  /■  cos  0, 

x"  =  7-"cos0  —  2/-'sinO—  rcosO,  .v"-;'"sin  0  +  2 /-'cos  0  — /'sin 'j 

el  les  relations  (2)  d(»viennenl 

_  /-'sin  0  +  7- cos  0  2    _      v^  +  2  r'-  —  rr" 

'  "^-y  -  ,.'  cos  0  —  /^sîn'O  '  "^^'  "  (VcosO^r^ôiTÔ)^  ' 

On  suhsiilue  ces  vakuirs  dans  \'. 

131.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Xons  n'élndierons 
(jne  le  cli(ini>'ciiu'n I  des  KUtruihlcs  indi'iwiKhintcs  cl  nous  sup- 
l)osorons,  pour  ahré^er,  (pi'il  n'>"  en  ail  cpu'  deux,  mais  la 
méthode  sera  {générale.  Soil  c.  une  foucliou  de  deux  \  ariahh^s 
iiulépendantes  x  et  y,  et 

une  expi'cssion  reurermani  les  \arial)lcs  el  les  (l(''ii\  c'cs  par- 
tielles de  :•  jus(|n'à  un  certain  tudic.  On  donne  deux  relations  : 

(4)  x  =  z{n,v),  y=..L(,/,  e). 

On  choisit  ii,  c  l'oniinc  variahlo  iuih'pcndantes  et  l'on 
demande  d'introduire  //,  c  au  li<Mi  de  .v,  ^■  dan>-  \  ,  et,  par 
suite,  les  (huivées  de  r-  par  rapptut  à  //,  c  au  lieu  i\i'  celles  par 
rapport  à  .v,  y. 

Calculons  d'abord  les  d(''ri\(''cs  premières  de  r-.  A  cet  cITet, 
dilTérenl  ions  totalement  les  ('(pialions  (  |)  et  it'solx  oun  le  sys- 
tème obtenu  par  lapporl  à  du,  (U'.  Nous  ol>teu()U-^ 

du        (i  (l.\    •    hd\-,  (Ik-        <i  (Ix    ■    h^dy, 

ou  (I,  h,  a,,  /<,  s(tnl  des  rouclious  conniu's  de  //,  \'.  (  iousidc-rous  r- 
connue  une  foucliou  compost-r  de  a,  \-  |»ar  rinternu-diaire  de 
//,  V'  ;  il  \  ieni 

iz         Dr.     Un  ^    ?r.    ;>e   _       ;>;.  :):• 


CHANGEMENT  DE  VARIABLES  155 

et,  do  même, 

l)z  3z.  ^z 

^y  Tiii  3(' 

Ce  sont  les  valeurs  cherchées.  Les  dérivées  suivantes  se  cal- 
culent, de  pi'oche  en  pi'oche,  pai'  les  mêmes  formules.  Nous 
voyons,  en  elï'el,  (|ue  les  opérations 

?  3  ,     ?  ,      3 

D»  Dv  Du  D\' 

,      ■  D  D 

soûl  les  Irausformees  eu  ii,  \'  de   ,      et  - —  Eu  particulier,  les 

D.v         ^y 

dérivées  du  second  ordie  serout 

rz      /     i  M  /    ^~-  ^2 

D.v       \      D//  De  /   \     Dj/  De 

D-5         /,     D  ,      M   /      ^-  ^-\ 


Da;Dj' 


rz        /,     D  ^      H   \   (^    ^z        ,     2z 

D.v-       \      D(j  De  /    \      D/z  De 


Poilous  les  \;deurs  aiusi  ohleuues  daus  ^',  le  })roljlème  sera 
résolu. 

132.   Premier  exemple.  —  Soit   II    une   fonction   de  <leux 
K'<u-i(i}>li's,  X,  y.  On  (IcnuuKic  de  tfan.sfonncr  l'e\i)r('ssion 


par  les  formules  de  transformation  des  coordonnées  rectan- 
gulaires en  coordonnées  polaires  dans  le  plan  : 

X  =  u  cos  e,         y  =  u  sin  \'. 

Suivaid   la   méthode  •^(Miérale,  ou   (lin'ér<>ulie   les  (Mpuilious 
données  et  il  vient 

dx  =  (cos  e)  du  —  (sin  e)  u  <h\ 
dy  =  (sin  e)  du  +  (cos  e)  u  Je  ; 
d'où 

da  =  cos  e  dx  +  sin  e  dy, 
n  dv  =■■  —  siu  e  dx  +  cos  e  Jy. 
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On  (Ml  conclul 

;)ll        /              r»          siii  V      ^    ,  ,, 
=-    cos  r  —   -  H, 

=    sm  r    ,      -f ,        I'  ; 

Il         ov 

Misiiilc,  par  la  i'(''i)rlili<ni  de  ces  ojxM'alioiis, 

m       I             ?  sinv      D   \- 

?A--       \            ^u  n        0^' 

siii  r  eus  v  DU        siu'  \'     Ml         siii  v  cos  v      1*11 

"^            i?  ^  ^  'Ti        ^uT  ^11             ^v 

D^-      \  î*«  //         or  / 

siii  v  cos  S'    Dll        C08- v    Î)]I         shiv'co.sr     SU 


En  addilionnant  les  (I(mi\  dcrniri-cs  foi-ninlcs,  il  \  iciit 

5«H      3-11      y\\       1    ri\       1    Ml 

133.  Deuxième  exemple.  —  Soii  11  ////c  {'(uiclioii  tic  trois 
KUiridhii's  x,  }\  :•.  'l'i'dusl'oi'nii'r  l\'xitfcssi<m 

im     Dm     r-H 

0A--         oy-        or-- 

/>a/'  /('.s  forDiiili's  (le  ti-(ins('(H'm(ili(>n   des  cooiuioinircs  i-cclan- 
iiui<(ii'('s  en  cordoiuKU's  itoidii'cs  dans  I'csikicc  : 

X       /•  sin  0  cos  i.,  }■  ----   /'sinOsin.:,  r-  —  rcosO. 

On  siniplilic  le  prohlcnu'  en  faisanl  la  transloinial  ion  en 
(l(Mi\  fois.  Ptisoiis  (l'ahoi'd  /sin  'i  ii  cl  ('liniinons  a,  >■  [>ai  les 
iclalions 

-V  ^  n  cos  -ç,  y  ^  Il  sin  -^  ; 

il  sicnl,  par  la  solution  (."))  du  pi'ohlrnu'  |)r(''C(''(|i'Ml, 

y'M      y\i      y\\       i   >ii       i   mi 

Da--         3.>-         ?f/-  //     ^^-  ;/     M/ 

llliniinons  cnsniU'  :■  cl  //  par  les  relations 

;•       /•  cos  '),  Il        r  sin  'i  ; 
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il  vient,  })ar  la  même  formule, 

?-H        Î)-H        y-H         1     VH         1     ?H 

oz-         OU-         cv         V     oh-         v      or 

On  a  ensuite,  par  le  calcul  ({ui  donne   - — au  u'  préci'deul, 
3H         .    ,  DU       cose    ^H 

DH        :)'H 
Remplaçons  dans  (6)  zi,  — -  et  — — -  par  leurs  valeurs  tirées 

Dh  c);i- 

des  trois  deruières  équations,  il  vient 

^        1    2^H   .  1        2)-H        2    5H       cote  ?H 

Transformation  de  Legendre.  —  Dajis  certains  cas,  les  rela- 
tions qui  lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  ren- 
ferment aussi  leurs  dérivées.  La  transformation  de  Legendre 
en  est  un  exemple  remarquable.  Si)it  r-  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  .v,  y.  On  pose 

On  sup[)Ose  (ju'il  n'y  ait  i)as  de  relation  entre  p  et  (j  et  (pu- 
l'on  se  propose  d'exprimer  les  dérivées  secondes  de  ;  par  ra}>- 
|)ort  à  .V  et  à  y  en  prenant  />,  (j  comme  nouvelles  variables 
indépendantes,  et,  comme  nouvelle  fonction,  la  variable  u 
([('linie  par  l'équation 

Il  =  px  -f  <iy  —  ;•. 

l'ji  dilTércntiant  c"('ll('  relation  et  en  observant  (pie  l'on  a 

(Iz  —  p  ilx  +  q  (ly, 
il  N'icnt 

du  —  X  dp  +  y  dtf. 

On  eu  conclu!,  */  et  /)  ('tant  inib'pendanls  |)ar  li>  pot  lu-se, 

?H    _  lu    _ 

Ip    "  ""'  ^[~    ''' 
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puis,  Cil  (lilTi'rciitiiiiit  ces  deux  relations, 

— .,  dp  +  . — ^  d(f  =  (L\,      ^ — ^  dj)  +  -  ^  dq  =  dy.. 

Les  dilïcreutielies  dx  cl  dy  étant  arbitraires  dans  ces  deux 
équations,  on  en  conclut  que  le  déterminant 

"èp-     "bq-        yHp  Iq) 

est  (lilléreiit  de  /('m'o  i)ar  iiypotlièsc.  i'ar  suite,  ces  deux  é(iua- 
lioiis  peuvent  se  résoudre  i)ar  rapjjort  à  dj)  et  d([  et  il  vient 

dp  -  -f5-  -  —  dx  —  dy  ,      dq  -  -,  dy  —  - — --  dx 

Portant  ces  valeurs  dans  la  difTt'rentielle  totale 

d'Z  =  dp  dx  +  d([  dy, 

obtenue   en    considérant   .Y,  y  coinine    les    ^■arial)les    iiKh'pen- 
tlantes,  dx  et  dy  comme  constants,  on  troinc  eiilin 

^    \  Vfi    .    ,        .    Vil      ,      ,  Vu     ,    , 

dhi  =  -^  ^~j  dx'  —  2  - — .^     dx  dy  +  —  y  dy 
H  [  7>q^  ?/)  ^([  op^ 

dette  formule  résout  la  (jueslion.  On  en  conclut 

Vz  1     ^'ii  l-ii  _    1      l^ii  ?^^    1     iUi 


Vx^        H    ?^/' 


D/>  l^q 

EXERCICES 


I .  l'"-X|nimoi'  les  (h'-rix  ('('S  (\r  y  par  ia|>|i(iil  à  .v  ni  rninlinii  ilrs  dcrix  ces 
a',  a"....  (I(>  a  |)iii'  ia|i|>(>il  à  y. 

-.  1  I  a  II  s  fui- mer,  l 'M  inciiaiil  \'  (oiiiinc  \  aria  hic  iiidipciKlaiilo.  i't'<|  nation 
(Ix  d.\-'         '  (/aV 


.'<.  'l'ranvforinrr,  par  la  loialion  a  ^^  cos  /,  l'cipial  ion 
(  1  —  A-)  — •-  —  A  -•      4-  ll'V  —  0, 

(/a-  </a  * 


H.     >-"4-«V  =  0. 


■1.  i  laiisfurnici ,  par  la  lolaliuii  A  =  |  1  —  t',  i'i-ipiation 

(A  -  A')  'f-^;  +  (I    -  :^A')   ';'■   -   VA-  =  (I. 

«/a-  (/a 
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H.  l/(''(iuati()ii  coiiseive  la  iiirino  forme,  t  piouanl  sculeincnl  la  place 
(le  .V.  Doue,  si  ^"  =  «p(.\")  est  une  pi'emièrc  solution  de  réipiation, 
y  =z^  o(\'  1  —  .V-)  en  est  une  aulie. 

ô.  Transi'oiiuer,  par  les  relations  u  =  .\\-.  \'  =  1  :  y,  Técpiation 

'r  2  xy- h  0"  —  y') r-  x-y'z-  =  0. 

D.v-  "      t).v  "        7>y 

R.  LVMpiation  conserve  la  même  forme,  u  et  <,'  pi-enant  resperti\  eiiienl 
la  place   de  A"  et  de  ^-.  Donc,  si  z-  ^  <o(x,  y)  cs[  une  preuiièrc  solul  inn, 

c-  =  '-c    .v\", —  j  en  est  une  autre. 

y  ) 

0.  Soit  H  une  fonction  des  trois  varialWes  .v,  _\-.  ;•.  Trausiurmcr  les 
deux  expressions 


''      \  ?.v  /       \  ^-  }    '    \-bz-  j               '  î.V-        ?r-2        3;.^ 
par  la  sul:)stitution  ortiuiyiuiale 

A-  =  au  +  /k'  +  cw,             a-  -j-  //-  +  c-  =  1.  ««'  ^  hh'  -r  cc'=  0. 

r  =  d'il  +  h\'  +  c\.-.          d"  +  h'-^  +  c'-'  =  1 ,  au"  4-  hh"  ^  ce"  -  0. 
';.  =  a" a  -f  //\.  +  (."u',       a"-^  +  b"'^  +  e""^  =  1,        a' a"  +  h' h"  +  c'c"  =  0. 

K.  Les  expressions  A,  et  A„  consei'vent   la   même   forme,  u,  >.',  i<,'  rem- 
plaçant A-,  y,  z. 
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Intégrales   indéfinies 
Méthodes  classiques  d'intégration 


§  1.  Procédés  généraux  d'intégration 

135.  Problème  des  quadratures.  —  Le  calcul  iiiU-i^ral  csl 
riiiv(M-S(;  (lu  calcul  ditTéroutiel.  Il  a  i)oui'  ol)jet  de  rcnioMler  des 
relations  données  enti'c  les  variables  et  leurs  dilTcreidielles  aux 
relations  (|ui  existent  entre  les  variables  seiUenient. 

La  première  (jucstion  traitée  dans  le  calcul  di  ITciciil  ici  clail 
(le  I  i()U\  cr  la  (h- rivée  ou  la  dilIV'rcnl  ici  le  d'une  fouet  i(ui  donuc-e. 
Le  calcul  intéf;ial  doit  di'bulcr  par  la  (pu'slion  inverse  : 

lue  fouclion  f'{.\)  cUint  lUmncc,  li-onwr  toiilcs  les  I'oucUdiis 
(jni  ont  f'(.\)  iioiii-  <U''!-i\\'c  on,  ce  (jni  twicnl  an  incnic,  f{.\)  dx 
poni'  (liffi'vcnticUc. 

(le  problème  a  reçu  le  nom  de  Vroltlcnic  <h's  tjuadrdtnri's, 
d'après  le  problème  de  ^('o  m  (M  rie  au<pn'l  il  es!  ('Iroilemenl  lie» 
ci  <|ue  nous  étudierons  plus  loin.  Ou  do  il  d'abord  se  dennuidcr 
s'il  exis|(>  toujours  un(>  fouclion  a\aul  pour  dcriNce  /'(.v),  ou  si 
le  produit  de  /'(.v)  par  dx  coustitu<>  toujouis  nue  di  llV'reutielle. 
Nous  piouverons  l)ient«")l,  eu  cxposaul  la  llieoric  des  iut(''- 
^^[■rales  dclinio,  (pi'il  en  est  bien  ainsi  dans  tout  intci\  aile  où 
la  fonction  /'(.v)  est  continue.  Nous  admettrons  pro\  isoircmrnt 
ce  ri'sullaî  dans  le  chapitre  actuel  et  nous  snpposcrtuis  nue 
fois  pour  toutes  (pu'  cet  te  condil  ion  de  coût  iuuile  est  r<''alisce 
dans  les  llM'orèmcs  pun-ranx  cpu'  nous  allons  (''uoncer. 

136.  Fonction  primitive.  Intégrale  indéfinie.  -  lue  fonc- 
tion l''(.v)  (pii  a  /"(.v)  pour  (l(''riv(''c  ou  f'{x)  dx  poui-  (lin(''rentielle 
s'appelle  une  fonction  ininiilicc  de  /'(.v)  on  une  inlci::i'(dc  de 
l'(x)dx.  ()n  dit  aussi  impitiprenient  une  itiIcLiiutlc  th'  ('(x). 
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La  coiiiiaissaiic  (l'une  seule  foucliou  primitive  de  /(.v)  l'oui- 
nit  la  solution  eoiiii)lète  du  problème  des  (puulralures.  On  a, 
en  efTel,  le  théorème  suivant  : 

Soit  /"(.v)  une  fonction  continue  ;  si  \'\.\)  a  pour  dérivée  /(.v) 
dans  un  inter\uille  (u,  h),  l\\xpression 

l'(.v)  +  C 

où  G  est  une  constante urhi traire,  représenle,  dans  cette  inler- 
valle,  toutes  les  fonctions  ijui  ont  pour  tléri^'éc  f{x). 

En  effet,  F(.v)  -h  C  a  i)our  dérivée  f{.\);  et,  récipro(iuement, 
toute  fonction  qui  a  /(.v)  pour  dérivée,  ayant  la  même  dérivée 
que  F(.v),  ne  ditîère  de  F(.v)  que  par  une  conslante  (n'  G;i). 

D'après  cela,  la  fonction  F(a;)  +  (1  où  C  est  une  constante 
arbitraire,  est  la  fonction  la  i)lus  générale  qui  ail  /"(.v)  pour 
dérivée  et  f{x)  dx  pour  dilTérentielle.  dette  fonction  se  nomme 
Vintégrale  indéfinie  ou  ixénérale  de  f{x)  dx  et  se  représente 
par  la  notation 

\  /X-v)  dx, 

qui  com[)rend  implicitement  Inconstante  arbitraire. 

137.  Propriétés  qui  résultent  immédiatement  de  la  défini- 
tion de  l'intégrale.  —  On  a,  par  délinition,  la  relation 

(/  \  /'(.v)  dx  ==  /(.v)  dx. 

Donc  les  signes  d  et  \  se  tléti'uisent(pian(l  lesi^^ne  d  est  placé 
devant  le  second. 

Pareillement  on  a,  par  définition, 

\)\f(x)dx  =  f(x). 

2    l'"(.v)  étant  une  intéfiialc  de  (l\'{x),  on  a 

\  d  V{x)  ^  \'{x)  +  C. 

Donc  les  signes  d  et  \  se  (i(''truis(Mit  encore  devant  F(a') 
fpiand  le  signe  d  est  le  second,  mais  il  tant  ajonter  une  con- 
stante aibitraire  à  la  fonction  V{x). 

11 
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3"  Un  facteur  constant  peut  être  mis  hors  du  signe  (Vinlé- 
gration,  c'esl-à-dire  ([iic,  si  a  est  constant, 

)  a  f{x)  dx  =  a  \  fix)  dx. 

En  ellcl,  un  facteur  constant  a  peu!  sortir  du  si^^nc  de  déri- 
vation, donc  les  deux  membres  oïd  la  même  dérivée  «/(.y)  cl 
ne  peuvent  ditTérer  que  par  une  constante.  Mais  comme  ils 
comprennent  tous  deux  une  constante  arbitraire,  ils  ont  le 
même  sens. 

4"  L'intégrale  indéfinie  d'une  somme  de  dijféveutielles  est 
égale  à  la  somme  des  iutégrales  de  chacuue  des  différen- 
tielles. Ce  théorème  est  exprimé  par  la  formule 

I  (h  +  ^'  —  u'  +  •••)  dx  =  (  udx  +  \  vy/.v  —  (  uy/a:  +  ••• 

En  elîet,  la  (h'MMA'ée  d'une  somme  esl  la  somme  des  dérivi-es, 
donc  les  deux  membres,  ayant  la  nu'iiie  déiivée  {u  -\-  v  — u'  +•••), 
ne  ditrèrent  que  par  une  constante  ;  mais  comme  leui'  (h'-lini- 
tioii  comporte  une  constante  arbitraire,  ils  ont  la  même  signi- 
fication. Il  est  viai  qu'il  y  a,  en  apparence,  plusieurs  constantes 
arbitraires  dans  le  second  membre,  car  clia(|Me  Icrme  en  com- 
porte une  à  lui  seul,  mais  comme  ces  constantes  s'ajoutenl 
entre  elles,  elles  se  réduisent  en  réalité  à  une  seule  dislincle. 

138.  Intégration  immédiate.  —  Les  résultais  li(»u\(''s  dans 
le  calcul  dilïérenliel  peiinetteni  d'écrire  iniinc'dialcment  les 
intégrales  de  quclcpiesdilTérenlielles  simples.  En  elTel,  lorstpie, 
dans  l'expression  à  intéj^rer,  on  reconnaît  la  dillerentielle 
d'une  fonclion  coniuic  l''(.v),  il  sullil  d'ajouter  à  celle-ci  une 
constant(>  arbitraire  pour  oblt'uir  l'inlc'grale.  dette  remaripu* 
applicpu'e  au  tableau  des  dilTi'i'cMdielles  des  foiu'l ions  élémcn- 
laii'es,  conduil  à  former  le  tableau  suivant  (pi'il  iini)orte 
de  bien  possédei'  par  (-(eur  : 


\  .v"J.v=^^-^+  C,  a:^'l        \      ^.-       Log.v    }    C, 
\  \'(lx  =  j -♦-  C,  \  c^f/.v  -  (-^-  -f  C, 
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siii  .V  dx  =  —  cos  .V  -f    C,  \  cos  x  dx  =  sin  .v  i    ('., 

dx  .  ,,  f     </.v 


cos-  .V  .)  siir.x 

dx 


1  +  .X 
dx 

yï^^x 

dx 


-  =  arc  l^-  .V  +  G  =  —  arc  cot  a:  +  (1, 
^  =  arc  si  II  A"  -f   C  ^=  —  arc  cos  .v  -f-  G, 
=  arc  sec  a:  -H  G  =  —  arc  coscc  x  -t-  G. 


}  xyx^  —  l 

Nous  allons  indiquer  iiiaiiitcnani  les  ])rincii)au.\  arli lices  à 
l'aide  desquels  on  peut  ramener  l'intégration  des  dillérentielles 
plus  compliquées  aux  formules  du  tableau  précédent.  Ges 
artifices  sont  au  nombre  de  trois:  1"  Décomposition  en  éléments 
simples;  2"  changement  de  variables;  8"  inti'gialioii  par 
parties. 

139.  Intégration  par  décomposition.  —  G'est  rai)plicalic)ii 
de  la  projjiiété  énoncée  n"  137  (  1  ).  Si  l'on  parvient  à  décom- 
poser la  ditîérentielle  f{x)dx  en  une  somme  de  termes  cpu' 
l'on  sait  intégrer,  en  faisant  la  somme  des  intégrales  de  chacjue 
terme,  on  oblitMuIra  l'inlégrale  de  f'{x)d\. 

Getle  mélliode  s'a})pli(pie  à  un  polynôme  : 

:  X-  .v"+' 

\  (a,,  -r  «.a:  4-  •••  ---  <i„x")<lx  =  (i„x  +  a,  ~-  -(-  •••  +  a„ r+  ^• 

j  2  n  -^   [ 

Elle  s'applicpie  aussi  à  d'autres  ttjuctions  ;  pai-  (■xem})le, 

('  dx  r  (sin'^  -V  +  cos-  a:)  dx      i"     dx        /     dx 


sin^  a:  cos^  x 


r  (sm'^  -V  +  cos-  a:)  dx  _  r     dx        /     «.v 
J         sin"^  A-  ces-  x  ]  cos^  x      ]  sin'  a- 


dx 

tg  A"  cot  A    -f-    (. 


sur  A"  cos-  A" 


140.  Intégration  par  substitution.  —  Gelte  méthode  résulte 
de  la  règle  de  dilîérenliation  des  Jonctions  de  fonctions  (ou  de 
l'invariance  de  forme  de  la  dilîéi'cidielle).  Pioposons-nous 
d'expi'inuM'  \  f'(x)  dx  i\  l'aide  (ruiic  iioiivcjlc  Nariablc  /,  lii'càA' 
par  l'iWpialion 

x  =  z{t). 
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Je  dis  qu'il  sullil  do  faire  la  siibstilution  sous  le  si^ne  \,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a,  's,{t)  ayant  une  dérivée  continue  'f'(0. 

\f{>:)(Jx=\r\r(l)\rii)<ff- 
l-ji  elTel,  les  d(>ux  membres,  ayant  des  difîéi'enticlles  égales 

f{x)dx  =  fl^{t)]o'{t)<lt, 

ne  peuvent   dillV'rer  (|ue   par  une  constante,   mais  comme   ils 
comportent  une  constante  ai'bilraire,  ils  ont  le  même  sens. 

On  voit  que  si  l'on  choisit  la  substitut  ion  de  manièie  à 
ramener  f{x)  dx  à  une  forme  ([ue  l'on  sait  intéj^rer,  on  obtien- 
dra l'inléf^rale  en  fonction  de  t.  Pour  l'exprimer  en  fonction 
de  X,  il  sufTira  d'y  remplacei-  /  ])ar  sa  valeur  lirc-e  de  .v  =  z{t). 

On  obtient  ainsi,  iku-  les  substitutions  x  =  — et  x  =  -7-, 

a  h 

\  t."v  dx  =  ^\e>dl=^^  V,^  - —  +  C, 
.'  o   j  (i  a 

r        dx  \    {      dt  1  .     ,       .,        I  hx 

]a^  +  h^x^     a])]   l  +  /'     aJ)  ^  ah  <i 

De  même,  par  la  substitution  .v  —  1*  = 'it,  on  oblienl  rinli'-- 
grale,  cpie  nous  rencontrerons  bientôt  (n"  l-lS)  : 

Ri.MAUori:.  —  Dans  les  cas  simples,  il  t'st  inutile  d'inlro- 
duire  de  nouvelles  lettres  et  la  subslilulioii  se  fait  mentale- 
ment. Ainsi  on  t'crit,  sans  passer  tout  au  lon^  par  la  substi- 
tution 'i(.v)  =  /, 

l'^n  particulier, 

f      dx  1   ;  di<i  -\-hx)        [   ^  ,    .       ,. 

J  a  +   hx      h  ;      (i  -i    />.v  h 

{    2ix  —  p)dx       r,/|(.v_p)--t-  ,/^j 

}   (x  —  p)'  +  7*       }     (x  —  /))*  +  7*  '  '  '    ' 

141.  Intégration  par  parties.  —  Cette  nu-tiiode  est  une  cou- 
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séquence  de  la  règle  pour  difîérentier  un  produit.  Soient  u  et  V 
deux  fonctions  de  .v,  on  a 

(/  HO  =  Il  ih'  +  V  <hi,         d'où         a  (h'  =  d.m'  —  k'  du. 

Il  vient  donc 

\  Il  f/e  =  \  d.m'  —  \  V  du. 

Mais  le  premier  ternie  du  second  niemhre  est  égal  à  iw  +  G  ; 
el  comme  celle  constante  C  peut  ètie  comprise  dans  le  second 
terme,  il  i-este  simplement 

\  u  d\'  =  m'  —  \  e  du. 

Cette  formule  constitue  la  règle  d'iutcgrutinn  par  parties. 
Elle  ramène  l'intégration  de  u  dv  à  celle  (.le  r  du,  qui  peut  être 
plus  facile. 

Soit,  i)ar  exemple,  à  intégrer  xe'^'dx.  On  pose  .v  =  u  et  e^=  e 
(d'où  e^dx  ■=  d\').  Il  vient  alors 

(  .vc^  dx  =  xe^"  —  (  e^'  dx  =  xe""  —  e-^  +  G 

142.  Combinaison  de  diverses  méthodes.  —  Il  faut  souAent 
employer  successivement  plusieurs  des  méthodes  précédentes 
pour  elTectuei-  l'iidégration.  En  voici  des  exemples  : 

1")  l']n  intégrant  d'ajjoi'd  par  parties,  ensuite  par  substitu- 
tion, on  trouve 


2")  On  trouve,  en    intégrant   tl'abortl    par  décomposition    et 
ensuite  par  suljstitution, 

t"       dx       _  1  f    dx  1  r      dx     _    1         ^  «  -f-  7>.v 

]¥'  —  Irx-~2ci]a  +  l>x     2a\a—  l)X~ 2aT)    ^^a  —  hx^'     ' 

;>")  l*ar  la  substitution  x  =  a  sin,^,  il  vient  d'al)ord 
\  dx\  a' — X-  =  a-\  cos-cpJtp. 

Ensuite,  en  elTcctuant  la  décomposition  pai'  la  formule 

1  +  cos  2» 
COS-(£.  =  - — - — -, 
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il  vient 

Eiiliii,  eu  revenant  à  la  variable  .v,  on  trouve 


r  ,        -; 7      rt-  .     A-        x\  cr  —  x^ 

\  (Ix  I  a-  —  .V-  =  -^  are  siu h 


2  a  2 

143.  Formules  de  réduction.  —  Pour  lixer  hvs  idées,  consi- 
dérons un  exenij^le.  Soit  à  intégrer  .v"e"^>/.v,  Ap|)li(iuons  la 
formule  d'inlé^ration  par  parties,  en  l'e^ai'dant  i>"-^(l\  coninie 
une  dill'éreidielle  Je  (n    111)  ;  il  vient 

\  X"  C""-'  (Ix  =  X"      \  A-"-'  ('"''(Ix. 

J  fi  (I     } 

t^ette  formule  ramèu(î  l'iidéj^rale  du  premier  membre  à  une 
iidé^rale  de  même  forme,  mais  où  l'exposant  n  est  abaissé 
d'une  unité.  Si  /(  est  ciiliei'  el  |)()silir,  ei'Ite  formule  s'appli(pie 
de  proelie  en  i)roche  et  chanj<e  sucee.ssivemeid  u  en  (n  —  1), 
(il  —  2),...  zcro.  Il  n'y  a  plus  alois  (ju'à  iidé^^rer  ("'"^(Ix,  ce  (pii 
est  immédiat,  l'ne  formule  telle  (pu'  la  précédente,  cpii  s'ap- 
piic[ue  de  proche  en  proclu-  et  peiniet  de  simplilier  de  plus  en 
plus  riidc'f^iale  |)i'opos(''('  juscpi'ù  ce  ipu'  l'on  s;iche  l'intéf^rer, 
est  une  Jorinulc  (h'  nulucliofi .  Nous  en  rencontrerons  de  nom- 
breux exemples. 

144.  Dérivation  par  rapport  à  un  paramètre.  —  Soit  I  (x,(i) 
une  fonction  i\('  la  \aiiable  .v  et  du  paiann'lrea;  supposons 
(pi'on  ail  obtenu,  en  considc'ran!  d  comnu'  une  couslnide  indé- 
terminée, 

(1)  \f{x,  (i)(lx       V(x,(i)  4-  C. 

Je  dis  «pie  l'on  peut  en  déduire,  en  «j«''ri\  ani  par  rap[»ort  à/3|^ 

sous   le  sjj^iM"   \ , 

(2)  \  I)„/(A,  (i)  <Lx       l)„l"(.v,  a)    ■    C. 

(li'lle  rè,L;le  su|)pose  srulenieni  «ph'  les  coinlilions  tic  conti- 
nu! le  des  de- ii\«'es  piirl  ici  les  de  j"  (|ui  assiiri'nl  I '('-^-a l i t é'  Fvu  ~  Ki'.v 
soieid   \  fiiiiees  (  n     lO.")). 
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Eu  offel,  les  dérivées  par  rapport  à  a:  des  deux  membres  de 
l'équation  (2)  sout  respectivement 

D„f(.v,  a)         et         D,D„F(a:,  a). 

Ces  deux  dérivées  sont  égales,  car  on  peut  intervertir  par 
hypothèse  Dy  et  D,i,  et  l'on  a 

D,.D«F(.v,  a)  =  D„,D.,F(.v,  a)  =  D./Cv,  a). 

Les  deux  membres  de  l'équation  (2),  ayant  la  même  dérivée, 
ne  di fièrent  que  par  une  constante  par  rapport  à  x.  Mais, 
comme  ils  comprennent  tous  deux  une  constante  arbitraire,  ils 
ont  exactement  le  même  sens. 

Le  résultat  précédent  i)eut  être  généralisé.  En  dérivant  suc- 
cessivement l'équation  (2)  par  rapport  à  a  et  en  admettant 
toujours  que  les  conditions  de  continuité  des  dérivées  par- 
tielles considérées  restent  vérifiées,  on  peut  aussi  conclure  de 
l'équation  (1)  à  la  suivante 

(3)  \  d::/-(.v,  «)  iix  =  d:;f(a-,  «>  +  c. 

La   règle  précédente  fournit  parfois  un  procédé  commode 
d'intégration.  En  voici  quelques  exemjîles  : 
1"  Ou  a,  pourvu  que  (i  soit  différent  de  0, 

QdX 

c^''<dx  = h  G. 

a 

Les  couditions  de  continuité  sont  remplies.  Dérivons  n  fois 
par  rapport  à  a  et  observons  que 

D'îe"-^'  =  x"e"''', 

iu)us  oljfieiulrous,  par  la  règle  précédente, 


(4)  \  x"e''^dx  =  D'a-^  4-  C. 


Celte  intégrale  a  été  obtenue  autrement  au  n"  143. 
2"   Soit  a  ^  0  ;  on    a,   comme  cas   particulier  d'uu   rc-sullal 
précédent  (u'  I  10), 

f     dx  1  ^"        .. 

\     a  ,       -  —arc  Ig  —  +  C. 
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Les  coiidilioiis  de  coiiliiuiitr  oui  lieu.  Dc-rivoiis  /(  —  1  fois 
l)ar  riippoil  à  (i  et  observons  (|ik' 

nous  obtiendrons,  npiès  division  pai'  ( —  l)"~'  (//  —  1)  !, 

Les  rormules  (4)  et  (5)  ramènent  le  calcul  des  intéj^rales  pro- 
posées dans  les  premiers  membres  à  îles  déterminations  de 
(b'rivées  et  fonrniss(Md  ])our  ces  int('>^i"ales  des  expressic)ns  très 
condensées. 

l^lles  s'appli(iuei!t  aussi  bien  au  cas  où  l'on  donne  à  a  des 
\  alenrs  })arliculici'es.  La  Formule  (ô),  par  exemple,  fournil  un 
procédi'  pour  caleuler  rinlc'^rale  classiipie 

Mais  il  faut  elTcctuer  les  dérivations  par  lapporl  à  <i  a\anl 
de  faire  (i  ^  l .  Toutefois  le  procède'"  le  plus  pratiipn»  [hmw  cal- 
ciilci-  celle  dernière  intégrale  consiste»  dans  l'eniphti  d'une 
l'oriiitUc  (le  l'ciliK'tioii  indiepu-e  i>lus  loin  (n    ir)S). 

145.  Variabilité  de  forme  de  l'intégrale.  —  1  L'inté^'rale 
d'une  même  fonction  jxmiI  s'écrire  sous  des  formes  en  appa- 
rence dilTérenles.  delà  provient  de  ce  (pie  l'on  peut  séparer  de- 
là conslanle  arbitraire  une  conslanle  deleiinine'e  pour  la  ic'unir 
à  la  fonction  int(''f;-rale.  Ainsi,  au  lieu  de  l'expression  liabi- 
liudle  arct^.v  -  ('.,  on  peut  donnei-  à  l'inle'^-i-ale  la  fcunie 
écpiivalenle  : 

\  -j— - — -  =  arc  \'^  X  +  arc  \'^  (i  +  C  -   arc  I-  ' +  C. 

J  1  -I-  x-  1  —  (l\ 

Si  l'on  fait,  en  parliculiei'  (l  =  -h  l, 

2'  L'iid(''j^rale  d'une  ni<"'me  fonction  peut  se  |)rt''senler  sous 
dcN  foi  mes  analxlicpu'^   ueceNsiiiicnienl   dilTerenle^^   lorstpn*  .v 


PRDCÉDKS  (iÉXKUAlX  d'iMÉGRATIOX  1(59 

varie   dall^s   des   iiiltM'vallcs   dinÏTcnts.    (lotie    remarque   s'ap- 
plique à  l'intégrale 

Les  quautités  négatives  n'ayant  i)as  de  logarillnne  réel, 
cette  formule  suppose  .v  ^  a.  Si  .v  <^  a,  on  a 

\  =  —  \  =  Log  {Il  —  X)  +  G. 

]  x  —  a  J  rt  —  A- 

La  forme  de  cette  intégrale  change  donc  suivant  que  .v  est 
^  a  ou  que  .v  est  <^  a.  Afin  de  ne  pas  revenir  à  chacpie  instant 
sur  cette  distinction,  nous  conviendrons,  une  fois  pour  toutes, 
que,  lorsque  la  valeur  d'une  intégrale  renferme  un  logarithme, 
la  quantité  sous  le  signe  logarithme  sera  prise  en  valeur 
abolue. 


EXERCICES 


1  "  Par  siiLslilutiuii  : 
dx 


X     ,    ,, 

=  =r  ai'c  sin \-  L. 


a-  —  .\-  a 


:  '  xdx  1  .v- 

dx  1  .      /  1    .        ',    ,    ..  ,•  d.Y 


a  rc  l 


=  ['j;  X  '  +  L.  =  lo I    (■ 


'    1  +r.)s-'.v       12  "     \2    ■       y  M  + 

2"  Pai'  (l(''C(nii|)ositi()ii  : 


t--  .V  dx  -  li-  .V  —  .V  4-  <:.         \   dx  I     '  ^b^  =  aiT  sin  .v  —  1  1  —  -v'  +  C 

;  '1  —  .Y 

1     'sin  6. Y      sin  4. Y     sin  2. y  i 

I   eos  .Y  i-(is  2  .Y  cos  :{.Y(/.Y  =  ~r-     — 7j 1 7 1 r, h  -V  J  +  C. 

,  dx  1  1 

.'   sin'.Y  cos  .Y      2c«)s-.Y      2  sin -.Y  "^    " 


o"  Par  pallies 


\   dx  Mfc  sin  .Y  =  .Y  arc  sin  x  +  \  i  —  .y"'  +  il. 

xdx  

aie  sin  .y  =  x  —  I  1  —  .Y-  arc  sin  .y  -\-  C. 

;     .Y</.Y 

,■  c"x  (sin  .X  +  a  cos  .y) 

\    e"v  cos  xdx  = — T—, — 5 1-  C, 
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-1"  (:()iiil)inais()n  de  divi-i-scs  im'l  liodos 


dx  —  I  .v-  —  «'-  —  (I  arc  cos 1-  C. 


.V 

dx  (IX  -{-  h  Lof^-  {(I  cos  a:  -j-  /*  siii  x) 


a  -\-  h  Ig  X  a-  +  b'^ 


X- 


\   X  \'j;''  X  dx  =  .V  [g  X  -f-  Loj;'  cos  .v  —  "tt  +  ^'' 


xUlx  (  I 


j  (.V  cos  .V  —  sin  .V)-         "  \'  "   -V 

f  1  +  sin.v  -V 

.'    1   +  cos  .\-  "    - 

c  arc  si  II  .V  (/.v    .  .v  arc  siii  .v        1  .  .     ,    ^, 

,■  a;-  arc  II*  .V(/.v  I  1    ,         ..,,.,<, 

j   ir^i =  •"■"■  '.-  -^^  (-^'  -  2  '"''■  '" -^'^  ~  Y  ''""  ^^  +  -^^^^  +  *-'• 

N.  15.  Les  deux  dcinirrs  cxiM'ciccs  se  raiiirnciil  à  d'iuiln^s  (|iii  pi'i''- 
ccdoiil,  lo  [ji'cmior  par  la  snhsl  il  ni  ion  .v  siii '^,  cl  le  second  par  la 
siibsiiliilion  .v  =  In  ?• 

§  2.  Intégration  des  fractions  rationnelles 

146.  Décomposition  de  la  fraction  à  intégrer.  —  S(»il  m  cal- 
fiik'i'  l'iiiU''^ral(' 

F(a:) 


i-;if"- 


où  /(.v)  ol  l^'(.v)  soiil  des  ])olyiu)nies  ciilicrs  à  l'ocllirieiils  ivrls. 
(Juand  /"(.v)  n'est  pas  do  do^iv  moindre  (\\w  I'(.v),  on  eoinmeiice 
par  ell'echier  la  division.  I.e  (|uolienl  /(.v)  :  l"(.v)  se  di''coin|)ose 
en  un  polNiionic  el  une  rraelion  |)ropi<'nienl  dilc.  I  .'inli'j^ialc 
du  i)olynoine  s'oljlicnl  ininK-diaicnu-nl  (n'  1:5M)  el  l'on  l'sl 
ramené  à  inlé^iei-  une  fi-aelion  piopii'menl  dite. 

Supposons  donc  (|ue  re\|>ression  à  inlci^'^rei'  ai!  de  déhar- 
lassôc  de  sa  partie  enlicre  cl  (pic  /'(.v)  :  l'(.v)  sctil  une  Iraelion 
proprcmcnl  dilc.  l)(>eoinposons  l"(.\)  en  ses  jacleurs  liin-aires 
el  soit 

l'(.v)  --  (.v-^/)'-'(.v   -/,).'^.. 
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On  sait  on  déduire  (n"  94)  la   formule  la  décomposition  de 
/■(.v)  en  fractions  simples.  Soit  : 

A-v)   _     A,      ,        A,       ,  ,         Ag 

[     V(x)       x  —  a   '  (.V  — rt)-  '  (-V  — «)'' 

ar  13,         B.  i^:i 


/ 


+ ... 


Sous  cette  forme,  la  fonction  est  préparée  poui'  l'intégration. 
Nous  rangeons  les  termes  de  la  décomposition  en  deux  caté- 
gories, comprenant  :  la  première,  les  termes  de  la  première 
colonne  où  le  dénominateur  est  du  premier  degré  ;  la  seconde, 
les  autres  termes  où  le  dénominateur  est  de  degré  supérieur 
au  premier.  Il  n'y  a  donc  de  termes  de  la  seconde  catégorie 
que  si  V{x)  a  des  racines  multiples. 

147.  Intégration  dans  le  cas  des  racines  réelles.  —  Si  tontes 
les  racines  a,  !>,...  sont  réelles,  toutes  les  termes  de  la  décom- 
position sont  immédiatement  iutégrables  et  on  oijlieiil  la  for- 
mule d'intégration 


\    ti-^)      ,  1     T         /  V  Aj        ,  1  Aa 

U<Xv)  '      "^  (x  —  a)  a— l(.v— «)»-' 


I  -rD,L^og(x  —  j))—  -      -t- rj T Vl 

+  ••• 


L'intégrale  se  compose  d'une  partie  logarithmique  et  d'une 
partie  rationnelle.  La  partie  logarithmique  est  la  somme  des 
intégrales  des  teimes  de  la  première  catégorie  et  la  partie 
rationn(dl(>  la  somme  des  inti'grales  des  termes  de  la  seconde. 

148.  Intégration  dans  le  cas  des  racines  imaginaires.  —  Si 
toutes  les  racines  ne  sont  pas  réelles,  si,  par  exemple,  les 
racine  a,  h,.,,  sont  imaginaires,  les  logarithmes  (pii  figurent 
(hins  la  formule  (2)  n'ont  plus  de  sens,  au  moins  jus(|u'à  pré- 
sent, et  nous  verrons  dans  un  instant  parcjuoi  il  laiit  les  rem- 
[dacer.  Mais  il   n'y   a    rien  à   changer  aux   autres   It'inuvs  cpii 
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soiil  ratiomn'Is.  I]ii  (Hlel,  ce  soiil  I)ieii  des  fonctions  pi'iniiliv(^s 
(les  termes  correspondanls  de  la  formnle  (1),  à  condilion  de  se 
placer  au  point  de  vue  })lus  f^énéral  de  la  dilTérenlialion  des 
fouclions  d'une  variable  complexe.  D'ailleurs  les  imaginaires 
ne  joneni  (|n'nn  rôle  transiloii-e.  Il  snfïil  de  faire  la  somme  de 
ces  termes  pour  rendi-e  à  l'intégrale  la  forme  réelle.  Nous 
allons  monlrei',  en  elTet,  que,  .v  étant  réel,  les  imaf^inair<'s  se 
tlétruisent. 

Les  coefficients  de  F(.v)  étant  réels,  à  lonle  l'acine  imagi- 
naire a  correspond  une  i-acine  conjuj^uée  />  du  même  de^ré 
de  multiplicité.  La  loi  de  formation  des  numérateurs  de  la  for- 
mule de  décom})osition  montre  (uifin  (n"  0;})  (jue  les  m)mbres 
complexes  A,  et  \i^,  AjCt  H.,,...  sont  conjugués  deux  à  denx. 
Donc  les  fractions  écrites  sur  la  première  ligne  dans  la  foi- 
mule  (2),  sont  conjuguées  des  fractions  écrites  au-dessous  dans 
la  seconde  et,  par  conséquent,  leur  somme  sera  réelle. 

Les  termes  de  la  seconde  catégorie  s'intègrent  donc  de  la 
même  façon,  (jne  les  racines  a,  h,...  soiiMil  réelles  ou  imagi- 
naires. H  n'en  est  })lns  ainsi  pour  les  termes  de  la  premièi-e 
c-alégoi-ie.  Lorsqu'il  y  en  a  d'imagijuiii-es,  il  faut,  avant  d'in- 
tégrer, commencer  par  ajouter  deux  à  deux  les  termes  con- 
jugués. Après  (pH)i,  rintégi'ation  se  fait  (!<•  suite.  Soient ,  ru 
ctTet,  (i,  /)  deux  lacines  imaginaires  conjuguées.  (  )n  peut  poser 

a  =  p  -f  (ji,        h       />  —  ([i.        A,  =  M  +  X/.        H,       M  —  X/, 

/*,  (j.  M,  X  étant  r(''els.  11  \ienl  alors,  eu  ajoutant  les  termes 
ct)njugU(''s,  ce(pii  donne  une  s(»nim('  rt'elle, 

A,     ,      B,  M+Ni     ,      M  — Ni*         .  \I(.v  — />)  —  r/N 

.v  —  a     X  —  h     x  —  /)  —  (fi     X  —  p -^  «l'f  (v  -    /<)'  :    <i' 

]\x  —  a       X^hJ  ](x  —  py^r,f'  }(.V_y,)-    .cy- 

cles intégrations  ont  r\r  elTcct  iK'es  au  u     I  I0.  (  )ii  trou  vc  donc 

^■^Ai^i^^h}'-^'     M"-<'^l(v-/'r-7-)|-2Xarctg-^"-/'- 
liiMvMon:.  —   Si    l'on    ohscrsc   «pic   (v        /»)  :  </    <'s|    la    tan- 
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f^LMile  (le  rart^iiiiieiil  de  <[  ^    /  {x  —  p)  ou  /  (.v  —  a),  on  voil  que 

arc  l^-  ■ --  arg.  {x  —  a)  +  arg.  (/). 

(louinie  ou  peul  uégliger  le  terme  couslaul,  ou  ohlieut  })our 
l'iulégraliou  des  teruies  coujugués  la  fovimilc  pnil'uiue  sui- 
vaule  : 

+  couj.  \dx  =  2M  Log    .V  —  a    —  2>,  arg.  (.v  —  a) 


X  —  a 

=  Log.    a:  —  a  -^'  —  arg.  (.v  —  a)-^'. 

Sous  celle  deruière  l'orme,  la  foruiule  à  l'avanlage  de  se 
jirèler  immédiatemeul  à  la  réducliou  des  termes  semblables 
(uue  somme  d'argumeuls  étaut  égale  à  l'argument  du  produit 
des  nombres). 

De  là,  le  tliéorème  fondamental  sidvant  : 

149.  Théorème.  —  Tonte  fraction  rationnelle  slntègre  par 
les  fonctions  élémentaires.  L'intégrale  se  compose  i>énérale- 
ment  d'nne  parlie  transcendante  et  d'une  partie  rationnelle. 
La  fraction  à  intégrer  étant  débarrassée  de  sa  partie  entière, 
la  partie  rationnelle  provient  de  l'intégration  des  fractions 
simples  de  la  seconde  catégorie  ;  elle  n'existe  que  si  le  déno- 
minateur, F(a-),  a  des  racines  multiples.  La  partie  transcen- 
dante provient  de  l'intégration  des  fractions  simples  de  la 
première  catégorie  ;  elle  se  compose  exclusivement  de  loga- 
rithmes si  F(a')  a  toutes  ses  racines  réelles;  elle  peut,  en  outre, 
comprendre  des  arcs  tangentes  (ou  des  arguments)  s'il  y  a 
des  racines  imaginaires. 

150.  Calcul  direct  de  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale.  — 
La  méthode  exposée  dans  les  numéros  précédents  sulïil  déjà 
pour  ellectuer  en  prati([ue  l'intégration  des  fractions  ralion- 
nelles.  Mais,  dans  le  cas  où  l'intégrale  a  une  [)arlie  ration- 
nelle, elle  ne  coiuluit  pas  aux  calculs  les  plus  simjjles.  En 
edet,  la  détermination  des  numérateurs  de  la  formule  de 
décom})osition  est  laborieuse  dans  le  cas  des  racines  multiples, 
surtout  si  elles  sont  imaginaires.  La  méthode  (pie  nous  allons 
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indiquer  et  dont  le  principe  est  dû  à  Hermite,  permet  de  trou- 
ver directement  la  partie  ratioiielle  de  l'inléji^rale  et  d'achever 
le  calcul  par  l'inlégration  d'une  fraction  rationnelle  dont  le 
dénominateur  n'a  plus  que  des  racines  simi)les,  La  déconq)o- 
silion  se  l'ait  alors  très  simplement  par  la  formule  de 
Lagranp^e  (n"  97).  (letle  inélliode  repose  sur  les  considérations 
suivantes  : 

La  somme  des  termes  de  la  première  catéf^oric  dans  la  for- 
mule de  décomi)()silion  (1)  csl  uni'  fraction  proprement  dite  : 
X  :  P,  où 

(4)  p_(.v-r/)(.v-y>)... 

D'autre  paît,  la  somme  des  tei-mes  lationnels  dans  le  second 
membre  de  la  formule  d'intégration  (2)  est  une  fraction  j)i'o- 
prement  dite  X  :  Q,  où 

(5)  U^  {x-af-^  {x-hy-^... 
La  formule  d'intégiation  (2)  de\  ient  ainsi 

Dans  cette  foiinnle,  ^'  :  O  et  X  :  1*  sont  des  fractions  propre- 
ment dites  et  le  pt)lynonie  1*  n'a  (pie  des  racines  simples,  .le 
dis  qu'jznr  décomposition  (jui  possède  ces  caractcrcs  fi'csl 
possible  ([uc  d'une  seule  numière. 

En  elTet,  si  l'on  avait  deux  décompositions  semblables,  à 
savoii- 

on  en  (ItMluiiait,  par  (l('M'i\  ation,  la  relation  éif  iii<>'(ilenU' 

^'  _  LV  ^  ^'  _  ^ 

Supposons  (pToii  remplace  eliacuiie  de  ces  (pial  re  liactions 
pal'  une  soinnii'  de  rractions  ^iniple^  ;  ces  fiaclioiis  simples  se 
(b'Iruiront  dans  clia<pie  membre  st'paremeiit .  Ln  etfcl,  comme 
la  dt'iivée  d'une  fiiulion  simple  est  une  fiacliou   de  la  seconde 
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catcg"orie,  le  premier  membre  ne  coiilieiil  plus  après  la  dériva- 
tion que  des  fractions  de  la  seconde  catégorie,  tandis  que  le 
second  n'en  contient,  par  hypothèse,  que  de  la  première.  Ces 
fractions  doivent  donc  se  détruire,  car  la  décomposition  en 
fraclions  simples  est  unique.  On  en  conclut 

^       Y,  X^^X, 

Q       Qx'         P       P.' 

c'esl-à-tlire  que  les  tleiix  décompositions  sonl  les  mêmes. 

D'après  cela,  on  peut  déterminer  directement  Y  :  Q  et  X  :  P 
par  la  mctJiode  des  coe/ficients  indctenniucs-.  En  elTet,  déri- 
vons la  formule  (C^)  ;  il  vient 

(,)  r(.v)„/Yv,x 


F(-v)       \  Q  /         P 

Le  polynôme  Q  défini  par  la  formule  (5),  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  F  et  sa  dérivée  et  s'obtient  par  des 
calculs  rationnels.  Le  polynôme  P  déliiii  par  la  formule  (4), 
est  le  ({uotient  de  F  par  Q  et  s'obtient  aussi  pai"  des  calculs 
rationnels.  Les  deux  polynômes  P  et  Q  étant  connus,  on  rem- 
placera dans  la  formule  (7)  X  et  Y  par  des  polynômes  à  coef- 
ficients indéterminés,  de  degré  immédiatement  inférieurs  à 
ceux  de  P  et  de  Q  respectivement.  En  efïectuant  la  dérivation 
indiquée  et  en  raultiplant  la  formule  (7)  par  F  ^  PQ,  il  viendra 

O'P 
/•(-v)  =  PY'-Y-^+QX. 

On  voit  (U'  suite,  Q'P  étant  mulliplc  de  (J,  (pie  le  second 
membre  est  un  polynôme  de  degré  immédiatement  inférieur  <à 
celui  de  F.  En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres,  on  obtient  le  nombre  d'é(piations 
linéaires  nécessaire  et  suffisant  pour  déteiininer  les  coefficients 
inconnus  de  X  et  de  Y. 

Hemakuii:.  —  La  méthode  i)i'écédente  |)eim('l  de  liouver  la 
partie  rationnelle  de  l'intégrale  sans  résoudre  ré([uali()n 
F(.v)  =  0.  Elle  liiel  immédiatenien!  en  lumière  un  fait  impor- 
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laiil.  (l'csl  (|iK>  la  ])arlie  ralioniiollc  de  riiilôgralc  esl  ralioii- 
iiellc,  non  senlemenl  par  ra|)|)<)rl  à  la  variable  .v,  mais  anssi 
par  rapport  aux  coeniciciils  de  /(.v)  cl  l''(.v).  Cette  ni^me 
icinanpie  s'a|)pli(|ue  à  la  l'ractioii  X  :  1*  (lui  reste  à  intéj^M'er 
|K)iir  obtenir  la  partie  li'anseendante  de  rinlé^rale. 

EXERCICES 


1.  I»(''m(>iil  rcr  les  forniiilo  sui\  autos  : 

(.y-  -X  +  -2)  dx  _    1  (.v+  I)-(A-2) 

.v«  -  5  .V-  -1-4     ~  ;i  '^""    (X  -  l)(x  +  •-')•-  "^     '• 


a-'(/a- 


I  A  —  1        \-2  X 


.'  x'  +  x^  —  '2~  (i   '"'-^A-l-l   '    3 

r  3  A--^  -I-  .V  —  2)  dx     ;<  A-  -f-  1  :>  A  —  4 

,•      (/A  1    ,        (l  +A-)-^  (1  4-a+aO        I  A|:? 


</a 


I  A 


,  — ! — arc  li"- 

(.V*  —  l)i  ~       3  .v'  —  1    '     t>  1  ;i 


+  9-  Lo^ 


A--  +  A  -h  f 


+  c. 


L  (-v-i)-  J 

'J.  Soil  /'(.v)  iiii  |H)|  yiioiiic  (le  (l(>^i(''  <-•  Il  ;  diMiioii  I  ii-r  la  lurniiili" 


i    /■(•>'■)''->:  1  .,1, 


+  c. 


II.  C.'osl  iiiir  a|i|>lii  al  imi  ilr  la  iiolliudc  (ir  iliii  \  al  ion  (ii'  III).  (  >m 
iiilc;^!!'  |iac  ia|t|H)rl  à  .v.  |iiiis  on  lii-iisc  11  —  I  fuis  par  ia|i|»<til  à  a  la 
riiniiiil)'. 

>MI    l'(.\.    U)f.sl    llll    |M>1  VIUMllf  ill    M   (II-  (iciilf    -*'    ;i^ 

i{.  Soil    /'(a)  llll    inijyiKimc   rlcdc^ii'   ,^'2ii.   (in    je    nirl    -^dii»    |;i    rniiiic 

■i(A-')  -f-  .\''1'(a')  Mil   'f  cl    '1/  ^^(llll    (les   |)(>ly  HiMll(>N  ill  A"-.    Snil    /;    ^    0  ;   on   a 

l     /(A)  «/a  (—1)"      '       „      ,r?(—  ")  A  •1>(—(I) 

Ua-  +  «)n        ("  —  I)  !     "       L     I  fi  1  „  2  '"^  j 

IL  .Soliilioii  aiuilo:^!)-  à  la  |ii-im-i-(IimIi'. 


l' 
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§  3.  Intégration  des  irrationnelles  algébriques 

151.  Rationalisation  et  réduction.  — •  On  vient  de  voir  ([ue 
les  dilïéreiitiello.s  ratioimelles  .s'Intègrent  par  les  fonctions 
élémentaires.  Il  n'en  est  plus  ainsi  pour  les  tlilîérentielles 
irrationnelles  que  clans  des  cas  particuliers.  Lorsque  cette 
intégration  est  possible,  elle  se  fait  i^énéralement  \)i\v  l'un  des 
deux  procédés  suivants  :  i  ou  bien  on  r^-nd  la  dillerentielle 
rationnelle  par  une  substitution,  ce  qui  i  amène  au  cas  précé- 
dent ;  2"  ou  bien  on  établit  une  formule  do  rédaction  qui  fait 
dépendre  l'intégrale  chercliée  d'une  autre  [)lus  simple,  celle-ci 
d'une  autre  plus  simple  encore,  et  ainsi  de  suite  .jus({u'à  ce 
que  l'on  arrive  à  une  intégrale  connue.  Nous  rencontrerons 
d'abord  des  ai)plications  de  la  premièie  méthode. 

152.  Théorème.  —  S;  o,  h,  c,  f  sont  des  conslonlcs  ([ucl- 
conqiws  ;  y.,  j...,  des  exposants  rotionnels,  et  \{  (.v,  y,  r-,..,) 
une  fonction  rfttionnelle  de  x,  }■,  z- Ilntéiirdle 

est  réductible  par  une  substitution   rationnelle  à  celle  d'une 
dijférentielle  rationnelle. 

Soit  m  le  plus  [)etit  commun  dénominateur  des  fractions  /, 
,'j,...  et  t  une  nouvelle  variable  ;  la  substitution 


ax 


=  V 


d'où 


-V  = 


fV 


4^-^in 


ex  -H  f  a  —  c\ 

rendra  la  dilTéreutielle  rationnelle.  En  eift't,  l'intégrale  dc^vicnt 
ainsi 

et  la  dilTérentielle  .sous  le  signe  \  est  rationnelle,  car  z(t)  et, 
par  suite,  'J(t)  sont  des  fondions  rationnelles  (U-  /,  e(  les  exjx)- 
sants  ni'j.,  m'j,...  sont  entiers.  On  intègre  i)ar  les  procédés  ^lu 
paragraplie  précédent  et  l'on  revient,  s'il  y  a  lieu,  à  la  varia- 
ble X  par  la  substitution 

I 

rt-V 


cx  +  f 


12 
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Dans  les  applications,  on  rciicoiilro  souvoiil  le  cas  où  la 
fraction  {(ix  +  />)  :  (ex  f  f)  se  rcdnil  à  la  variable  .v  elle-même 
ou  à  nno  fonclion  linéaire  de  x,  comme  dans  les  exemples 
suivants  : 


Exeiiiph's  :  Vav  la  siil^sliUilioii  .v  =  l*".  il  vifiil 

i'       ^^-^ =  0  [  —   =  r.  f  (I  —  /  +  l')dL  —  (i  { 


.V  ^  +  .V  '^ 


^  C, /,  _  3 i-  +  2  i'  —  ()  L(.,i-'  ( I  -1-  0  -f  G 


l'ar  la  .siihsiitiition  .v^  1  —  /'-,  il  vient 


f    x^dx  ç  r  (fi         i^       ,       1 

^  7ï=[= -  'i"'  +  '>  '"  =  -'  k+  •'"5'+ '  +']  +  '' 


=  21  a:—  1 


153.  Différentielles  qui  renferment  la  racine  carrée  d'un 
trinôme  du  second  degré.  —  .So/7  Ti  (.v,  _\)  une  fouciiou 
{•((tioiiiu'llc  (le  X  cl  tic  y  ;  si  rou  y  l'ail 

y  =  1  rt  +  hx  -f-  cx^, 
Vintciii^alc 

\  U(.v,  y)  (Ix 

csl  rc(liiclil)lc  pur  une  sulislilulioii  ruiioniu'ilc  ii  celle  iTune 
(lilJ'éi'cn lieUc  rdlinuucllc. 

La  I  ransfornialion  doit  être  choisie  de  manière  à  éviter  l'in- 
Iroduclion  des  imaginaires  (jnand  les  «lonnées  sont  ri'elles.  On 
y  arrive  par  l'niie  des  deux  snhsiilnlions  suivantes  : 

1  Si  les  racines  y.  el  'j  de  {<i  •  hx  f  cx^)  sont  r(''elles,  la 
siil)sliluli(»ii  csl    luiiniie    par   le    llii-drènie  |)r(''e«'denl .    l'ji    elTel, 

V  =  I  c(x  —  a)  (.X  —J)  =  (.V  —  v.)|    ^^^  —  ^). 

»      (.V  —  7.) 

Donc  y  el  par  siiile,  l{(.v,  y)  son!  des  fractions   rationnelles 

de  A"  et  de  ce  dernier  radical.  La   l'ationalisalitin   se  lera  pai-  la 

siil)slil  II  lion 
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2"  Si  les  i-aciiitvs  de  (a  -f  I).\  +  c.v')  sont  ima^iiKiiivs,  c  doit 
être  posilif  pour  (|iie  le  ratlical  soil  réel,  sinon  le  li'inoine, 
ayant  le  sii^ne  de  c,  serait  négatif  et  sa  racine  iinaf^inaire. 
i^onc,  ({uand  les  racines  sont  imaginaires  et,  plus  générale- 
ineiit,  ({uand  c  est  positif,  on  peut  faire  la  substitution 


I  a  -{-  bx  +  cx'  ^  t  ±  X  1^, 
d'où,  en  élevant  au  carré, 

a  +  hx  =  t'  zL  2tx  \c. 

Cette  relation  est  linéaire  en  x.  On  en  tire  donc,  i(/)  dési- 
gnant nue  fonction  rationnelle, 

.V  =  z(t),  Ux  =  p'(0  (ff         y  ^  t  ±  p(0  1  c. 

On  substitue  ces  trois  valeurs  dans  l'intégrale  et  la  dille- 
rentielle  à  intégrer  est  rendne  i-ationnelle.  Apiès  l'avoir  inté- 
grée, on  remplace  t  par  sa  valcnr 


/  _=    \   ((   +   hx   +  CX'  it  A-  I    c. 
A(  THK   SI  HSTiTL  iio.x.  —   Lors((ue  (i  est  positif,   la   seconde 
substitution  s'appliquera,  après  avoir  remplacé  a'  par — ,  car 


hx  +  CA- 


72  _  1  az'  +  hz  +  c 


et  le  coetïicient  de  r'  sera  positif.  La  dilTérentielle  devient  donc 
rationnelle  pai-  la  substitution 

\/ciz-  +  hz  +  c  =  f  ±  r.  1  a, 

ce  qui  re^  ient  à  |)osei'  dii'ectenieut 


[a  +  hx  +  CX'  =  ziz  \a  +  tx. 

Ouiind    (I    est    })osilif,    cette    dernière    (oi-niule    d('>linil     une 
h'oisicmc  snlislilntion  rendani  la  dilTcMcnlielle  ralioniielle. 

154.  Applications.  — (Considérons  d'abord  l'intégrale 
[■  dx 


^  \  a  +  J>x  +  X- 
On  appli(|ue  la  seconde  substitution  : 


l    a  +  hx  +  X'  ^  t  —  A,         d'oii         a  -f   hx  -  t'  —  2tx. 
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Dilîérentianl  la  dernière  relation,  il  vient 
dx  2dt 


t—x       h  -^    2 1 
et,  par  coiisé(|ii('iil, 


(I) 


\    ]\   a  +  hx+  x""       ]  t—x  \  2         / 


/  -  I^"^'(  .y  +  -^'  +  l'  "  +  ^^^  +  -^J  +^'' 


On  rencontre  .souvent  le  cas  oii  ]>  ^  0  ;  il  vient  alors 

(2)                      l  ^-^—  -  Lo^^  (.V  +  1  V  +  «)   +  C. 
3  \'x^ .+  a  ^^ ■ 

11.  Considérons  ensuite  l'intégrale 

dx 


\'  a  +  hx  —x'^ 

On  pourrait  utiliseï-  la  première  suhsiilnlion,  mais  le  calcul 
se  fait  plus  l'acilement  en  o!)servant  (pie 

On  |)ose,  y.  élaid  une  conslanle  et  /  la  imuNclle  variahle, 


rt  +  -  -  =  a-,        A- ^  =  y.t, 


et  il  vi(Mit 


'   f  dx  r     (it 

\    \  -,  =  \ =  arc  SIM  M   ('. 

)    .'  \/a  +  hx  —  x^      J  |/i  —  <«      — 

/                                              .      2.vV  /> 
f  =  arc  sin  — — \ 

1  h'V^la 


+  C 

1  /r  +^ 

111.  On  rencontre  aussi  frcMpuMument  les  inléf^n'ales 

dx 


3  .V  l'Ti: 


I  rr.v'  +  />.v  -+-  1 

Elles  se  ramènent  aux  deux  piécédenli's  \y,w  la  sultslilnlion 
X  =  1  :  r-,  déjà  si{^nalce  au  n"  lo.'î  : 
r dx ^  _  f dz 

\    X  1  a.x*  -\-  hx  +  i  )  [a  +  hz  -»-  z" 

(I)  '  __      


INTÉGRATION  DES  IRRATIONNELLES   ALGEBRIQUES  181 


f  clx  _       r  dz 


\     :  X  I  ax-  +  J)X  —  1  )\  a  +  hz  —  z- 

^""^    I  .    /     hx  —  2     \       ^ 

I  =  arc  siii  f =-  +  C. 

\x  1  }/■  +  4a/ 

N'oici  deux  cas  parliculiors  fréquents  : 


(<>) 


\      }.v|^l  —  X'-  \  X  I 


I  =  Logl^M-^n  +  C 


dx  1 

—  =  —  arc  siii  — 

\  X-  —  l  -^■" 


(7)    \ —"         =  —  arc  siii  ^-  -!-  C  =  arc  sec  .v  +  C, 


r\'.  Les  deux  intégrales  suivantes  : 

f  dx  Ç  dx 


.  \  1  a  +  hx  +  ex-  J  (a:  —  m)  |  a  -!-  hx  ^    c.v- 

se  ramènent  à  celles  qui  précèdent  en  prenant  respectivement 
comme  nouvelle  Aariable 


;  =  I  ±  c.x  o^^i  r-  =  )  zfc  c{x  —  m). 

On  choisit  le  signe  ambigu  de  manière  que  i  c  soit  positif. 

155.  Intégrales  algébriques.  Courbes  unicursales.  —  Les 
procétlés  de  rationalisation  du  n"  lôli  sont  des  cas  particuliers 
d'une  méthode  plus  générale.  L  ne  fonction  algéltriqiie  y  de  x 
est  définie  par  une  équation 

(1)  ¥{x,  y)  =  0, 

où  I''  est  un  polynôme  entier  en  x  et  en  y.  Soit  alors  H(.v,  y) 
une  fonclion  rationuelle  de  x  et  de  y  ;  l'intc'grale 

(2)  Ç  R(x,  V)  dx 

est  une  intégrale  algébrique . 

L'équalioii  (1)  est  celle  d'une  couibe  plaiw.  Cetti^  coui'be  est 
unieiirsdLe  si  elle  admet  une  représentation  paramétrique, 

où  -:-  cl  ■!/  somI   des  fonctions  ralioniiclles    de    /.    Dans  ce  cas, 
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riiih'^ralc  (2)  csl  ciilciilahlc  |)ai'  lal  ioiialisalioii,  car  la  siihsli- 
tiilioii  (1)  la  liansl'oriiic  dans  celle  (riiiic  di  llÏM'cii!  icllc  i-aliuii- 
iioUo 

\  \\{-^,  ■l)z'(t)(lt. 

Les  c()iii(|ucs,  cil  paiiiciilicr,  sont  miiciii'salcs.  |",ii  ctTcl,  soil 
.v„,  y,,  un  poiiil  (Iomim'  sur  la  conrhc  ;  une  droile  (iiielconcjue 
|»assanl  pai' ce  point  a  pour  (Miualion 

y  —  y„  =  /(a  —  .v„), 

où  /  es!  un  païaiiièlrc  \aiial)Ie.  (leile  droile  ne  renconlre  plus 
la  courl)e  (|u'tMi  un  si'iii  autre  point,  (pii  di'pond  de  /,  et  dont 
les  coordonnées  s'exprimeront,  pai-  eonsé(pjenl,  en  jonction 
rationnelle  de  /.  Quand  la  courhe  est  une  ii\  ])ei"l)olo  et  cpic  //( 
es!  le  coenicicn!  ant^ulaire  d'une  asymptote,  une  parallèle  à 
cotte  asymptote, 

y  =  mx  +  t, 

passant  pai-  un  poiid  lixe  de  la  courhe  à  l'intini,  ne  renconlre 
plus  la  courhe  (pi'en  un  seul  auli'c  point,  dette  droile  peut 
donc  remplacer  la  pr(''ccdente  ;  les  coordoiinc'es  (Na.riahies 
avec  /)  du  point  d'iidersection  avec  I'Iin  perhole  s'exprinu'roni 
encore  en  fonction  rationnelle  de  /. 

Les  trois  suhsiitutions  du  n  lô  ;  sont  des  cas  parlicidiers 
des  précédentes,   l/écpiation  (  I  )  est  alors  celle  d'une  coniipu' 

Y'  ^  <l   +   h.\  -i    c.\-. 

1  Si  les  racines  y.,  'i  du  triniune  sont  ri'clles,  la  c(uiiipie 
cou  pe  l'axe  des  .V  ;iu  point  .V,,  z,  ^",,  —  0.  (  )n  cou  pe  la  c(uii( pa- 
pal- la  dlitile,   i>^xue  de  ce  point , 

y        /(.v—  y). 

'2  Si  (•  ^  (►,  la  conicpie  est  une  li\  perhole  «-t  ^es  direcli(ui'- 
asyinploli(pies  ont  pour  coeMicient  •  |  c  :  (Ui  la  cou|ie  jiar  une 
parallèle  ;'i   l'une  des  ;i-<\  niptot<'s, 

y  =  db  x\  c  +  t. 

M  Si  (l  ^-  l),  la  colii(|ue  coupe  l'axe  des  y  en  deux  points 
.V,        0.   y,  I    I    "  •  ""   '•'   foiipe   par  la   droite,    is-,ne  de  l'un 

de  ce->  point»», 

^>-  Jb  I  a  —  Ix. 
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On  recoiiuait  les  ti-ois  substitutions  du  u"  1 13  d'où  l'on  tire  x 
et  )•  en  fonction  rationnelle  de  t. 

La  transformation  des  coniques  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques (inversion)  conduit  à  diverses  courbes  classiques 
des  3"  ou  4'"  déférés.  Ces  courbes  sont  donc  nnicursales  comme 
les  coniques  et,  par  conséquent,  la  méthode  de  rationalisation 
leur  est  applicable. 

Par  exemple,  la  lemniscate 

(l)  x'-y'=a\x'  +  y^r 

s'obtient  par  inveision  de  l'hyperbole  équilatère 

x^  —  y^  =  a-, 

à  laquelle  elle  se  ramène  par  les  formules  de  transformalion 
X  Y 


"^  =  ^^¥-r^^i'       y  = 


X^  +  Y^'  -^        X^  +  Y^ 

On  peut  donc  intégrer  par  rationalisation  toute  expression 
dilïerentielle 

R  {x,  y)  dx, 

dans  laquelle  y  se  tire  de  l'équation  (1).  En  effet,  a:  et  y  s'ex- 
priment rationnellement  par  t  en  même  temps  que  X  et  Y. 

156.  Cas  d'intégrabilité  des  différentielles  binômes.  —  Les 
intégrales  de  dilïérentielles  binômes  sont  de  la  forme 

\x"^(a  +  ])x")i'dx, 

où  a  et  h  sont  des  constantes  quelconques,  dilïerentes  de  zéro, 
et  m,  11,  p  des  exposants  rationnels. 
Faisons  la  substitution 

-  1     -^-> 

.V"  =  t        d'où        -v  =  t"         dx  =  —  f "        dt  ; 

II 


l'intégrale  devient 


lî 


(a  +  htydt. 


Désignons  [)ar  <i  l'exposant  de  t,  de  sorte  que  <[  =  {'— — i)  ; 
l'intégrale  se  ramène  à  la  j'ovnw  simplifiée 
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TiiÉoTiKME. —  L'intcgrctU'  'i(/>,  (j)  est  rcdnclUdc  à  celle  (ruiie 
(lijférentielle  rationnelle  jutr  le  théorème  du  n"  li^i2,  si  l'un 
des  trois  iioDihi-es  />,  f/  ou  /> -I  (f  est  nu  entier  positif,  nul  ou 
négatif. 

En  etlcl,  soit  \{  une  coiiiposaiilc  ralioniiellc  ;  on  met  'i,(/<,  (f) 
sous  la  forme  prôvnc  an  n'  ir)2  en  ('ci'ivant  :  si  p  osl  cnlici-, 

-.(/>,  7)  ^  1  \\{t,  ndf, 

si  n  osl  (>nli(M', 

'^{p,il)  -  \  \\\{a  -r  l>l)i\  t\dt; 

et,  si  /;  -f  (f  ost  on  lier, 


?(/'''/) 


1 


ti'^'idt 


^' 


"t^)"4/'. 


iîonionlons  niainlonanl  à  rinh'f^ralo  priniilivo,  ol  ohsorvons 
(|u,.  q   =  ^ll±i_i,  nous  (»l)l(Mions  l'(''n()i)cô  snivant  : 

Tni':oHi:.Mi:.  —  l/intégrale  (Tune  dijférentielle  hiuonie  est 
réductible  à  celle  (Tune  dijférentielle  rulionnelle  <'/.  pur  suite, 
riulégrulion  se  fuit  pui    les  fonctions  (ili>él)ri(iues,   toguritli- 

,,        ,  ,         ni  -r  /\ 

nii(iues  et  circulaires,  si  l  un  des  lr<ns  nomln'cs \*(/  p  ou 


m  -f-  1 


+  /)  <'.s/  en  lier. 


Tchel)ichov  a  (Ic'inonlrt'  (*)  ([no,  en  doliors  de  ces  li-ois  cas 
d'intéjjfi'ahiiilc'  |)rali»|n(',  rinU'j^ialc  ne  pciil  pas  s'cxiiiinicr  an 
nioyon  dos  fonctions  olônionlairos.  On  dovi'a  donc  alors  se 
borner  à  la  lanioner  à  la  forme  la  plus  simple  en  se  servant 
des  méthodes  de  rcduclion  (pn-  nous  allons  indiipn-r. 

157.  Formules  de  réduction  des  intégrales  de  différentielles 
binômes.  —  Snpposons  rint('';;rale  i)r(''alablemenl  ranien(''o  à 
sa  l'onnc  Niiiiplili<'e  : 

f  (/''  V)  '^  \  U'  +  ld)i'  fi  dt. 

'rni':oni:Mi;.  —  Sauf  les  cas  (rintéixraUilité  pi'ali(jiu\  ^(p,  '/) 
('.s/  ré<lucliltlc  i)  (h's  fonctions  algclwiti ucs  cl  à  nue  autre  inlé- 


(')  Sur  l'iiil<\i;iinii>ii  c|l••^  ilillV-iriil  irllc-,  in; il  iuiiin-llr- 
viltr.  T.  \\  III.  IN".'.. 


.liiiirM;ii  ili'  l.iiiii- 
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iivale  de  înàme  forme  où  chacun  des  exposants  />  et  <f  est  aui>:- 
menté  on  diminué  d'autant  d'unités  (fu'on  le  \\>ut. 
Considérons,  (M1  cfTel,  les  denx  idontités  : 

(a  +  ])t)  {a  +  ht)i>  t'i  =  a  {a  +  ht)"  t'i  +  ]>  (a  +  M)"  i'i+\ 
l).(«4-/j/)''^'f''^*  =  (/'+  [)  }>{a^-  ]>t)i'  t'i+^  +  {([  +  [)  {a +  ])ty'+'  i'i  . 

En  les  intégrant  (ce  qui  i-evient  à  une  intégration  pai- 
décomposition  et  une  autre  par  parties)  on  obtient  resjiective- 
ment  : 

(a  +  />0""'  t''+'  =  ip  -^  i)l>'f{p,  ^/  +  1)  +  {([  +  1)  ?(/>  +  1,  ^/). 

Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  çp(/>  -|-  i,  q)  on 
bien  'f{p,  <[  +  J).  En  résolvant  alors  par  rapport  à  «(/>,  7),  on 
trouve  les  deux  formules  : 

n^  i         ^  («  +  bt)"+^  t"+^    ^   p  +q  ^2     ,     ^,      . 

(1)  U'fip,  (f)  = —^^ +  ^  ^         cf(p+l,r/), 

(2)  a  <,(!>,  (j)  =  ——- 1>  - — 's{p,q+[). 

([  +   i  <i  -r   i 

Ces  formules  font  dépendre  'i(/),  7)  d'une  intégrale  de  môme 
forme,  mais  où  p  ou  ([  est  augmenté  d'une  unité.  Les  deux 
formules  suivantes,  qu'on  en  déduit  en  résolvant  les  précé- 
dentes pai'  rapport  aux  intégrales  des  seconds  membies,  mais 
en  remi)lacant  p  jiar  p  —  1  dans  la  iiremière  et  ([  par  ([  —  l 
dans  la  seconde,  à  savoir  : 

font  ({('pcndrc  ,:(/),  (/)  d'une  intégrale  de  même  forme,  maison 
/>  ou  7  est  diminué  d'une  unité.  Aucune  des  ({uatre  dernières 
formules  ne  peut  devenir  illusoire,  car  aucun  des  nombres 
p,  (f,  p  +  ([  n'étant  entier,  aucun  des  dénominateurs  p  +  1, 
q  -f  1,  p  -\-  (J  +  l  ne  [)eut  être  nul. 

L'emploi  des  formules  (1),  (2),  (3),  (J)  permet  donc  d'aug- 
mentei-  on  de  diminnei- d'autanl  d'unilc's  (pTon  le  v(miI  l'un  des 
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donii.  (exposants  /)  ou  ([  sans  toucher  à  l'autre.  On  pourra 
donc,  (le  proche  en  proche,  faire  dépendre  z{i),  ff)  d'une  autre 
intéj^nde  de  même  forme,  maison  />  et  (/  seront  compris  entre 
deux  eidiers  consécutifs  clioisis  à  voh)nlé,  par  exemi)ie  0  cl  1. 
(lomme  ceUe-ci  n'est  phis  susceptible  de  ic'duction  nlIcMienre, 
on  hi  consichM'era  comme  une  nouvelle  Iranscenchinle. 

158.  Usage  des  formules  de  réduction  dans  les  cas  d'inté- 
grabilité  pratique.  —  Dans  les  cas  d'inlé^rahilité  i)rali(|ue,  h>s 
lormuh's  (h'  réduction  peuvent  devenir  illusoires.  Mais  cette 
éventualité  ne  se  présente  que  pour  des  valeurs  exception- 
nelles de  />,  ({  et  les  formules  peuvent  servir  à  l'inté^i'alion. 
Nous  allons  en  donner  des  exemples. 

Nous  pouvons  toujours  supposer,  dans  les  cas  d'inlé^rahi- 
lité,  /)  ou  ({  entier.  En  elTet,  si  />  -^  (f  était  entiei",  on  ferait  la 
substitution  /  ^  1  :  r-  et  rt)n  aurait 

r(/N  '/)  =  —  )  z-i'-'i-Hh  +  az.V'dz, 
ce  (jui  ramène  au  cas  précédent. 

Su[)posons,  en  {îiemier  lieu,  (pie  p  et  (f  soient  entiers  tous 
les  deux  :  je  dis  (pi'on  pourra  les  rc'dnire  tous  les  deux  à  l'une 
dos  valeurs  0  ou  —  1.  Kn  elîel,  si  /*,  (/  sont  iu'*^atifs  Ions  les 
deux,  on  les  raïUfMie  à  —  1  par  l'emploi  des  formules  (1)  ou  (2), 
(pii  ne  deviennent  illusoires  (pu*  si  />  +  1  =  0  ou  si  ^/  4-1=  0. 
Si  un  seul  d(^s  exposants  /),  ([  est  n(''g'atif,  on  commence  par  le 
r(''duii'e  à  —  I  ;  après  (pu)i,  l'on  abaisse  l'autiv  à  zéro  \)i\\'  les 
formides  ('A)  ou  (I).  (lelles-ci  ne  seront  pas  illusoires,  car 
p  +  f/  4-  I  ne  s'annule  pas  an  cours  de  la  iH'diution.  Ijitin,  si  /», 
(/  sont  tous  deux  positifs,  les  formules  (3)  et  (I)  ixMinettent  de 
les  n'duire  tons  deux  à  zéio.  Dans  ces  divers  cas,  le  calcul  de 
l'iidt'^n-ale  rc'duite  sera  devenu  iinnu-diat. 

Supj»osons,  (Ml  s('C(»ud  lieu,  (pi'un  seul  des  exposants  /»,  </ 
soit  entier.  Les  formules  ne  deviennent  illusoires  (pu*  pour 
rt'dnire  l'exijosant  entier  de  —  I  à  (I.  l'Iles  pourront  donc  ser- 
\ir  à  le  i-(Mlnire  à  0  s'il  est  positif,  ri  à  —  I  v,'il  ot  négatif. 
Dans  le  |)r«'inier  cas,  riiitt-i^i-al  ion  sera  immédiate.  Dans  le 
second,  elle  scia  simplilit'e,  mais  devra  s'aclievi-r  par  rationa- 
lisation. 
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E.xt'injilt's  :  I.  (  iiiiisidiM-oiis  riMU''^r;ilc  ilc  ili  llV'i-i'iil  idlr  Ijinniiir 

dx 


r      dx 

J   (1  ^  x-/ 


où /J  pst  onlior  et  positif.  l'nr  hi  suli-l  il  ni  ion  .v  =  [  /.il  \  ical 


-'  (I  --.v-')/ 

l)i)nc  i'(^iii|il<)i  (le  la  roniiuii^  de  [(^(liiclion  (1)  jifiiiirl  (le  itHliiiiv  I'hxji 
sanl  yj  à  1.  Il  vient  ensnilo.  co  qui  Iciniinc  IrcaUiil. 


1 

rC^di         r    dx 


=:  ai-c  ly.v  -!-  (; 


II  osl  clair  (l'aillcnirs  que  la  formule  (1)  pout  s'exprimor  iliroolonienl 
au  inoyon  do  .v.  On  Irouvo.  on  y  roniplarant  t  jiar.v-  ot  divisant  par  li,  la 
forniulo  de  n'-duclion  suivanlo.  ([u'il  i-st  farilc  d'i'-lalilir  diitM  hnini  I  : 

(•       dx        __       1  A-  2p  —3   f         dx 


-'  (l  -  x-f      -V  —  -  (1  ^  A--^)'^-'       -l>  —  - .'  (1  +  .vO''"' 
11.  (;onsid(''r()ns  l'intc'-g'ralo  de  dilli'rontiollo  liiuouie 

,*   .v"'(/a- 

>'   I   1  —  A--* 

dans  laquidlo  //i  il(''sii;nc  un  ontirr  posilil  un  m'-i^alif.  l'ar  la  ~~ii  lisl  i  I  iil  ion 
.\-  =  /.  on  a 

-    x'ndx  1     -  --    ^^^  1        ^       1      ;/(  —  1 

.'|1— A--^  --'  -  V  -  - 

Sui\anl  «[ne ///  est  pdsilif  ou  ni\i;alif.  on  sp  s(M-t  do  la  formule  (  IV" 
de  Cl).  Kilos  pormellonl  de  ramener  Toxposanl  — i^ —  à  la  valeur  —  .,  si  ;m 
est  |)aii',  r't  à  l'une  dos  \aloui'S  0  ou  —  I  selon  (jue  u\  est  impair  posilif 
un  nt'i^alir.  Ahus  ;;/  a  une  dos  \aleurs  (l.  1  el  —  1.  V.w  ie\iiiaiil  à  la 
\arial)le  .v.  on  aui'a  à  calculer  une  dos  trois  inti'gralos  : 

i'      dx  ,'    X  dx  r        dx 

J   \f\  —  x-i'  J  \l    —  X^'  J  X  l'  1  —  A--'  ' 

qui  ont  pimr  valoui's  (n'  104),  à  une  constante  prés. 


arc  sin  .v  — [  1  —  x',  L 


1  —  I  1  —  A-' 


.V 

III.  I)ans  la  liit-orie  du  pendule,  on  rencontre  rintéi;rale 

i'      A"'tiA- 


-     I   (IX  —  A- 

Ce    n'est    plus    une    intég^rale    de    diirérentielle    liinome.    mais   on    la 
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1"uii("mio.  à  son  choix,  à  riiii'  ou  à   l'iiiili'c  des   deux    inlc'-^fiilcs  de   dillV'- 
ivril  icllr  hitiomc  (I  ou  II)  |);n.l(vs  siihsl  il  ulioiis  : 


.V  —^  (il-  on  1  (IX  —  A"'-  =  AT-. 

On  li'oii\e.  ajn-rs  (|ii('l(|ii(>.s  i-(''tlm;lioiis  i'Mciif's, 

2f/"'  -=-^  rr^    2  d'il 


'   1  (tx  —  x-  -   1  I  —  /-  -    (I  +  ;•-)"•  +  ' 

ce  (|ui  riiniriic  aussi  l'une  à  i'aulr(>  des  inl('' craies  (I)  et  (il). 

159.  Cas  particuliers  simples  des  intégrales  de  différen- 
tielles binômes.  —  Parmi  les  cas  (riii(c<^ial)iliU''  praliciiie  do 
l'intégrale  -fd),  <j)  il  y  eu  a  trois  (jue  l'on  })eul  considérer 
("ouiuie  (les  cas  d'inlé^rdinlUé  facile.  O  sout  ceux  où  ruii  des 
nombres  />,  (j  ou  —  (/>  +  r/  4-  2)  est  entier  i)ositir. 

Vm  elTel  :  1"  Si  p  est  entier  positif,  ou  dé\-eloppe  {a  ;  />/)'' pai; 
la  lonnule  du  hiuome  et  rintéf»Tale 

(  {a  +  /*/)''  l'i  (Il 
se  calcule  par  <lécomi)osiliou.  2"  Si  (j  est  enli<M',  ou  picnd  a  -]-  hl 
pour  variable,  C(^  (]ui  ramène  au  cas  précédent.  'A"  Si  />  f-  7  +  2 
esl  entier  négatif,  la  substitulion  t  =  l  :  :•  ramène  au  cas  ([ue 
nous  v(.'nons  d'(»xamiiu'r.  Dans  ces  divers  cas,  l'emi)loi  de  la 
lorniulc  (le  i'(''diu-liou  sera  donc  raicnicnt  axanlat^cux  {*). 

EXERCICES 

I.  Iiili\:;i'ali's  à  caliuli'r  par  le  llK-oiènir  i\\\  u"  \'y2  : 

1 
xhlx 


.M-v-  1  ]  x\,^h^         }  L 

(JTT^,  ^',.  ..a):^v',/.v  \ 


1     +-   A  < 

,lx 


I  1^ 

•'(I  +  .v)-'-(l    |.v)'-i 
2.  Inl<\i;i'al(^-i  à  i-aliuiiT  |>ai-  Ir  I  Immm  riur  du  n"  l.").'}  : 

i  (/a  1  A  1  2 

J  (  I  -I-  .v<)  /l  —  x«       [lî  "  |/ 1  -  A-« 

f  dx  1     ,        1  l"T^-|-.v/2 

3(1  -a")1'I  4  A--^       12  jl  4  2? 

( '/•"  =  -  a.v  1,1'-  -v-v— (il  .V)   ^  ,; 

3  (I+aOiH-x-x*  a-  ^ 


(*)  I/r>\»MH|»lo    II    du    nunii  To  |ui-i('di'iil    irnlic    ilaiis    ]<•   lioisjitiri'   eux 
il'iiili''^riiliHilr  fitrilr  ^\  m  r-,!  paii  <l  iKi^jilir. 
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A.  DilIcroiilioUcs  l)iii(uiios  à  iiilt'yi'er  : 


=  —  — ^^ '  —  —  arc  SI  II  .V 


3 


+  C 


(l--v-)2 


12  1  l-.v 


x'{(i  +  x-)'i  dx  -  n("  +  •^■')^  (  (-^•' — ~r)  +  <'• 

4.  MoiilnM-  <nu'  loiite  dilTérealiello  Mnoiiic  x'"- (a  +  lix")i'flx  \tru\.  à 
pai't  un  facloui'  coiislanl,  se  rainenei'  à  la  loiiiio  (ij.  pI  v  i'ali<uiiicls) 

ain^  tpos"''  'f(/«f. 

H.  ()i\  y  arrive  par  les  Iroi.s  sul)stituli<)ns  suivantes,  donl  l'une  an 
moins  est  réelle  : 

a  +  bx  .,  1  ,    ., 

=  eos-  <p  ou —  ou  —  'é?"  • 

a  cos-<i 

§  4.  Intégration  des  fonctions  transcendantes 

160.  Rationalisation.  —  Un  grand  nombre  de  dillérenlielles 
qui  renferment  des  fonctions  exponentielles  et  circulaires  ou 
leurs  inverses,  peuvent  être  rendues  rationnelles  par  une 
substitution  de  variables  ;  elles  prennent  alors  la  forme 

R(«)  du, 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle.  Les  substitutions  f[ui 
conduisent  à  ce  résultat  sont  immédiatement  apparentes  dans 
les  dilîérentielles  suivantes  : 

n{c-^)  c'^  dx,         R  (Log  X)  ^,       U(arc  tg  .v)  p^^- 

Mais  on  peut  rendre  rationnelles  des  dilTérentielles  pour 
lesquelles  la  substitution  conveiuible  est  moins  facile  à  aper- 
cevoir et  nous  allons  en  examiner  ([ueUpies  types  généraux. 

161.  Intégration  de  K(sin  x,  cos  .v)  dx.  —  Suivant  le  cas, 
(juatre  substitutions  principales  rendent  rationnelles  les  dilTé- 
rentielles de  cette  forme  où  R  désigne  une  composante  ration- 
nelle : 

I.  Si  R  est  inw  fonction  iniixiire  de  cos  .v,  c'cst-à-dirc  une 
fonction  qui  ne  fait  <inc  ciiangcr  de  sii^nc  ((uand  on  y  rem- 
place cos  .V  par  —  cos  .v  sans  toucher  à  sin  .v  (ou  quand  on 
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rcmi)l<ici'  .V  juir  -  —  .v^,  on  rend  Wd.x  rdlionticllr  jxir  la  snli- 
slitnlian 

si  11  .V  =  r-. 

En  elTcl,  le  (|ii()ti(Mil  II  :  cos  .v,  iw  cluuigeaiil  plus  de  si^'-iio, 
ne  c()iili(Muli-a  plus  le  cosinus  (|u'au  caiTÔ  cl  sera,  pur  consc- 
(jucnl,  une  l'onclion  ralionncllc,  I»,,  du  sinus  seul.  On  aura 
donc 

R  =  l{,(8in  .v)  cos  .V, 

cl,  \y,w  la  suhsiilulion  })roi)oscc, 

Wdx  =  R,(r)r/:.. 

II.  S/  r>  es/  /;//(•  l'onclion  iniixiirc  de  sin  .v  (on  clinniir  de 
siiiiic  (f^'cc  x),  <ni  rend  Wdx  vdlionncllc  ixir  In  snhslilnlion 

cos  a;  =  ;. 

On  a,  en  elTel,  parle  raisounenieni   anaio^^ue  au   |u-(''((''(leul , 
lî  =  R,(cos  .v)  sin  .V,  W  dx       —  !i,(:.)  dz. 

III.  S/  \\  (sin  .V,  cos  X)  ne  clinnin'  />r/.s  (jn(in<l  mi  vcnutlmc 
à  1(1  l'ois  sin  .V  [Kir  —  sin  .v  cl  cos  .v  ixu-  —  cos  .v  ((ni  (idnicl  In 
licriodc  -),  on  rend  Wdx  ralionncllc  ixir  In  snhslilnlion 

tg  X  -^  z. 

1ji  ellel,  reni|»Ia<;ons,  dans  |{,  sin  .v  par  cos  .v  1;^  .v.  Nous 
lurnnins  une  lonclion  du  cosinus  cl  de  la  lan^cnle  ipu-  le 
chan;^<Mnent  de  si^iii'  du  c(»siuus  n'allère  plus.  <pii  ne  conlieni 
donc  le  eosiuns  (pTau  caiic".  C'est  donc  une  fcuulion  ralion- 
ncllc, I»|,  de  la  lau^cnlc  seule,  car  cos.v  peu!  se  rcniplacei' 
par  I   :  (  1    •    l;^-'.v),  cl  l'on  a 

Wdx  =  \{,{\'^  x)dx       n,(:.)  I  ''\,,. 

I\  .  I)(ins  Ions  les  cns,  on  roui  11  (siu  .v,  cos  \)  dx  rnlion- 
ncllc  i>(tr  In  snlislilnlion 

X 
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On  a,  cil  clîet,  eu  fonction  ralionnclle  de  ;, 
23  1 

sin  X  =  -; — - — s,        cos  X 


1  +  z^  1  + 

lÎEMAHouES.  —  La  dernière  substitntion  peut  toujours  cire 
cvllée.  En  effet,  si  l'on  décompose  H  comme  il  suit  : 

2  l\dx  =  [K(siii  X,  cos  .v)  +  R( —  sin  a:,  —  cos  x)]  dx 
+  [R(sin  A-,  cos  x)  —  R( —  sin  a-,  cos  x)]  dx 
4-  [R( —  sin  X,  cos  a:)  —  R( —  sin  a:,  —  cos  a:)]v/a, 

chacun  des  termes  écrit  sur  une  ligne  peut  èlre  rendu  ralion- 
nel  par  l'une  des  trois  premières  substitutions  :  le  premier  j)ar 
la  substitution  III  ;  le  deuxième  par  la  substitution  II  ;  le 
troisième  parla  substitution  1. 

On  rencontre  souvent  des  diil'érentielles  renfermant  d'autres 
lignes  trigonométriques  que  sin  a:  et  cos  x,  comme  tg  x, 
sec  a;,  etc..  On  commence  par  exprimer  ratiounellement  ces 
nouvelles  lignes  au  moyen  de  sin  .v  et  de  cos  .v,  après  quoi  les 
Ihéorèmes  généraux  s'appliquent. 

Dans  d'autres  cas,  la  dilïerentielle  renferme,  outre  sin  a*  et 
cos  X,  des  sinus  et  des  cosinus  de  multiples  entiers  de  x  comme 
sin  2.V,  sin  3.v,  cos  2.v,  etc.  On  les  exprime  par  des  polynômes 
en  sin  a:  et  cos  a:  et  les  méthodes  générales  s'appliquent. 

Enfin,  si  la  difîérentielle  renferme  sin  y.x,  sin  [jx,  cos  yA:,  elc, 
7-,  |j,  y...  désignant  des  nombres  rationnels  dont  m  sera  le  plus 
petit  commun  dénominateur,  on  pose  a-  =  niz,  on  preiui  r- 
comme  nouvelle  variable  et  on  est  lamené  au  cas  précédent. 

Api'i.icATioxs.  —  l.On  ti'ouve,  par  lessubstilutions  (1)  ou  (II), 

r  cos  X  dx       ,  .  ,,  r  sin  x  dx 

=  i.og  sin  .V  4-  (-,  \  — ^^^         =  —  Log  cos  a:  +  (., 


sin  x  cos  a; 


f  1  1 

\  sin  .V  cos  X  dx  =  — -  sin-A:  4  G  =  —  —  cos'^v  4-  C  ; 


par  la  substilulion  111, 
dx 


sin  a;  cos  x 


•-=  Log  IgA'  4-  C  ; 
/ 

7k> 
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par  la  substiliilioii  IV, 


-  Log  l|ç  —  +  (.. 

sin  X  <^    «-•   2 


cl,  (Ml  r(Mn])Iacaiil  .v  ])ap  l.v  4-    _^  j, 

i"    '/-V  .  /  -         A*  \ 


II.  Passons  à  rcxcniijlc  pins  compliciur 

dx 


1  iix 

]  a  +  ])  cos  A' 


Aiu'iiiic   (les    Irois  piomicrcs  subsliliilioiis   nV-sl   applieahlo 
isolément,  employons  la  dernière  : 

^     A  1-r-  .  2dz 

Z.   =  tK  ^,  cos  A   =  —^—3,  ^/A   -  -^   .  ,• 

L'intégrale  pro]iosée  devienl 

r  2(/r. 


j  (a  4-  7))  +  (a^h)  z- 

]']\\  clianf^eanl  an  besoin  le  si^ne  de  Tinle^Tale,  nons  p(Mi- 
\()ns  adniellie  (pu'  (a  4-  /))  est  positif,  alors  (</  —  h)  esl  po.silif 
011  né^alir. 

Si  (t  —  ]>  esl  ^  {),  j)osons  (i  ^  h  ^  7.-,  a  —  it  —  'i'  ;  nous 
aurons 

J  «TTTcos  A  -  \  y^rp^  -  ^  ^""  '^   oT  +  ^' 


I  a^  —  Jr  V    a  +  I 

Si  (I  —  />  est  <^  0,  posons,  r/  •  />  ^  7-,  a  —  /) ,'j';  nons  an ron 

f  f/A  f       2(/:-  I  a  ^  >:. 

^  I  /)  Tfi  -I- 1  />  —  a  tK  ;^ 

- l.o^' 4-  C 

j  jj     h  4-  acosx  -f  I  Vi*  —  rt*  sin  a  ^  ç^ 


I  />* —  ri'  a  -  />eos  A 
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III.  On  ramène  à  la  i)récôdente  rintéyrale 

r  dx 

]  a  +  h  cos  .V  +  c  sin  .v' 

en  (lélerniinanl  denx  (|uanlilé.s  /'  el  -s  par  les  relations 
h  =  r  cos  '^,         c  =  r  sin  z  ; 


l'intég^rale  devient 


rf.v 


a  +  ;•  cos  (.V  —  '^) 

et  sa  valeur  s'obtient  en   l'cmplaçant  h  |)ai-  /■,  et  .v  i)ar  a^  —  .:. 
dans  la  précédente. 

162.  Intégration  de  sin  "'\  cos  "a"  <I\.  —  Si  7?j  et  u  sont 
entiers,  cette  ditlerentielle  est  un  cas  })articuliei'  de  celle  du 
numéro  précédent.  Elle  peut  donc  être  rationalisée  par  les 
substitutions  indicpiécs.  Nous  allons  d'abord  attirer  l'attention 
sur  cin(]  cas  dans  les(piels  l'intég'ration  est  facile  par  ces  sub- 
stitutions. Les  trois  premiers  ne  supposent  })as  (pie  m  el  n 
soient  entiers  tous  les  deux. 

Cas  d'intéokahimté  facm.e.  —  Voici  d'al)ord  quatre  cas  ovi 
l'intégration  est  immédiate  par  décomposition  en  développant 
la  puissance  d'un  binôme  tyl  que  (l — Z').  On  suppose  k 
entiei-  et  positif  : 

l"  m  =  2/c  4^  1,  on  pose  cos  x   -  z,  d'où 

(  sin  '"A-  cos  "A-  (Ix  ^  —  \{[  —  z-)''  z"  (Iz  ; 

2"  /i  =  2/c  +  l,  on  pos(;  sin  x  =  z,  d'oii 

(  sin  '".V  cos  ".V  dx  ^  \  z'"  (  l  —  z'-)''  dz  ; 

3"  m    f-  n  =  —  '2k,  on  pose  t^  .v        /  ou  col   .v        n,  d'où 
(  sin  '"X  cos".v  dx  -  (  V"  (1  +  «')*■'  dl  =  —  (  u"  (l  +  /t')^"'  f/u; 

l"  n  =  0  et  771  -=  —  2/c  —  1,  on  pose  Ij^-  "—  =  z,  d'oîi 


]  sin-'^-+'  x  ~'  2^*^-  J       "  z^^  2-'^-  j  r"  '^  z)      z 


V.i 
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(lonsidél'oiis  encore   lui  5"  cas  t)ii  la  décomposition   se   fait 
aul renient  : 

5°  Si  7/1  +  n  =~-  0  {m  entier)  les  siibstilntions  dn  cas  3"  donnent 

t"Hit 


\  tg  '"a:  dx  =  \ 


1  +  V' 


Si  c'est  m  qui  est  positif,  on  elîeetue  la  division  de  f"  par 
1  +  f-  et  ciiaque  terme  est  immédiatement  inté^rahle.  Dans  le 
cas  contraire,  c'est  a"  ((u'on  divisera  i)ar(l  4    iv). 

Formules  de  réduction  (*).  —  On  a 

\  sin"'A;cos"  xi\x^\  sin"'    '.v  (cos"  .v  sin  .v  dx)  ; 

d'où,  en  intégrant  par  parties,  la  formule  (1)  : 

r   .                      ,            sin'"-'xcos"+*x  ,  m  — 1  r   .        .,  ^.,      , 

\  sm"*.\: cos'*  x  ax  = . 1 \ sm"'--A:cos"+-  xdx. 

]  71   -f    1  77   +    1   J 

D'autre  part,  si  l'on  fait  porter  rinlégiation  sur  le  sinus 
après  avoir  isolé  un  facteur  cos  .v,  on  a  la  formule  (2)  : 

f    .  ,        sin"'+'A;cos"-' .V       n  —  If. 

\  sin"*,v  cos"  3C«X"  = ; h  r-  \  sin'"+-.vcos"--A:f/.Y. 

J  771  +  1  TH  -h  1    3 

Dans  l'intégrale  (|ui  est  au  second  memhicde  la  formule  (1), 
remplaçons  un  facteui-  cos-'.v  par  1  — sin'-.v.  dette  intégrale  se 
décompose  en  deux  autres,  dont  celle  du  premier  membre.  En 
résolvant  ]iai-  rapport  à  celle-ci,  nous  obtenons  la  formule  (M)  : 

.    „,        „       ,              sin'"-*  .V  cos"+' .V       771 — 1  (■    . 
sin"' cos"  .V  dx  ^ -f \  sin'"--.vcos" .vr/.v. 

777    +77  777    +  71  J 

Opérons  de  nièniesur  r('M|ualiou  (2),  mais  en  rcmplaçaiit  un 


(*)  La  (lilTôrentii-llo  sin  "i.v  cos  "dx  se  Iraiisnti-mo,  à  lui  faclour  minié- 
riciuc  près,  (tans  la  (liirrronliollc  hiiioiiir 

\~^  (I  —\)~^~  lit 

par  la  siihslilutiini  sin  .V  [  I.  I,is  fdiin.ilis  di-  i  .(Inciinn  ('tatjiios  ici 
ne  sont  «pu'  los  transroi-in('>o.s  tlo  crllfs  rolalivos  ;in\  inlrgralcs  de 
(li(TéiPnliilli\>.  hinoinos. 
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facteur  sin-.v  \m\v  i — cos- .v,   nous   oblouons  la  l'orniuk'  (I)  : 

r    .  ,         siu"'ri  .vcos"^' .V       /}  —  1  r    . 

\  siu"'  -V  cos"  (IX  = 1 \  siu'"  a;  cos"    -  .v  dx. 

]  m  -\-  n  m  -f  n  j 

Euliii,  clian^cous  m  ou  ni  +  2  daus  la  formule  (;^)  et  u  cm 
n  +  2  clans  la  formule  (  l)  et  résolvons  chacune  des  deux  for- 
mules par  rapport  à  l'inté^ralo  du  second  membre.  Nous  obte- 
nons les  formules  (5)  et  (6)  : 

sin"'+' .vcos"  ^' .V      /Jt  +  ;j4-2r    . 

sin"'.vcos"  xdx  ^ 1- —  \  siu"'^-.vcos"  .v  dx, 

m  -\-  1  m  +  1     j 

sin'"+'.vcos"+'.v     /?H-"4  2r    .  „      , 

sln"^vcos"  X(lx  = ; 1 ; —  \  siu"' A*cos"^-.va.v. 

n  -\- 1  /i  -f  l      J 

Si  ;?{  cl  II  sont  eiilicrs,  l'emploi  combiné  des  (|uali"e  dernièi-es 
formules  permet  d'elTectuer  riidéyralion  dans  les  diverses 
hypothèses  possibles. 

En  elîet,  ces  formules  permettent  de  diminuer  ou  (ran^men- 
ter  de  deux  unités  l'un  des  deux  exposants  sans  toucher  à 
l'autre.  Par  la  répétition  de  cette  opération,  t)n  peut  donc 
ramener  les  deux  exposants  à  l'un  des  trois  iu)mbres  —  1, 
0  ou  1.  Seul,  le  passade  de  —  1  à  -^  1  ne  peut  se  faire,  le  déno- 
minateur des  formules  s'annulant  dans  ce  cas.  Qnand  la 
réductiou  des  exposants  est  faite,  l'intégration  est  immédiate 
ou  très  facile. 

Les  deux  premièies  foimules  serviront  aussi  avec  avan- 
tage si  les  deux  exposants  m  et  n  sont  de  signes  contraires, 
car  elles  i)ermettent  de  réduii'c  les  deux  exposants  à  la  fois 
jusqu'à  ce  que  l'un  tl'eux  soit  ramené  à  —  1,0  ou  1.  Apiès 
cela,   la  réduction  doit  se  coidinner  par  les  auti'es  formules. 

163.  Intégration  de  E{x)  c"^  dx.  —  Celte  difîérentielle,  dans 
laquelle  E(.v)  désigne  un  polynôme  entier,  s'intègre  le  pins 
facihMnenl  par  la  foiinule  d'inl(''gi-alion  par  parties.  On  a 

\  K(x)  ("'■•'  dx  \:{x)  ('"'■- \  E'(.v)  c"-^  dx. 

(ielle  foi'mnle  fait  dépendre  rinb'gi-ale  proposée  (rniic  anire 
de  nn''me  forme,    nuus  où   le  degr(''  du    poJN  nonic  est  abaissé 
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d'une  unité.  C'est  une  formule  do  réduction.  En  rappli<iuant 
de  proche  en  proche,  il  vient 

E'(.v)    ,   E"(A-) 


\  E(jc)  e"^'  (Ix 


E(-v)  — 

a  a- 


Cette  forniiile  s'arrête  d'elle-inènie  quand  les  (h'Mivées 
deviennent  identiquement  nulles. 

Remarque  I.  —  Il  existe  une  expression  .symboli(pie  iilile 
de  l'intégrale  précédente.  Décomi)osons-la  en  une  somme  d'au- 
tres, ne  renfermaul  qu'un  seul  ternie  du  |)olynonie  E(.v).  Cha- 
cune de  celles-ci  s'intègre  par  la  formule  symi)()li<iue  (4)  du 
n"  192  ;  on  a  ainsi,  pour  n  =0,  1,  2,  3..., 

r  pax 

\  X"  e""--  dx  =  D"  —  +  C. 
J  ^ 

Si  l'on  multiplie  chacune  de  ces  formules  par  le  coelïlcient 
de  .v"dans  E(.v)  et  si  l'on  fait  leur  somme,  on  trouve  l'c-qualion 
suivante,  remarquable  par  sa  concision  : 

E(.v)  e«-^f/.v  -  E(D„)  -^  4-  C. 
a 

Remarque  II.  —  On  ramènerait  à  la  pn''c«''deiite  h's  dilTéren- 
tielles  des  n"'  164,  165,  166  en  remplaçant  les  lignes  trigono- 
mét Iniques  par  des  expouentielles  imaginaires,  au  moyen  des 
l'ornuiles  d'iuder  doiUM'cs  à  la  lin  du  xoUinie,  mais  nous  écar- 
tons cette  méthode  pour  le  moment. 

164.  Intégration  de  l](.v)  sin  ax  dx  et  de  E(.v)  cos  ax  dx.  — 
(À^s  diirérentielles,  dans  les(|U('lles  l^(.v)  (h'signe  encor»'  un 
polynôme  entier,  s'intègi*ent  par  i)ailies  cl  s'obtiennent  pai-  un 
calcul  analogue  au  ])r(''C(''(h'nl.  l'iie  piiMni('Me  intégration  par 
|);n'li('s  donne 

r   .-.    V  ,  ..     .si"  nx        \   (  ,„ 

\    lAx)  ros  (IX  dx  ^  l'Ax)-      \  1-.  (a)  siiM/.v  f/.v. 

J  '  (1(1   ] 

\  \\{x)  sin  ^A"  dx       -     i:(A)'  '*''  '  ■    f        \  VJix)  cos  ax  dx. 
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si  11  ax 
a 

E(.v)  - 

E"(.v)       E-(.v)           1 

cos  ax 

mx) 

a 

W{x)       E^'(x) 

a 

sin  rt.v 
a 

rE'(x) 

a 

E-(.v)   1   Ev(x)            1 

cos  ax 
a 

E(.v)  - 

E"(.v)       E-(.v)           1 
«•-             a^ 

Ces  deux  formules  ensemble  fournissent  une  méthode  de 
réduction.  En  les  employant  alternativement,  il  vient  : 


E(a:)  cos  «a:  (7.v 


E(a:)  sin  ax  dx  = 

a       [    a  a"  a" 

cosax\  yrix\       E'^ïv'k 

—  +  c. 

165.  Intégration  de  .v"  e''-^  cos  />.v  dx  et  de  .v"  e"-^sin  /).v  dx.  — 
On^^ 

^^ga.v  çQg  yjy^  ^  e'^-^Xrt  cos  hx  —  h  sin  hx)  dx, 
d{e°^  sin  />:>c)  =  e"^(/)  cos  7ja;  -f  a  sin  Tja;)  fZx. 

On  en  tire 

a  die"-"  sin  hx)  —  />  f/(e"-^-  cos  i>.v)  =  (a-  +  /)'-)  e"-^"  sin  7).v  d.v, 
/j  t7(e«-^'  sin  7j-v)  +  rt  f/(É'"^'  cos  7j.v)  =  («'-  -f  7j-)  e°-^  cos  7).v  dx. 

Il  vient  donc,  en  intégrant, 

(■„,..,      ,        e«''(rt  sin  7xv  —  h  cos  bx) 

\  e"-^  sin  7ja:  dx  =  — ^^ r — +-  G. 

j  rt-  +  h- 

(■    „,.        ,      ,         e"-'^(7j  sin  7ja:  +  a  cos  Jbx) 

\  e"-^cos])xdx  =  — ^^ T ^  4-  G. 

J  «■-  +  h- 

Les  intégrales  plus  générales  proposées  dans  le  titre,  se 
déduisent  des  précédentes  par  la  méthode  de  dérivation.  En 
déiivant  ii  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 


A-"  e""-'  sin  7;-v  dx  =  1) 


„  e"''  (a  sin  7)a;  —  h  cos  7).v) 

,.    „..         ,      ,          ,.„  e«-^' (7>  sin  7ja;  +  a  cos  i>A;) 
X"  e"-^  cos  7>.v  dx  =  D„ ^^ „   ,    .  „ ^ 


+  C, 

4-C. 


166.  Différentielles  réductibles  aux  précédentes.  —  I.  On 
peut  réduire  aux  précédentes  et,  par  conséquent,  intégrer  les 
différentielles  de  la  forme  iiénérale 


E(.v,  e'"",  sin  ^.v,  sin  ex,...  cos  ex,  cos  /.v,...)  dx 
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OÙ  l]{\,  y,...)  (U'siiiiw  nu  jKilyimmc  entier  en  \,  y,...  ci  (i,  !>, 
c,...  (les  constantes  (jnelcoïKincs. 

\m  efîet,  cliaque  tcinie  du  ])olyiH)nu»  E  coiilicnt  on  facti'ur  un 
produit  do  sinus  et  de  cosinus  à  certaines  puissances.  On  le 
(I ('composera  en  une  somme  de  sinus  ou  de  cosinus  ])ar  les 
formuI(^s  de  la  trigonoméirie.  Ai)rès  ces  décomi)osi lions,  la 
tlilTérentielle  proposée  se  ijarlaj^cra  en  un(>  somme  d'antics 
des  divers  types  tléjà  inlé^rc's  : 

A-"'p""-^'  <1.\,  v"'c""-^'  sin  l)X  (l\,  A-"'('""^COS  />A-  (l\\ 

II.  On  peut  ramener  aux  [tréeédentes  et,  jxir  eonsé(nient, 
intéiit'er  les  (lilJ'érentielles  : 

K(a-,  Lo^'  A")  (L\,  l^(-v,  nrc  sin  a)  dx,  E(a,  arc  cos  a)  <Ix 

oit  \](x,  y)  est  un  iiolymnne  eii  a,  y. 

lin  cnel,  i)ai'  les  substitutions  respectives 

Lo;.^' A"  =  r-,  aie  sin  A"  ^  z,  ai'cct)sA'  =  r-, 

ces  dilîéi'entielles  deviennent 

E(e-,  ;•)  ('-  (Iz,      l-'(sin  c-,  ;•)  cos  r-  (/:•,      —  E(cos  :.,  :•)  sin  ;•  <lz 

et  ell(>s  T'cidrent  dans  celles  du  Ihéorème  pivic-dcnt. 

167.  Différentielles  qui  renferment  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  second  degré.  —  Les  ditîc'rentielles  (pii  ne  ren- 
Icrmcnl  pas  d'aulic  iri'alionalilé  (pu*  la  racine  cai'rée  d'un 
polynôme  du  second  dc'^^ié  peuv«'nl,  c(unnu'  nous  allons  le 
nujulrcr,  se  lamenei'  \);\v  suhsl  il  iil  ion  à  des  dill'erent  ielles 
ralionnc'lles  en  sin  /  cl  cos  /.  (l'esl  un  nouscaii  pidc(''(l»''  d'int»'"- 
^•ration  à  ajouter  à  ceux  du  n     \'>'.i. 


\    Si  le  radical  csl  de  la  forme  |  Vt* — a'",  on  pose 

,.    .  \  <lx  ■--=  a  «"OS  /  (II, 

X  =  a  siu  /,  d  ou  

'   I  r/*  —  x^  =  (i  cos  / 

(i'esl   la  mctimdc  déjà  rencontrée  au  n     liX),  .'{", 
2"  Si  le  radical  est  de  lu  foiine  |  a-    •    a",  (UI  pose 

a  (It 

,,    .     1  cos-  l 


X  =  a  \<j;  l,         d'»»!! 


>      '  COS  t 


INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES  199 


3"  Si  le  radical  est  de  la  forme  |  .v-  —  «%  on  pose 

dx  =  a  tg  t  sec  t  dt, 


X  =  a  sec  t,         d'où   l 


j  X-—  a'^  =  «  tg  '• 

Dans  tous  les  cas,  on  peut,  par  une   substitution  linéaire, 
ramener  le   radical  (supposé  réel)  à  Tune  de  ces  trois  formes. 

EXERCICES 

1.  Cas  d'intégrabilité  facile  (iV  162)  : 
j  I  sin^  .v  dx  =  —  (  cos .v  —  -^ cos^ .v  -j-  -—  cosÇ  x\  -\-  C. 

j  j  sin"  .V  dx  =  —  (  cos  .v  —  cos-*  .v  +  -:r-  cos^  a*  —  -^  cos"  x)  -\-  C. 

f   '■^■'^     =  —  (^cot  .V  4-  —  cot-^  .V  +  —  cot^  A- )  +  C. 
•  J  sin"  X  V  ^  5  y 


Jsïi^'(ûV       '^  )  8    V        2; 


1     /       ,     A-    \^    ,     1     /       ,    A-   \2   ,      3 

—     cet  —      + —     cet \  -\ 

6-1  l  2  y   ^  8  l         2  j  ^  8 


-^^cot^j   +^    eot^r+^Logtg:^  +  C. 


2.  On  trouve  par  les  formules  de  réduction  (n°  162)  : 


_  cot  A  +  G. 


3  sin-x        3 


r  dx 
J  sin^  .V 

ri^=ïi^Y_L  +  i.  _i_)  +  |L,„M«  '^+ -  j  +C. 
J  cos''A  -4     \cos^.\-       2    cos^.v/       8  \\        1) 

/sin' A  ,  sin-  .v  2  ,  ., 
dx  r= 1-  C 
ces'*  A           3  cos^  A      3  ces  A 

/'..,,              sin  jc  cos  A  /  .    .,       ,    3  \    ,  3  A  ,    /^ 
I  si  II'  1  dx  = — — ^    sin-  A  -^ \A h  C. 


3.  Démontrer  les  loriiiules  suivantes  : 


dx  1  .fa. 

:=_^arct2r     — torA 


.'  a-  cos"^  A  -f-  b^  sin*  x      ab  \  b 

|-2-jsinA  ^^  _  Log  (2  4-  eos  a)  +  A  ^^'^  '«  ("4-  ^S  4  j    "^  ^ 
./2+cosA  1'^  Vj  3  2/ 

(1  -  /•  cos  A)  dx    _  X    ^  ^,,.^  ,,^  ^1  +  /•  ^^^  il  \     ,    c 


I     U->-c"--^-v;"-v    ^A  +  arctg^LH^tg^)  + 
j    1  —  2  r  cos  A  +  r-^       2   ^  °  V^  -  '         -  / 

r.v*  cos  ac/a  F=  sin  a  (a»  —  1 2  .v-  -f  24)  +  cos  x  (4  x'  —  24  x)  -|-  C. 
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(•"V  (OS-  A"  (/.V   =  = 
(•((.V  si  11-  .Y  (Ix  = 


ipnx 


Qnx 


{((•  OOS-  .Y  +   2  «  si  11  .Y  (OS  .Y  +  2)  +  C 
(d-  si  M-  .Y  —  'lu  si  11  .Y  COS  .Y  -(-    2)  -|-  C. 


.V"  Lu-  .Y  (/.Y  =   -^'•'•"^'     A.O-  .Y  —        ^  ]    +  C. 


;j  +1  V  "  +  1 

(I.d^.y)"  '/-V^   .v[(L(),i^.Y)"  —//(Loi;' .Y)"     '   f  //(((  —  l)(l.<>i;.Y)"- -  — ... 

(air  si  11  .y)-  (/.v    -  .y  ((arc  siii  .y)-  —  -)  +  2  (arc  siii  x)  \  1  —là  +  C. 


J  +  <: 


CHAPITRE   VI 
Intégrales   définies 


§   1.  Intégrales  définies  considérées 
comme  limites  de  somme 

168.  Fonctions  intégrables  au  sens  élémentaire.  Première 
définition  de  l'intégrale  définie.  —  Nous  nous  proposons  ici 
do  faire  une  théorie  liés  élémentaire  des  intégrales  définies. 
Nous  dirons,  quitte  à  généraliser  cette  définition  plus  tard, 
qu'une  fonction  f'{x)  est  intégrahh'  (au  sens  élémentaire)  dans 
un  intervalle  («,  h)  si  elle  est  continue  et,  plus  généralement, 
si,  n'étant  i)as  continue,  elle  est  boi'née  et  ne  possède  qu'un 
nombre  limité  de  points  de  discontinuité  dans  l'intervalle  (</,  i)). 

Ceci  posé,  soit  /(.v)  une  fonction  iniégralde  dans  un  inter- 
valle {(i,  h)  ;  désignons  par  m  et  M  ses  bornes  inférieure  et 
supérieure,  c'est-à-dire  (n"  12)  les  deux  nomi>res  les  plus  ra[)- 
l)rt)chés  entre  lesquels  la  fonction  demeure  coin[)rise  quand  a: 
vaiie  dans  {a,  ]>).  Décomposons  l'intervalle  {a,  1))  en  éléments 
consécutifs  par  les  points  x^  =  (i,  x.^,  x.^,...  x„^i  =  7>.  Soient,  en 
général,  o,  =  a;,_li — .v,  l'amplitude  d'un  des  intervalles  élé- 
mentaires, et  m,  la  Ixjrne  inférieure  de  f{x)  dans  cette  inter- 
valle 0,.  Formons  la  somme,  étiuidue  à  tous  les  intervalles  o/ 
depuis  (i  jus(pu'  I), 

)i 
.s  =  ï  nii  0,-. 
j-^i 

On  peut  fornKM'  uiie  infinité  de  somme  analogues  en  faisani 
varier  le  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  (a,  h).  Mais, 
puisque  nii  est  compris  entre  m  et  M,  toutes  ces  sommes  sont 
comprises  entre  ui'ï.o/ ^  ni{l) — (i)  et  MXo,  -  M(/)  —  a).  Klles 
ont    donc,    en   [)arliculier,    une   borne   supérieure,   c'esl-à-dire 
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qu'il  existe  un  plus  pelil  nombre  qu'elles  ne  peuvent  surpasser 
{n"  12).  (]elle  Ixm'mc  esl  une  iiitci>ralc  dcfinic  ;  elle  se  désigne 
par  la  notation 


(l)  \"fix)(Lx. 


Les  (|ii;iiililés  (i  cl  />,  \aleiirs  extrêmes  de  .v  entre  lesquelles 
s."  fait  la  sonimatioM,  sont  les  limites  do,  l'inté^i'aie  :  (i  est  sa 
Liinile  infévieurc,  h  sa  liDiitc  siipérienrc. 

L'expression  (l)  se  prononce  :  intégrcilo  ou  somme  de  (i  à  h 
/•(.v)  dx. 

La  lettre  x  sous  le  signe  d'intégration  est  la  varial)le  cVinté- 
gration  et  elle  peut  être  remplaci'e  j)ar  tout  autre  lettre,  l'ex- 
pression 

V(r)  ^ly 


est  i(l(Miti(|U('  à  la  précédente. 

L'intégrale  délinie  jouit  des  deux  pi'opriélés  suivantes,  ([ui 
vont  lions  servir  à  en  transformer  la  délinilion. 

169.  Théorème  de  la  moyenne  (Cas  particulier). —  De  même 
({iK*  les  sommes  .s  dont  elle  est  une  limite,  l'intégrale  (1)  est 
comprise  entre  les  deux  (pianlités  m{})  —  a)  v\  M(/>  —  (i).  On 
exprinu;  ce  théorème,  ctninu  sons  le  nom  de  Ihcorcmc  de  la 
mityciiiu',  par  la  iclation 

\'f(x)(ix     :4h  —  (i), 

J  (I 

oii  y.  désigne  une  cei'taiiK»  moyenne  cnlic  les  valeurs  de /"(a*) 
dans  rinleiNalIc  (a,  h),  (''('sl-à-diic  une  (|uantilt''  comprisi* 
entre  //;  et  M . 

(Jiiand  /(a)  est  (((nliniic  dans  rintcrN  aile  {a,  I»),  celte  l'onc- 
tion prend  la  valeur  ;j. -<mi  nn  pt)inl  :  de  l'inteis  aile  (  n  '  27,  \l) 
et  l'on  |)ent  aussi  c'erire 

r  II 

\   f(x),lx        1(1)  {h  -d). 

.  Il 

170.  Partage  de  l'intervalle  d'intégration.  -     Tui-ohèmi;.  Si 
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Vim  parldge  VinterK'alh'  (ci,  h)  en  deux  (tuti'es  par  un  point 
interniédidii'e  c,  on  a  lu  relation 

["fix)  dx  =  ['f{x)dx  +    \"rix)dx. 

J  (t  J  (I  J  r 

Observons  d'abord  que  si  l'on  partage  un  des  intervalles 
0.,  à.,,...,  par  exemple  o,,  en  deux  autres  o,-  et  o-'  par  l'addition 
d'un  nouveau  point  de  subdivision,  la  somme  ïi/n,o,  augmen- 
tera (si  elle  change),  car  le  terme  niiZ,-  sera  remplacé  par  une 
somme  7»,-o-  -h  7>i|'o-'  au  moins   égale    (puisque   m]  et  ni'/  sont 

Ceci  entendu,  montrons  que  les  deux  membres  de  l'équa- 
lion  (2)  ont  la  même  détinition. 

Le  premier  membre  est  la  borne  supérieure  de  toutes  les 
sommes  ïi;Ho  étendues  de  a  à  />  (n"  169)  ;  le  second  est  la  borne 
supérieure  des  sommes  analogues  quand  on  s'astreint  à 
prendre  c  comme  point  de  subdivision.  Cette  condition  res- 
treint l'ensemble  des  sommes  considérées  et,  par  consé({uent, 
ne  peut  pas  élever  leur  borne  supérieure.  Mais  elle  ne  l'abaissi» 
pas  non  plus,  cai"  nous  venons  de  voir  que  toute  somme  -;/io 
calculée  sans  |)rendre  c  comme  point  de  subdivision,  est  égale 
ou  inférieure  à  une  autre  calculée  avec  ce  nouveau  i)oint  île 
subdivision.  Le  théorème  est  donc  dénîontré, 

liKMAHoi'E.  —  Ce  théorème  se  généralise  de  proche  en 
proche  :  Si  l'on  partage  V intervalle  {a,  ]))  en  plusieurs  autres, 
l'intégrale  dans  l'intervalle  entier  est  la  somme  des  inté- 
grales dans  cluKiue  partie. 

171.  Définition  usuelle  de  l'intégrale  définie.  —  Partageons 
l'intervalle  {a,  1))  en  inteivalles  consécutifs  (Xi,  x-/+i)  d'arapli- 
I iules  0,,  désignons  par  M,  et  /?i,  les  bornes  supérieure  et  infV'- 
rieui-e  de  /(.v)  dans  l'inlisrvalle  Oi  et  lornu)ns  les  deux  sommes  : 

ï  niiZi,  ï  MfO,, 

étendues  à  tous  les  intervalles  o,.  Nous  allons  démontrer  le 
théorème  suivaid,  <|ui  fournit  la  délinition  la  jjIus  usuelle  de 
l'intégrale  détinie  : 
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Théorème.  —  Uinlégrnlc 

\''f{x)dx 


est  comprise  cnlrc  les  deux  sommes  X/h,o/  et  ÏM,o,  et  est  leur 
lij)iile  commune  ([uand  tous  les  intervalles  o,  tendent  vers  zéro. 
Kii  elTol,  011  vorlii  du  llu'oiômc  précédent,  rinlé^ralc  dans 
{([,  h)  est  la  soniinc  des  intégrales  dans  cluninc  inh'ixalic 
(.V,,  .V,  i  i)  ;  on  a  donc 


jjy(-v)^/x---^|j"^'''n-v)^/-v. 


IjO  second  nienihre  (îsl  compris  cnlie  -///,o,  cl  — M,o,,  car  le 
théorème  de  la  moyenne  (n"  1(17)  s'applicpie  à  cinupic  terme, 
ce  i[n\  prouNC  la  première  parlie  du  théorème. 

Four  établir  la  seconde,  il  reste  à  mon  lier  (juc  \:\  didÏMeuc^e 
de  ces  deux  somnu^s,  à  saA'oir 

X(M,  — /N,)0„ 

tend  \ ers  /<'mo  avec  h)us  les  inl(M\ali(\s  o,.  La  C(UK'iusit)n  est 
immédiale  si  /"(.v)  est  conlinue  dans  l'intervalle  (a,  h),  car, 
(|U(dque  |)etit  (pu'  soit  le  nomhi-e  [K)silir  donin''  i,  les  oscilla- 
licHis  M,  —  m,  deviennent  tontes  inh-rieiires  à  s  (juand  les 
intei\;dles  o,  des  iennent  Ions  suthsaminenl  |)etils  (n"  27,  1\'). 
i.a  son  une  —(.M,  —  ?n,)  o,  est  alors  nntindre  (pic  ;]!lo,  (Ui  ?(/<  —  «), 
(pumlité  aussi  petite  cpu'  l'on  xcut  axcci.  (  ietle  somme  tend 
<lonc  vers  /éio. 

(iette  coiH'Insion  subsiste,  si  /"(.v),  restant  Ijoiim'c,  possède 
un  uoinltre  Jimit»'  de  points  de  diseontinuit(''  entrer/  et  />.  l!n 
etl'et,  donnons-nous  en  nombre  posilil  (.>  arl)it  raireinenl  petit. 
Les  oseillations  M,- — /n,  (le\  iendroni,  comme  ci-dessus,  iide- 
ricurcs  ;"i  i  dans  tous  l<>s  intcr\alies  o,  (jui  resleni  à  une  dis- 
tance '■)  des  points  de  discout  inuile,  et  sont,  par  suite,  inté- 
rieures à  des  intervalles  (ixes  oii  la  lonction  est  i-onlinne.  La 
partie  coii'espondanle  de  la  somme  X(.M,  —  "';)'"<  auia  donc 
pour  limite  /ero. 

La  smnme  des  autri's  inler\allcs  o,  et.  a\ec  ell(>,  raiitre 
partie  de  la  connue  1(.M,  —  //<,)  o,  peuxenl  ('tre  supposées  aussi 
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petites  que  l'on  A'eiit  avec  w,  puisqu'il  n'y  a  ({u'uu  nombre 
limité  (le  poiuls  de  discontinuité.  La  limite  de  la  somme  com- 
plète ne  peut  donc  encore  être  cjue  zéro. 

172.  Autres  limites  de  sommes  qui  peuvent  servir  de  défi- 
nition à  l'intégrale  définie.  —  Il  est  souvent  utile  de  consi- 
dérer l'intégrale  délinie  comme  limite  d'expressions  dillerentes 
des  précédentes.  Supposons  f{x)  intégrable  dans  l'intervalle 
(a,  ]))  et  partageons  encore  cet  intervalle  par  les  points 
Xi  =  a,  .Vo,...  A",,...  .v„_i_i  -=  J)  en  parties  (rami)]iludes  o,.  On 
aura 


le  point  ;,  étant  choisi  arhitraiicment  dans  l'intervalle  o,  et 
tous  les  intervalles  o,  tendant  vers  zéro.  En  ellet,  /'(;,)  étant 
compris  entre  les  bornes  Mj  et  /«,,  la  somme  précédente  est 
comprise  entre  les  deux  expressions  lM,o,  et  l!7?j,o,  qui  ont 
toutes  deux  pour  limite  l'intégrale  définie,  donc  elle  a  la 
même  limite. 

On  peut  choisir,  en  particulier,  ;/  ^  .v,,  et  écrire  o,  =  f/.v,  ;  il 
vient  alors 

["f{x)dx  =  limï:/-(-V,)r/.v,. 

Ainsi  l'intégrale  délinie  ])eut  être  considérée  comme  la  liiuHc 
(Viinc  somme  de  diffcrentiellefi.  C'est  même  là  le  premier 
point  de  vue  au(piel  on  s'est  placé  pour  la  définir.  Aussi  c'est 
dans  la  relation  précédente  que  l'on  trouve  l'origine  du  nom  et 
de  la  notation  de  l'intégrale  délinie  et,  eu  particulier,  du  signe  \ 
qui  représente  une  limite  de  sommes. 

173.  Cas  où  II  est  ^  7>.  —  Nous  avons  su})posé  jus([n'ici 
n  <^  h,  mais  la  définition  de  l'intégrale 


^W-v) 


dx 


comme  limite  de  sommes,  et  ses  conséquences,  en  particulier, 
le  théorème  de  la  moyenne,  subsistent  pour  a  ^  h.  Seulement, 
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coninic  les  points  de  subdivision  .v,  soid  supposés  iiunu'iofôs 
dans  le  sens  de  (i  vers  />,  lonles  les  dilTérenees  a;,-|  i  — -V,-  —  Oj 
<leviennenl  inaintt'nanl  néjui-alives  el  les  an»|)litii(les  des  inler- 
valles  élénienlaires  sont  —  o,.  Ecrivons  done 

f'' 

\  /"(.v)  (Jx  ~  iini  ï  MiZi  -  —  liin  ï  M,  (—  o,)  ; 

nous  avons,  pai'  la  ({('linilion  anli'i'ienre,  /M'Iant  •      a, 

liin  V  M,  (_,:.)  ^  ^'7(.v)r/.v; 
par  eonsé(pn'nl, 

\"r(x)(ix  =  -  \"nx)iix. 

Donc  iiUrt^'crlif  1rs  limilcs  <riui('  iiilrpii-alc  dcfniiv  vc^'init 
à  chdii^cr  son  n/ijvjc. 

I{i:mauoue.  —  (le  Ihéorènie  peiinel  (['('ciirc  l'iMpial  i(Ui  (2)  du 
n"  170  sons  la  (orme  suivante  : 

\''f{x)  <lx   i     [' fix)  <lx    ■     \"l{x)<lx       0, 

eoinnie  on  a  en  {j;éoinélrie  a/j  +  /'(•  +  C(i  —  0  en  xcrlu  du  piin- 
cipe  des  si^-ncs.  Sons  eetle  lornu',  l'ecpialion  esl  syînélri(pn' 
en  (I,  h,  <".  Par  consécpu'iit,  elle  siihsisie  (pn'lle  tpn'  soil  la 
sihialion  respoclivc  tle  ces  trois  i)oints.  I']lle  suppose  seule- 
ment la  l'onction  iidéfii-rabledans  tous  les  inlervallesconsidérés. 

174.  Signification  géométrique  de  l'intégrale  définie.  — 
l/inte;^ral(!  délinie  <'s|  susc(^i)til)le  d'une  interprétation  ^^ét)- 
méli'icpie.  Soit  /"(.v)  une  fonction  coidinue  dans  l'intervalle 
{<i,  h)  ;  eonsidcM'ons  la  eonrhe  (|iii  a  pour  (Minalion  en  coordon- 
nc'cs  l'cctan^ulaires 

et  supp(»soMs,  pour  lixer  les  idi'cs,  (pie  son  ordonin'c  soit  posi- 
ti\r.  l'roposons-noiis  de  dt'linir  el  d'évahuM"  l'aire  comprise 
entre  la  courbe,  l'axe  des  a-  el  les  deux  droites  a-  a  el  a-  ^  h. 
Pai'la.y^eons  celle  aire  en  seL;nieiil>  ('h'-nien  lai  res  par  des 
l)aralleles   à   l'axe   des  y,  d'abscisses  successives  a'^,  A'^,.. .  A'„ , 
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menées  entre  les  droites  extrêmes  .v  =  a  (ou  .v,)  et  .v  --  h 
(ou  .v„+i).  Un  segment  quelconque  de  base  Xj^i  —  .v,  (ou  o,)  est 
compris  entre  deux  rectangles,  l'un  inscrit  dans  le  segment  et 
l'autre  circonscrit.  Le  premier  a  pour  hauteur  le  minime  lUi  de 
f{x)  entre  Xi  et  -V/^i,  l'autre,  le  maxime  Mj  enlre  les  mêmes 
points.  Leurs  mesures  sont  /?i,o,  et  M,o,. 

Donc  l'aire  à  évaluer  est  comprise  entre  la  somme  l/n,Oi  des 
rectangles  inscrits  et  celle  l)M,o,  des  rectangles  circonscrits. 
Comme  ces  deux  sommes  tendent  vers  la  même  limite  quand 
tous  les  segments  tendent  vers  0,  cette  limite  commune  peut 
servir  de  définition  et  de  mesure  à  l'aire  que  nous  nous 
sommes  proposés  d'évaluer.  Cette  aire  est  donc  égale  à  l'inté- 
grale délinie 


\"nx)(ix. 

J  a 


Telle  est  l'interprétation  géométrique  annoncée  :  Une  inté- 
grale définie  représente  une  aire  plane. 

175.  Intégrale  considérée  comme  fonction  de  sa  limite 
supérieure  ;  sa  dérivée.  —  Remplaçons  la  limite  supérieure  J) 
de  l'intégrale  définie  par  une  variable  X,  nous  formons  une 
fonction  de  X  : 


F(X)  =  \)'ix)dx. 

J  fi 


(]ette  fonction  jouit  des  propriétés  fondamentales  suivantes  : 
La  fonction  P(X)  est  continue  dans  tout  intci-KUille  où  f  (X) 

est  intégralité. 

En   elTet,    pour   un   accroissemeni    h    de   signe  (pielcoinpie 

donnée  à  X,  on  a  (n°  173) 

rx+h  p  X        rx  +  'i 

f{x)  dx  =4  /-(.v)  dx  ; 

J  II  J  a  J  X 

donc,  par  le  théorème  de  la  moyenne  (n"  !(>!)  et   17)^), 

F(X  +  h)  —  F(X)  --  p"/(-v)  '/-v  ^  •j.U, 
où  <J.  est  une  valeur  moyenne  de  /(.v)  (huis  l'intervalle  de  X  à 
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X  +  11.  (-elle  relalioii   [ji-ouve  ([ue  V(\  +  h)  —  l'(X)  leiul  vei-s 
zéro  avec  h,  donc  F(X)  esl  l'oiulion  conliiiue  de  X. 

Supposons  inainlenanl  ({iie  /"(X)  soit  continue  au  point  X  ; 
la  valeur  moyenne  ;j.  tend  vers  f{\)  quand  /i  (positif  ou  néf'a- 
liC)  tciul  vei's  /.éio,  et  l'on  tire  de  la  dernière  é(|uali()n 

:."(X)  .  i™  '-'^  +  ",)  -  '^  =  ii,„  ,  .-  /(X). 

h  =  \  " 

De  là,  le  Ihéorème  fondanu'ulal  suivani  : 

La  (Ici  ivcc  dUmc  intc^rdlc  définie  par  niitixtrl  à  sd  iiuiHc 
supérieure  est  L'i>ale  à  In  KUileiir  de  Ui  fonrlion  sous  le  sii^ne 
d'iitlégration  à  celle  liniilc,  pour^'u  ([Uc  celle  fonclioii  soil 
cou li nue  en  ce  point. 

176.  Autres  propriétés  des  intégrales  définies.  —  1.  Si  /(.v) 
se  décompose  eu  une  somuu' de  foiulioiis  iult'^iablcs,  à  saxoii- 
'i(.v)  4-  '\>{.\)  -f-  •••,  la  louclion  /'(a)  l'sl   inl(''t;ral)le  cl  l'on  a 

(1)  \"r(.y)dx  -    \"'^{x)dx   f    \"'l(x)dx  +  •■■ 

(l'est  la  refile  d'inlc^rdlion  pur  dccoinposilion  pour  les 
intépirales  délinies.  Mlle  se  démonli-e  facilemeid  au  nu)yeu  de 
la  dclinilioii  de  l'i  iil(';^rale  donnée  au    171.  l!n  cncl,  on  a 

v /•(;,)  0,^   ^f(?')'^'  -t    ^'H^')^'  +  - 
I-'aisons  lendic  les  o,   vers   /.('uo  cl   passons  à  la  limite;  par 

di'linilion,    l'iMpiulion    pri''C(''deidc  sera    rcmplac('-c   par    l'i^pia- 

lion  (I). 

II.  /  /(  l'dcicur  eonsidnl  peul  cli'c  mis  hors  du  si>^nc  d'inlc- 

Li^nilion . 

Sdil,  eu  cIVcl,   A  coiislanl  ;  on  a,  ]iai-  (Iclinilion  (u"  171), 

il  '\f(x),lx        liml  A  /•(;,)  r:,  _  A  iim  ï  /  (;,)  o,  ; 

(2)  \"\r{x)dx        A  \V(v)//A-. 

177.  Théorème  de  la  moyenne.  —  (  Ituisidcrons  l'inic^^rale 

r'/'(-V)-,(A),/A- 
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et  supposons  que  la  fonction  à  intégrer  soil  le  prodiiil  de  deux 
fonctions  intégrables,  l'une  ■j'{x)  conslaïunient  positive  dans 
rintervalle  (a,  h)  et  l'autre  f{x)  comprise  entre  m  et  ]\I.  On 
aura,  si  h  >  «, 

fpi  —  /■(^)|  -^{x)  ilx  >  (I,        \''|/'(-^)  —  "'I  r(-^)  '^-^  >  '»' 

car,  les  fonctions  à  intégrer  étant  positives,  ces  intégrales  sont 
des  limites  de  sommes  positives.  On  peut  décomposer  ces 
intégrales  en  deux  autres  et  faire  sortir  les  constantes  M  et  m 
du  signe  d'intégration  (n    11  I)  ;  il  vieid  ainsi,  sans  ditïiculté, 

M   \  '■:.{x)  dx  >  \  '  /-(A)  '.(.V)  dx  >  m  \  ''f(A-)  dx. 
^11  ,11  .11 

Donc,  en  désignant  ])ar  [j.  une  moyenne  convenable  entre  les 
valeurs  de  f{x)  dans  l'inlervalle  {((,  h),  on  i)eut  écrire 

(3)  \"f(x)-^{x)dx  ^:j.\"'f{x)dx. 

C'est  dans  cette  relation  que  coiisiste  le  théorème  de  la 
uioyenne.  Nous  l'avons  établie  en  supposant  ])  ^  a  et  'v(x) 
positive,  mais  elle  subsiste  évidemment  poiu\'ii  que  'f(-v)  ne 
change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Quand  f{x)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  />), 
on  peut  remplacer  ;j.  par  /"(;),  oii  ;  est  une  valeur  convenable 
de  X  dans  cet  intervalle,  et  écrire  l'équation  (3)  sous  la  forme 
suivante  : 


(I) 


("  f{x)  -^(.v)  dx  -  /•(;)  \"'f(-v)  dx. 

J  II  .11 


En  faisant  'f(.v)  =  1  dans  les  formules  (3)  et  (4),  on  retrouve 
celles  du  n"  169  : 

{  ' l\x)  dx  -  y.  \    dx  -  ;/(/»  —  n), 

.  Il  J  II 

\''f{x)  dx  -^  /■(';)  \  "'/-v  -  /■(';)  (l>  -  ")■ 

11 


210       CHAP.  VI.   THÉORIE  ELEMENTAIRE  DES  INTEGRALES  DEFINIES 

§  2.  Relation  entre  les  intégrales  définies  ou  indéfinies 
Calcul  des  intégrales  définies 

178.  Retour  sur  le  chapitre  précédent  :  Existence  d'une 
fonction  ayant  pour  dérivée  /'(.v).  Remarques  sur  les  nota- 
tions. —  Dans  tout  le  chapitre  \,  cm  a  admis  provisoirenieiil 
le  résultat  suivant,  énoncé  au  n"  108  :  Si  f{.\)  est  continue 
dans  L'int('i\^allc  (V/,  !>),  il  existe  une  fonction  (ivdnt  /(.v)  pour 
déri^'ée  dans  sel  intei\'aLle.  Ce  théorème  se  trouve  maintenant 
rigoureusement  établi.  En  eflet,  l'intéf^rale 

'fiy)dy 

est  une  fonction  parliculière([ui  jonit  de  cette  propiieté  (n  '  I  Tô). 
Lorsqn'il  n'en  résulte  aucune  confusion,  on  remplace  habituel- 
lement la  lettre  y  j)ar  .v  dans  hi  notation  de  l'inté^i-ale  précé- 
dente, qui  devient 


[fix)dx. 


Celte  expression  a  donc  poui'  déiivée  la  fonction  /(.v)  écrite 
sous  le  sif^ne  d'intégration.  Cette  propriété  commune  des  inlé- 
gi'ales  inch'linic  et  définie  : 

explitpie  l'origine  (!u  signe  \  dans  la  notation  de  la  |ircmière. 

179.  Relation  fondamentale  pour  le  calcul  des  intégrales 
définies.  —  Loi's(|U(',  |)ai'  nn  proctWh''  (|ncIc(tMi|U(',  on  a  IronNi" 
nnc  fonction  continue  l-'(.v)  (|ni  adiiu-t  /'(.v)  ponr  (h''ii\<''e  dans 
l'iidervalle  (n,  h),  c(>tte  fonction  ne  |)ent  dillV'ier  t\\w  |)ar  une 
constante  i\o  I'int(''grale  (h'-linic  c(Misi(h'M-('c  ci-(h'ssus,  car  ces 
deux  fondions  onl  la  nièinc  (h'-ii vt'-r.  Il\icnl  donc,  C  désignant 
nnr  constantr  à  di-tcrniiiicr. 


(/•(.v)r/.v        l"(.v)    t    C. 
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En  particulier,  si  x  =  a,  on  trouve  0  =  F(o)  +  C,  d'oîi  l'on 
tire  G  =  —  F(a)  ;  par  consécpieiil, 

[r{x)dx  =  Fix)-F{a); 

J  a 

et,  si  l'on  fait  .v  ==  7j, 

(1)  tV(-v)^/-v=  Fih)-V{a). 

J  a 

C'est  la  formule  fondamcnUdc  pour  le  calcul  des  intég'rales 
détinies.  On  la  met  souvent  sous  la  forme  plus  contlensée 


(2)  rV(-v)  rLv  =  [F(.x)]' 

J  a 


Le  second  membre  se  prononce  en  al>régé  :  F(.v)  aux  limites 
a  et  h.  Il  représente  l'accroissement  éprouvé  jKir  la  fonction 
continue  F(.v)  quand  .v  passe  de  a  k  }>,  ce  (pie  nous  appellerons 
aussi  la  différence  de  F{x)  dans  l'intervalle  {a,  h).  De  là,  le 
théorème  suivant  : 

L'intégrale  définie  \'^  f{x)  dx,  prise  entre  deux  limites  entre 
lesquelles  f{x)  est  continue,  estég(de  à  raccroissement  d'une 
fonction  continue  F{x)  ayant  f{x)  pour  dérivée,  quand  x 
passe  de  a  à  h. 

180.  Sur  la  manière  d'employer  le  théorème  précédent.  — 
Le  théorème  précédent  est  fondamental.  11  ramène  le  calcul  de 
l'intégrale  définie  à  celui  de  l'intégrale  indélinie,  auquel  s'ap- 
plicjucnt  toutes  les  méthodes  exposées  dans  le  chapitre  V, 

En  elîet,  l'intégrale  indéfinie  a  pour  dérivée  f{x)  par  défini- 
tion, et  l'équation  (2)  peut  s'écrire 


(3)  f{x)dx 


\f(x)dx 


L'intégrale  indéfinie  comporle  nne  conslante  arhihaire, 
mais  on  peut  la  négliger  pour  h;  calcul  de  l'inh'grale  délini(>, 
car  le  théorème  précédent  s'a|)plifpie  à  toute  fonction  ayant 
pour  dérivée  f{x). 

Lors(iuc  la  fonction  I''(.v)  est  à  (l(''t(M?nin;ili()n.s  nmlliplcs,  le 
choix  des  valeurs  à  atlrihuer  à  V{a)  cl  l''(/^)  dans  la  lorniule  (1) 
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résullo  (le  la  condilioii  de  continuité  imposée  à  F(x).  En  géné- 
ral, on  pourra  choisir  arbitrairement  la  détermination  de 
F(rt),  mais  alors  celle  de  V{1))  est  imposée,  car  il  faut  que 
F(.v)  varie  d'une  manière  continue  de  F(a)  à  F(7j)  quand  x 
varie  de  a  à  h. 

Cette  remarque  s'applique,  en  particulier,  aux  inverses  des 
fonctions  circulaires.  On  a,  par  exemple, 

r  ''    dx 

=  arc  ['j:  h  —  aie  li^  (f  \ 


mais  les  valeurs  arc  tg  a  et  arc  tg  h  doivent  appartenir  à  la 
même  branche  de  fonction.  Le  plus  simple  est  donc  de  consi- 
dérer la  branche  principale.  Si  l'on  fait  a  =  0,  7j  =  1,  il  vient 
ainsi 

3ol  +  -V«       Il  /  1 

181.  Remarque  sur  la  définition  de  l'intégrale  définie.  — 
Certains  auteurs  prennent  la  relation  (;i), 


\'V(v)'/.v 


/•(.v)  dx 


comme  défini tion  de  l'intégrale  définie,  et  considèrent  comme 
une  proiu'iété  l'égalité  de  cette  expression  avec  une  limite  tle 
sommes.  (>e  mode  d'exposition  peut  paraître  plus  simple  à 
première  vue,  mais  cette  simi)licité  est  plus  ap])arenle  (pie 
réelle.  En  elTet,  celte  déllnition  jioslule  l'existence  d'une 
fonction  ayant  pour  dérivée /(.v),  et  celle-ci  ne  peut-être  établie 
d'une  mani(M"e  gcMUMalc  (|ue  pai-  la  considération  d'une  limite 
de  sommes. 

182.  Intégration  par  décomposition  et  par  parties.  —  Les 
règles  d'inti'giation  |)ai' (l(''(()m|)osition,  j)ar  parties  et  par  sul> 
stitution  s'étendent  aux  intégrales  délinies,  mais  avec  dos 
modilications  tenant  aux  limites. 

Si  \i,  e,  u',...  s(uit  (les  touclions  in  te;.,'"!  a  blés  de  .v,  on  a 

r  U  ■  h  •  I.  ■  I, 

(  I)     \  (Il  +  e  —  U'  -4    •••)  d\        \    Il  dx    ■    \  C(/a-        \  uw/a-  ;  ••• 

Ja  .<  Il  J  II  }  Il 


I 

/ 


CALCUL  DES  INTEGRALES  DEFINIES  213 

C'est  la  règle  crintégratinii  par  décomposition,  déjà  démon- 
trée (n"  176). 

Si  II  et  V  sont  des  fonctions  de  x  ayant  des  dérivées  inté- 
grables  n'  et  v'  dans  l'intervalle  (a,  h),  ne  a  pour  dérivée 
m^'  +  vu'  ;  on  a  donc 

\  (uv'  +  n'e)  dx  =  [aejj 

J  a 

et,  par  la  règle  précédente, 

(5)  \  uv'  dx  =  |"v']';  — \  'vu'  dx. 

C'est  la  règle  d'intégration  par  parties.  On  peut  l'écrire,  en 
abrégé, 

\  udv  =  ["^'jrt  —  \  ^'  '^"' 

en  sous-entendant  que  les  limites  sont  relatives  à  x. 

183.  Intégration  par  substitution.  —  Cette  règle  exige  un 
peu  plus  d'attention.  Soit  f{x)  une  l'onction  continue  de  x  dans 
l'intervalle  (a,  h)  ;  posons 

et  supposons  :  1°  que,  quand  t  varie  de  f,  à  T,  (p(f)  varie  d'une 
manière  continue  de  a  à  h  (ce  qui  ne  suppose  pas  que  ^(t)  reste 
compris  entre  a  et  7))  ;  2"  que  (f(f)  ait  uue  dérivée  continue  tp'(/) 
dans  l'intervalle  (fj,  T)  ;  8"  que  /"[«(O]  soit  aussi  continue  dans 
cet  intervalle.  Cette  dernière  condition  résultera  d'ailleurs  des 
précédentes  si  'f{t)  reste  compris  entre  a  et  h.  Je  dis  (pie  l'on 
aura 

(6)  \/^''^'^-^  ^  \[nMi)\'Ai)<lt. 

C'est  la  formule  d'intégration  par  substitution.  Poui-  la 
démontrer,  considérons  les  deux  fonctions  de  t  : 

('"'/•(-v)J.v  et  \'/|-.(/)| /(/).//. 
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Elles  oui  la  même  dérivée.  La  déiivée  de  la  seconde  est  la 
fonction  sous  le  signe  d'intégration  (n"  11')).  Celle  de  la  pi-e- 
mièie  s'oblienl  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  île 
fonctions  :  ou  calcule  d'abord  la  dérivée  de  cette  intégrale  par 
rapport  à  sa  limite  supcMieure  '^(0,  ee  ([ui  donne  /'|'f(/)|,  puis 
on  multiplie  ce  résultat  })ar  la  dérÏM'c  de  '^(l).  On  trouve  dans 
les  deux  cas  tmi)\'^'{t). 

Les  deux  intégrales,  ayant  luènu'  di'rivée,  ne  dilîèrent  ^[^ie 
par  uiuî  constante;  ;  elles  s'annulent  toutes  deux:  pour  /  =  /,, 
donc  elles  sont  égales.  Eu  particulier,  si  t  =  T,  il  vient 

C)  ^rr,/(-^)''-^'^  l  r\ril)\r'{t)ilL 

Cette  é(piati()n  i'e\  icnt  à  (()),  car  'f(/,)  =  rt,  'f(T)  =  h. 

Cas  or  ir  v  a  1)f;s  uiscontinuités.  —  Plus  généralement,  la 
formule  (G)  subsiste  si  la  fonction  i(()  est  continue  et  si  les 
fonctions  /'['f(/)|  et  ç'(/)  sont  boinées  dans  l'inlei-valle  de  t^  à  T 
et  n'ont,  dans  cet  intervalle,  qu'un  nonibi-e  liniilé  de  points  de 
discontinuité. 

l"]u  elTet,  on  peut  partagei-  l'intervalle  {t^,  T)  en  parties  con- 
sécutives dans  les({uelles  il  n'y  ait  de  tliscoutinuité  (pi'à  l'une 
des  limites,  et  il  sullit  de  démontrer  ^[no  la  formule  (7)  s'aj)- 
l)lique  dans  chacpu'  pai'ti(\  car,  en  additionnanl  les  résultats, 
elle  s'étend  à  TiuleiN  aile  entit'r. 

Nous  pouvons  donc  admettre  qu'il  n'y  ait  île  discontinuité 
(pi'à  la  limite  supérieure  T,  auipu'l  cas  nous  axons  (sans  dilli- 
cidté,  (|nel(pie  petit  (|ue  soit  s  positif) 

l't,  à  la  liniile  pour  e  =  t),  celte  ('(pialion  i'e\  ient  à  (7)  et,  par 
suite,  à  (()). 

184.  Intégrales  définies  généralisées.  —  La  (l(''linition  île 
rint(''giale  di-linie  suppose  les  limites  d  et  It  finies,  et  la  fonc- 
tiou  /'(v)  boiiK-e  (|;ins  rinlervalle  {<i,  h).  Si  ces  condiliiuis  n'ont 
pas  lieu,  il  faut  de  nouvelles  dt'liiiil  itui-^. 
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1°  Soit  f(x)  une  fonction  bornée  et  intégrable  (11°  168)  dans 
l'intervalle  (a,  x'),  quel  cjue  soit  x',  pourvu  c{ue  x'  soit  ^  a. 
L'intégrale  de  f{x)  dx  prise  entre  les  limites  a  et  00  est,  par 
définition,  la  limite,  si  elle  existe,  de  l'intégrale  prise  entre  a 
et  x'  quand  x'  tend  vers  l'infini  et  c'est  une  intégrale  généra- 
lisée. On  a  donc 


(8)  (    f{x)dx  =[im   ["^  f{x)  dx. 

J  a  x'=y:     J  a 


Si  cette  limite  n'existait  pas,  l'intégrale  à  limite  infinie 
n'existerait  pas  non  plus.  L'existence  de  l'intégrale  à  limite 
infinie  n'est  pas  assurée,  même  quand  f{x)  est  continue.  Cer- 
taines règles  permettent,  dans  des  cas  étendus,  de  constater  si 
l'intégrale  à  limite  infinie 'est  déterminée  ou  non.  Nous  nous 
en  occuperons  dans  une  autre  partie  du  cours.  Pour  le  moment, 
contentons-nons  de  remarquer  que,  si  l'intégration  indéfinie 
peut  être  effectuée,  la  définition  de  l'intégrale  généralisée  sufiit 
pour  s'assurer  de  son  existence  et  la  calculer.  Par  exemple, 

\    e-'^dx  =  lim   \    e-'' dx  =  lim  (1  —  e--^')  =  1. 

Les  intégrales  prises  entre  les  limites  —  00  et  J),  ou  entre 
—  ■^  et  +  co  s'interprètent  d'une  manière  analogue. 

2"  Soit  maintenant  f{x)  une  fonction  bornée  et  intégi'able 
dans  l'intervalle  (a,  Jj  —  s)  quelque  petit  que  soit  s,  mais  (pii 
croît  à  l'infini  quand  x  tend  vers  h.  On  pose,  par  définition, 
a  étant  donc  supposé  <^  h, 

(9)  [)-(x)dx  =  \im\'~"f{x)dx. 

L'existence  de  Vintégrale  généralisée  est  liée  à  celle  de 
cette  limite.  Lorsque  l'intégration  indéfinie  peut  être  ellectuée, 
celte  définition  suffit  pour  faire  le  calcul  ;  on  a,  par  exemple, 

c^       dx  •     /i  X        ~ 

=  lim  arc  sin  (1  —  s)  = 


3"  Si  f{x)  aiignii'iitail  indt-liniiui'iil  qiiaiiil  A'  leiid  en  déciois- 
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sanl  VOIS  a  <^  />,  mais  était  l)ornée  ot  intôgrahle  dans  l'intor- 

vallc  {(i  +  c,  />)  (|ii(>l((iio  petit  qiio  fût  z  positif,  on  poserait 

•  /,  •  h 

(10)  \  l\x)ilx  =  lini\       f(x)(lx; 

el  l'existence  de  rinlé^rale  serait  li(''e  à  celle  de  celte  limite, 

4"  Supposons  (Nilin  ({ue  f{x)  (le\  ienne  inlinie  }){)ui'  un  nom- 
bre limité  de  valeurs  do  x  dans  l'intervalle  (a,  h).  Pai'laj^'oons 
cet  intervalle  en  parties  consécutives  où  f{x)  n'est  inlinie  qu'à 
l'une  des  limites.  L'intégrale  de  f'{x)  dx  dans  (a,  h)  sera,  par 
définition,  la  somme  des  intégrales  dans  chaque  partie.  Pour 
(pie  ViiiU''i>raU'  gciH'i'dUfice  existe  dans  l'inleivallo  (n,  />),  il 
faut  donc  (qu'elle  existe  dans  clia<pu'  partie,  ce  <pii  ramène  aux 
définitions  précédentes. 

185.  Extension  de  la  formule  fondamentale  (I)  au  calcul 
des  intégrales  généralisées.  —  1.  Loistpie  la  fonction  f{x)  est 
continue^  pour  toutes  les  valeurs  de  .v  dans  l'inteivalle  {a,  h), 
sauf  pour  un  nombre  liniili'-  de  kuiIciws  cxci'ptioiinclU's  cpii 
peu\"('ul  la  rendre  inlinie,  l'cMpiation  fondamentale  (l)  pour  le 
calcul  des  inb'grales  (b'-linies  (n     170),  à  sax'oir 

\)(x)dx  =  F(/>)  _{.>,), 

subsiste  i)our  l'intégrale  gi'néi-alisée,  pour\ii  (pie  la  lonclion 
I''(a:)  soit  continue  dans  tout  rinler\alle  {(t,  h)  sans  exce|>li(Ui, 
et  (pi'elle  ail  /(a)  p(Uii-  (b'-iix  ée  sauf  pour  les  \aleurs  c^xci'p- 
1  iounclles. 

lin  elTel,  si  /)  est  la  seule  valeur  evcept  ion  net  le,  Tt^pial  itui  (!•) 
donne,  puis(jue  I''(a)  esl  continiu'  au  point  h, 

•  /. 

\  l(x),lx       lim  I  !•(/>  — £)—  {•(//)|       l'(/,)  — l-(^/). 

La  c(Uitlu>>ion  ('>^l  analo^^in',  si  a  est  la  scnlr  xalcur  exccp- 
tionnt'IIc.  S'il  \  a  une  \aleui-  «'vccpl  iduni'lli'  c  inlcrnit-diaire 
entre  <i  i-l   h,  il  \  icnl 

•  /,  •  .•         ■  /. 

\I\X)<IX  \       (     \/(V)r/A  l'(r)  l\,l)     ;     F(/,)  _    |.(,.). 
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Gomme  F(c)  disparaît,  on  retrouve  encore  la  même  équa- 
tion. Enfin  la  démonstration  s'étend  de  proche  en  proclie  au 
cas  où  il  y  aurait  plusieurs  valeurs  exceptionnelles  intermé- 
diaires. 

II.  Si  les  fonctions  f{x)  et  F{x)  sont  continues  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  supérieurs  à  rt,  et  si  F(a:)  tend  vers  une  limite 
déterminée  F('V))  quand  x  tend  vers  riutîui,  l'équation  fonda- 
mentale, 


rix)(Ix=y{^)-V{a), 
subsiste  encore,  car,  en  appliquant  l'équation  (S),  Il  vient 
(    fix)  dx  =  lim  [F(.v')  -  F(a)]  ^  F(^)  -  F(«). 

186.  Application  au  calcul  de  quelques  intégrales  définies. 
—  Indiquons  quelques  applications  de  la  formule  fondamen- 
tale 

^'r{x)(ix  -^  y-(.v)j.v 

I.  Si  a  est  différent  de  U,  on  a 

^      siii  «Tî 


cos  (IX  dx 


siii  ax 


donc,  si  (t  est  entier  et  différent  de  0, 

\    cos  (IX  dx  =  0. 

.;  (I 

On  conclut  de  là  que,  si  m  et  n  sont  des  entiers  différents, 
ll"^       .  .      ,        If^ 


cosm.V( 


:cos  nx  dx  ^    \   cos(»i  +  n)x dx  +  -  \  cos(//t — n )x dx  =  0; 

Jo  2jo         '  2jo 

tandis  (pie,  si  m  =  il, 

ir^. 


cos'inx  dx  =     \    (  l  -f  cos  2  inx)  dx  =  ,_^- 

I  2  Jo  2 

11.  De  la  relation  du  n'  1  10  : 

r        dx  1  hx 

\  ^ rs— ^  =  — ;-arc  tf^  +  G, 

]  (i-  -[  hx-        ah  "     r<  ' 
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OU  déduit 


III.  De  la  relation  du  morne  numéro  : 

C        dx  1  a  +  hx 

on  déduit  (a,  h  étant  positifs  et  a  >  />) 

f  1        dx 1_  rt  +  h 

W .  Si  («  4    7))  et  (a  —  h)  sont  positifs,  on  a  (n"  1()2) 

[  -A"—  =  --^=  --  tg(|/  «^  tg  ^^)  +  G. 
3  a  +  bcosx       I  n«—  h'  V    a  -Y  b        ^  I 


Jo  (i  f  Ac( 


-  [arc  tg-  ^  —  arc  tg  0]  = 


COS  X-        j  «2  _  Jf^2  ^  -  -     ^       |V— // 

Si,  au  contraire,  «  +  />  est  >  0  et  a  —  7>  <  0,  on  a 

dx ^         i         T  (^g.//>  +  «  cos  a;  +  [/  7/  —  «*sin  x\,    (. 

a  +  ijcosx      j  /)2_rt2    ^      \  «  +  /jcosx  / 

ri       dx 

J„  a  +  /jcos.v 


^  Log  (^^+1- />--«-) 

1  /r  — «-  \  a  I 


V.  Des  deux  relalioiis  du  n"  K)'),  à  savoii- 

e"-"^  (a  cos  hx  +  h  sin  />x) 

e<**  (a  sin  />a;  —  h  cos  /ja;) 


\  t'"-^  cos  /i.V  (/.V  = 
\  c"^  sin  /).v  d.v  = 


DU  déduil,  (i  (''tant  positif  et  />  de  signe  ([uel(()n(nn\ 


\     f-"-v  cos  />.v  dx  =  — n,,       \    i'-"^'  si 

Jo  ^''  +  ''■  .0 


iu  /*.v  (Ix 


«*  +  /i- 


187.  Intégrales  obtenues  par  des  formules  de  réduction.  — 
I.    Les   foruuiles  ili'   réduclii)n   se    siinplilifiil   smivent    (piaiid 
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on  les  applique  aux  intégrales  définies.  Ainsi,  de  la  formule 

(  X"  e--^"  dx  =  —  .V"  é?-^"  +  Il  \  .v"-i  e-''  dx, 
on  conclut,  si  n  est  positif, 

x-"£'-^J.v  =  n  \    x"-^e-'^dx 


Si,  de  plus,  71  est  entier,  cette  formule  donne,  de  proclie  en 
proche, 

\    X"  e"-  dx  =  n\\    e^'-dx  =  n  ! 

II.  Lorsque  m  et  n  sont  des  entiers  positifs,  les  formules  de 
réduction  (;^)  et  (4)  du  n^  162  donnent  les  deux  suivantes  : 

-     .  ,  m  1  f  2     .  ., 

sm"'  .V  cos"  -v  (Ix  =  \    sin"'~-  .v  cos"  .v  dx. 

0  m   f  n  J„ 

C'^   .  ,  71  —  1    fi    .  .,         , 

\    sin"'  X  cos"  a:  dx  = \    sm'"  .v  cos"^-  x  dx. 

Jo  m  +  71  Jo 

La  première  subsiste  pour  7i  =  0  et  la  seconde  pour  7?i  =  0, 
auxquels  cas  il  vient 

f^  •  ,         m  —  lci.        .,      , 

\    sm"'  a:  dx  = \    sin"'~-  .v  dx, 

Jo  m      Jo 

n  —  1  ,  - 
cos"  a:  dx  = \    cos"~-  a:  dx. 


Ces  quatre  formides  permettent  de  réduire,  de  proche  en 
proche,  les  exposants  tji  et  ii  à  0  ou  à  1,  donc  les  intégrales  à 
l'une  des  quatre  suivantes  : 


IZ  ~  TT  Tt 


\    dx,       \    sin  a:  Ja:,       \    cos  x  (/a;,       \    sin  a*  cos  a' Ja", 

Ju  Jo  JO  Jo 

ayant  respectivement  pour  valeurs-^-,  1,1  et  -— • 

Pour  abiéger  l'écriture,  convenons  de  représenter  par  77i  !  ! 
le  prodiul  de  tous  les  entiers  nou  supérieurs  à  m  mais  de  même 
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pariU''  ({lie    m   (ce  (jiic  nous   pouvons  aijpclcr  une  semi-facto- 
riclie).  Il  vicMulia 

/    (,n  — 1)!!   7c 


\    sin'"  -v  dx  =  \    cos'"  .v  dx  ^  ,   /^^^ y)\\ 


(771  pair), 
{m  impair). 


(771  — 1)!!  (71  —  1)!!    t:     .         ,  ... 

l^^^in'"  X  cos"  X  dx  -    \  ^,^j  _  1)  !  !  (,i  _  1)  !!   /^  ou  //  ou  lous\     l 
(  (m  +  7i)!!  \deiix    impairs./      \ 

Lorsque  m  ol  n  sont  impairs,  soil  771  =  2/j  +  1,  7i  =  2^  +  1, 
la  foimiiio  précédente  se  simplifie,  il  vient 

\    sin-''  t  '  .V cos-'/  I  '  .V  dx  =  ^^  ; ~ '-   , ,  , • 

.In  2     (/)   +   r^  -{-    1)! 

188.  Exemples  de  changements  de  variables.  —  l.  l'ar  la 
suljslilulion  .v  Ig  c,  il  vicnl,  eu  égard  aux  résullats  précé- 
dents (771  entier  et  positif), 

C"        dx  f T      _  _  {2ui-'^)\\  jz_ 

3o  (l  -h-vr       .1'"''  ■       (2777-2)!!    2 

II.  Par  la  substiliilion  .v       sin  :•,  il  vient  {m  enlier  posilif) 

f  f^       .   ..       .  (2771)!! 

III.  Par  la  suhsUlulion  .v  =  sin  :■,  il  \  iiMil  (;;;  euliei-  positif) 

(    (771—1)!!    - 

M      ».  /  •'  m!!—  2   ^"'  •"'■■^' 

f  •  .X'"  dx  i  ^   .  , 

\      .               =  \    sin'":.  </:•  y/„j_Mii 

Jo|   1  —  .V-  J"  I  ^ -J-1-  {m  inipaii) 

l\  .  Par  la  su  hslit  tit  icui  .v    -  d  4    (/j  —  (l)  sin'-'i,  il  \  ient 
>„\'(h  —  s)(x  —  ii)  )«     • 


X-.     '-'■^/  V 


I^W. 
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V.  Par  la  sul)stitiition  \  ax  —  x-  =  .vr-,  d'où  .v  -=  r/  :  (1  +  r'), 
il  vient  {m  entier  positif) 


"      X'"  dx 


2rt"' 


0     ax  —  X- 


dz 


(2771  —  1)!! 


0    (1    +  S')"^+1  (2777)  !! 


-a'" 


VI.    Par  la  substitution    x  =  sin^  z,   il  vient  (]),  q   entiers 
positifs) 


\   xP(i  —  xyi  dx  =  2  \  ^sin-/'+l  z  cos-'/+i  3  dz 

J  0  J  0 


!  n  î 


pi  q 


ip  +  q+i)\ 


Vil.  Par  la  substitution  x  ^  z  :  (l  +  z),  la  même  intégrale 
se  transforme  dans 


zP  dz 


»  rr  ' 


p  '■  q 


o(l  +  z)P+'r+-       (p+  q  +  1)! 

189.    Formule  de  "Wallis.  —  Soient  n  un   nombre  entier 
positif  et  x  une  variable  comprise  entre  0  et  -  :  2  ;  on  a 


sin-"+*  X  <  sin2"  x  <  sin-"-*  .v, 


par  conséquent, 


(k  IV  'h 

\  'sin-"^  '  X  dx  <  \  "  si  ni"  x  dx  <  \  "sin-"-^  a"  dx 

et,  en  remplaçant  les  intégrales  par  leurs  valeurs  numériques, 

(277)!!  (2  77—4)  !!  t^      (27i— -2)>!! 

(277  +  1)!!^      (277)  !!~'  2^  ^  (277  ^\)J\' 


On  déduit  de  ces  inégalités 
(2A)!!     1^       1 


271  4-  1  ^  2^ 


(271  —  1)!! 
donc,  H  étant  compris  entre  0  et  1, 

(2  77)!! 


(277)!!      Y  1 


(271- 1)!!J  2n 


1 


271  +  0* 


(271  —  1)!! 

Faisant  tendre  7i  vers  l'infini,  et  observant  ({ne  (2  7j)  :  (2  7j  |  0) 
tend  vers  l'unité,  on  obtient  la  formule  de  Wallis 

,.      r     (271)!!^    VI 
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190.  Intégrales  obtenues  par  des  artifices  de  calcul.  Exem- 
ples. —  L'iiitégratioM  iiidôliiiic  csl  le  jjrocédé  le  plus  iiiijx))- 
laiit  pour  calculer  les  intégrales  définies,  mais  ce  n'est  pas  le 
seul.  Certaines  intégrales  définies  se  déterminent  par  des  arti- 
fices de  calcul,  sans  qu'il  soit  possible  d'obtenir  sous  forme 
finie  les  intégrales  indéfinies  correspondantes. 

I.  Un  des  exemi)les  les  plus  remarquables  esl  fourni  par 
l'intégrale  généralisée 

\    e-'^'  dx, 

qni  joue  un  lôle  important  en  calcul  des  probabilités.  Pour  la 
calculer,  établissons  d'abord  (piehpies  inégalités. 

La  fonction  (l  -}  2')<?~",  ayant  sa  dérivée  — '/rn^jiiï^^^igne 
contraire  h  a,  atteint  son  maxime  (qui  est  1)  pour  a  =  0.  Nous 
avons  donc,  en  remplaçant  y.  par  ±  x-. 


(1  +x^)c'-Xl, 
d'où  les  deux  iiu'galités 


(l--v^)c'^  <M 


1  +  a:^ 


Elevons-les  à  la  puissance  positive  n,  en  supposant  I  —  a*- 
positif  dans  la  J2'"emière,  nous  trouverons 

x")"  <r/t'   "■^' 


1 


1 


7(1  +  x'^r 

(À)niine  nous  avons  (|)aT~hr^TrtTStitulîôn  de  A"pn  à  a) 
\    e-=^"  d^  =  t  n  \    (•  "■:^iK  >  I  n  (  f  -"■^•'  f/.v, 
nous  lirons  des  iii(''gMlil(''s  itn'ciMliMiles,  pour-  n  cnlier  (n"  IS!)), 
(    e-*%/.x  <  \  n  [ 

JO  Jo 


dx ^         (2;i  — :i)!!    t: 


[    c-^'  dx  >\  n\0  —  A-)"  dx 


(2/1-2) 

{2n)\\ 
(2n  +  1)!! 
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Ces  deux  résultats  peuvent  aussi  s'écrire  comme  il  suit 


2n+  1 


(2n)!!       1 


(2n-l)!!,  ^ 


f  '■       -^  -     2n 

^    „  ^22n  — 1 


(2/1— Ij)!!     „ 
(2n)  !!     I  " 


Faisons  tendre  n  vers  l'infini  ;  ces  deux  crochets  tendent 
respectivement  vers  |  -  et  1  :  |  -  par  la  formule  de  Wallis, 
donc  les  deux  membres  extrêmes  tendent  vers  )  -  :  2,  et  il 
vient 


e--^'  dx  =-L^ 
0  2 


II.  Comme  second  exemple,  considérons  l'intégrale  suivante 
Ç'^x  sin  .x;  dx  _  f  2  .v  sin  x  dx       f  '^x  sin  .v  dx 

Jo  1    +  COS'.X  Jn  1   +   COS^.V  J  tcI   -t-   COS-.X 

2 

Par  la  svibstitution  x  =  -  —  z,  la  dernière  intégrale  devient 


"  (-  —  -.)  sin  r.  dz. 
T       1  +  cos'^  z 


2    sin  ;.  dz 


2    r.  sin  z  dz 


0   1  +  cos^  r.       j  0   1  +  cos^  z 


Portons  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  nous  trou- 
vons 


^  X  sin  X  dx         Ç  2  sin  x  dx 


r  ^  a;  sin  x  dx  _     f  2  s 
Jo    1  +  COS^  X        "  Jn  1- 


-r  cos'  X 


—  arc  tg  (cos  x) 


_2 
1~" 


III.  Considérons,  en  dernier  lieu,  l'intégrale  suivante 


Log  (sin  x)  dx  ^  \  '  Log  (sin  x)  dx  +  \     Log  (sin  .v)  dx 


Nous  avons,  d'une  part, 


_7r 

\     Log  (sin  x)  dx  ^  2\~  Log  (sin  x)  dx, 

car,  par  la  substitution  x  =  ~  —  z,   l'intégrale  ci-dessus    aux 
limites  -  :  2  et  -  se  transforme  dans  celle  aux  limites  0  et  -  :  2. 
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X  X 

D'aiiliv  pari,  sin  x  ^-  2  sin --  cos--  ;  donc,  en  prenant  les 
logaritlimes  el  inléf;ranl,  nons  avons 

L()g(sin.v)</.v ---Loy2 1  \    Lo^Lsin'  J(/.v  +1     Lodeos'^J(/.v 


=  -  Log  2  +  2  \  '  Log (si n  .v)  </.v  +  21"  Log(eos.v)  (/  ' 


=  -  Log2-f  4  \  "  Log  (sin  \)  dx, 

car  les  deux  intégrales  an\  limites  0  et  -  :  2  se  ramèneni  l'nne 
à  l'autre  par  la  substitution  .v  ^  (-  :  2)  —  r-  et  sont,  i)ai'  con- 
séquent, égales. 

De  la  com])araison  des  valeurs  obtenues  de  part  et  d'antre, 
uous  tirons,  en  réduisant,  la  A'aleui-  de  l'intégrale  ciierchée 
(Huleh) : 

7r 

\  '  Log  (sin  a)  <1x  =  —  ^  Log  2. 

.1  II  i- 


CHAPITRE  VU 

Formules  fondamentales  de  la  théorie 
des  courbes  planes 


§   1.  Tangente  et  normale  aux  courbes  planes 

191.  Représentation  analytique  d'une  courbe  plane.  —  En 
premier  lieu,  une  courbe  plane  peut  èlre  considérée  comme  le 
lieu  des  points  du  plan  donl  les  coordonnées  carlésiennes  x  et  y 
sont  liées  par  une  équation 

(1)  F(.v,  y)  =  0. 

Nous  appellerons  point  ordinaire  du  la  courbe,  loiil  [toiiil  où 
les  deux  dérivées  parlielles  F'v  et  F',,  sont  continues  et  ne 
s'annulent  pas  simultanément.  Les  autres  points  de  la  courlje 
sont  des  points  singalicru  ;  nous  les  supposerons,  s'il  en 
existe,  isolés  les  uns  des  autres. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  où  F',-  n'esl  pas  nul, 
l'équation  (1)  définit  une  fonction  implicite  y  de  x  (n"  121)  ;  on 
peut  donc  résoudre  l'équation  (l)  \r<\\'  rapport  à  ,v  et  la  rame- 
ner, au  moins  implicitement,  à  la  forme 

(2)  V  =^  fix), 

la  fonction  f{x)  ayant,  suivant  les  principes  de  dérivation  des 
fonctions  implicites,  une  dérivée  continue  —  F'v  :  Iv- 

Si  F',-s'annulait  en  un  point  ordinaii'c,  l'vue  s'annnlcrait  pas; 
la  résolution  de  l'équation  })onnail  se  faire  par  ra])i)()rt  à  x 
considérée  comme  fonction  de  y  et  la  conclusion  serait  ana- 
logue à  la  précédente. 

Nous  mettrons  le  pins  sonNcnl  rcMpiation  de  la  conihe 
sous  la  forme  (2).  Nous  sup[)oserons  alors  l'existence  on  la 
continuité  des  dérivées  de  f{x)  jascpi'à  nu   certain   ordre  (|ui 

15 
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sera  indiqué  dans  clia(iiie  cas  particulier.  Nos  formules  s'éleii- 
droiit  aux  é(iuations  de  la  forme  (1),  en  verlu  des  règles  de 
dérivation  des  fonctions  implicites,  à  condition  de  nous  borner 
aux  points  ordinaires  de  la  courl)e  et  de  supposer  l'existence 
et  la  continuité  des  dérivées  partielles  de  F  jus<iu'à  l'ordre 
requis  pour  les  dérivées  de  /". 

En  second  lieu,  on  peut  considérer  une  courbe;  [»h»ne  comme 
le  lieu  des  positions  successives  d'un  point  mobile.  On  est 
ainsi  conduit  à  expiimer  les  coordonnées  x  et  y  de  ce  point  en 
fonctions  continues  d'un  paramètre  variable  /.  La  courbe  est 
alors  définie  par  deux  écpiations 

et  l'on  dit  (pie  ces  formules  fournissent  une  rcprcscntation 
pdVdméU'iqiU'  de  la  courbe.  Quand  nous  ferons  usa^e  de  celte 
représentation,  n()us  supposerons  (pic  les  fonctions  -s  et  '\>  sont 
continues  ainsi  que  leurs  dérivées  jus(|u'à  un  ccrlain  ordre. 

Nous  appellei'ons  ponitn  ordiiuiircs  de  la  courbe,  ceux  où 
l'une  au  moins  des  deux  dérivées  'i'(/)  ou  'l'it)  est  ditTérente 
de  0. 

l'ji  supposant  (pie  t  devienne  ('frai  à  .v,  on  revient,  comme 
cas  particulier,  du  mode  de  représentation  (.{)  au  mode  de 
représentation  (2). 

Une  courbe  étant  donnée  so(/s  la  l'orme  (.S),  il  sullil  (rc'-linii- 
ncr  /  pour  mellre  son  écpialion  sons  la  forme  (1).  l/éliminalion 
est  possible  si  l'une  des  deux  écpiations  est  résoluble  par  rap- 
port à  i,  car  il  siilïit,  cette  résolution  faite,  de  j^orler  la  val(Mir 
de  /  dans  l'autre  é(piation.  (l'est  ce  (pii  a  toujours  lieu  en  un 
point  oi'dinaire. 

192.  Tangente  en  coordonnées  cartésiennes.  —  (lonsidc- 
rons  d'alxnd  une  cduri»'  piaiu',  ra|)portée  à  d(vs  axes  rcctan- 
f^ulaircs  on  (»hli(|n('s,  cl  don!  r(''(|uati(»n  s(»il  de  la  loitnc 

V  =   /(A), 

la  tontlion  /(a)  a\anl  nin>  (l(''i-i\(''('  dclcrniini'r  ri  linie. 

La  tauf^rcrdc  rn  un  point  M  de  la  tourbe  est,  comme  on  le 
sait  d(''jà  (n"  .M)),  la  liniile  d'u  ne  st-cante  <|in  |»asse  j)ai'  M  et  un 
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autre  point  W  de  la  courbe  qui  se  rapproche  indclininieut  du 
premier.  Soient  .v,  y  les  coordonnées  de  M,  .v  +  A.v  et  y  -f  Ay 
celles  de  M';  l'équation  de  la  sécante  sera,  en  coordonnées 
courantes  H,  r„ 

Faisons  tendre  le  point  M'  vers  M  ;  A.v  el  \y  tendent  vers  0 
et  leur  quotient  vers  la  dérivée,  y' ,  de  y  par  rapport  à  .v. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  M  sera  donc 

(J)  7,-y^y'(;-^). 

On  met  l'équation  de  la  tangente  sous  forme  symétrique  en 
remplaçant  y'  par  dy  :  dx  ;  elle  devient  ainsi 

r\  \  —  x__t,  —  y 

^''^  dx  dy 

Cette  nouvelle  forme  est  indépendante  du  mode  de  repré- 
sentation de  la  courbe. 

Supposons,  en  second  lien,  (juc^  l'éqnalion  de  la  courlje  soit 
de  la  forme  plus  générale 

F(.v,  V)  =  0. 

Si  M  est  un  point  ordinaii-e,  uiu^  des  deux  dérivées  F',-  ou  Fv, 
par  exemple  F^-,  est  dill'érente  de  zéro.  On  peut,  en  vertu  de 
l'équation  précédente,  considérer  y  comme  fonction  de  .v,  et 
l'on  trouve,  en  dérivant  totalement  l'équation, 

F.v  +  r'F;-  -  0. 

llcmplaçanl  y'  i)ar  sa  valeur  —  l'^'v  :  F^-,  ré((ualion  (1)  devient 

(f>)  (;  -  .V)  I'.;  ^  (T,  -  V)  !-;;.  -  o. 

dette  forme  de  l'écpiation  de  la  langenle  esl  également  symé- 
Iriqne  en  .v  el  en  y.  Elle  donne  lieu  au  llu'orème  suivant  : 

Vin  loiit  point  ordindirc  (rnnc  ('onrhc  Vix,  y)  =  0,  existe 
une  Icuiiicntc  nni([ni'  cl  hicn  délcrniincc.  Son  c<jn(dion  .s'o/>- 
licnt  en  di/J'érentidnl  totalenienl  celle  de  ht  courltc  el  en  rein- 
pldi^ant  dx  par  l  —  .v  el  dy  par  y,  —  y. 
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On  lemaniueia  que  l'équation  (6)  devienl  illusoire  en  un 
point  siiif^ulier,  car  F.v  et  Fv-  s'annulent  à  la  fois  et  l'équafion 
tlevicnl  identique. 

Considérons  maintenant  une  représentation  i)aramétrique 

-V  -  'f(t),         y  -  'HO, 

et  cherchons   la    tangente  en    un   point    ordinaire  M  (k-  celte 
courbe. 

L'écpiation  de  la  sécante  MM'  est 

l  —  X       r.  —  y 


\x  ly 

Divisons  les  dénominateurs  ])ar  l'accroissement  It  qu'il  faut 
donner  au  paramètre  pour  passer  de  M  à  M';  taisons  tendre  \t 
vers  0,  donc  M'  vers  M,  et  passons  à  la  limite.  Les  quotients 
A.v  :  A/  et  Ay  :  Af  tendent  vers  les  dérivées  supposées  exis- 
tantes, a;'  et  y',  de  .v  et  de  ;\"  par  rapport  à  /.  L'écpuition  i]o  la 
tauf^enle  sera  donc,  iniisque  x'  et  .v'  ne  sont  pas  nuls  tous 
deux, 

i  —  -v       Y,  —  y 


(7) 


x'  y 


193.  Normale  en  coordonnées  rectangulaires.  —  La  nor- 
male en  un  i)()int  M  de  la  courbe  est  la  pei'[)endiciihiii('  à  la 
tangente  en  ce  |)oinl.  Supposons  les  axes  rectangnlaires.  Alors 
les  coetlicients  angulaires  de  la  tangente  et  de  la  normale  soni 
in\('rs('s  et  (le  signes  eont l'aii'es.  On  peut  donner  à  i'écpiation 
de  la  normale  di\('ises  l'oiMues  cori'espondant  à  celles  de  la 
tangente. 

La  priMuière  eorres|)ond  à  re(|iiiil  ion  (."))  et  est  indépendante 
(In  mode  de  i'e|)i(''sentalion  de  la  courbe,  c'est 

(8)  (;  —  .v)  <l.^  +  (f.  —  y)  (fy  -  <>. 

Si  Ton  eon^idèie  \'  e(»nnne  une  fonction  de  v  ayant  |)onr 
dérivée  ,\'',  l't'ipndion  de  la  normale,  sons  la  forme  (pii  eoi-res- 
pond  à  (  I),  sei'a 

0^)  .         ^-.v=^-^,-- 
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Si  la  courbe  a  pour  équation  F(a;,  y)  =  0,  celle  de  la  nor- 
male eu  uu  point  ordinaire  .v,  y  sera 


(10) 


—  X    T.  —  r 


f; 


f; 


Eufin,  si  -v  et  y  sont  considérées  comme  fonctions  de  t, 
l'équation  de  la  normale,  sous  la  forme  qui  correspond  à  (7), 
sera 

(11)  (:_.v).v'4   (Y,-y)r'=0. 

194.  Calcul  de  quelques  segments  remarquables.  —  Cer- 
tains segments,  définis  au  moyen  de  la  tang-ente  et  de  la  nor- 
male, se  rencontrent  naturellement  dans  l'étude  des  courbes 
planes.  Nous  les  calculerons  d'abord  dans  l'hypothèse  d'une 
représentation  paramétrique,  c'est-à-dire  en  considérant  .v 
et  y  comme  fonctions  de  t. 

La  sous-tangente  S/  est  le  segment  PT  de  l'axe  des  .v  (flg.  4), 
compté  avec  un  signe  déterminé 
du  pied  de  l'ordonnée  du  point  M 
jusqu'au  point  où  la  tangente 
coupe  l'axe  des  a;.  Les  sens  posi- 
tif et  négatif  sont  les  mêmes  que 
pour  les  abscisses.  La  sous-tan- 
gente s'obtient  donc  en  faisant 
Y.  =  0  dans  l'équation  (7)  (k^  hi 
tangente  et  en  tirant  de  là  la  valeur  de  ;  —  .v.  Il  vient  ainsi 
(en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques) 


(12) 


St  = 


yx' 


La  sons-normale  S„  se  délinit  par  ra[)[)()il  à  la  normale 
comme  S,  par  rapport  à  la  tangente.  C'est  le  segment  PN  dans 
la  figure.  Sa  valeui-  s'obtient  en  posant  y,  =  0  dans  l'équa- 
tion (11)  et  en  tirant  de  là  la  valeur  de  ;  —  .v.  Il  vient  (en 
coordonnées  rectangulaires)  : 

(13)  S,.  ^    y^-. 

Les  iongnenrs  T  et  X  île  Ici  tangenle  et  de  lu  normale  sont 
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les  loiij^iiours  absolues  MT  et  MX,  eominisc's  sur  ces  droitos 
cuire  la  courbe  el  l'axe  des  jv:.  On  a  donc  (eu  coordonnées  rec- 
tanj^ulaii-es)  : 


(14)  ^ 

V 

L(i  (UsUiiicc  P  (h'  r<>rii>;inc  à  Ui  l(ini>;cnti'  se  lire  de  ré(jua- 
lion  de  celle  droite  j)ar  un  pi'iiicipe  bien  connu  de  ;^(''ouu''lrie 
analyliciue.  On  conriul  de  l'c^nualion  (7)  (en  coordonnc'cs  rec- 
tangulaires) : 

(15)  P  =  ±  '^IS^^. 

l'x"  +  y- 

Si,  au  lieu  de  considérer  .v  et  y  ct)niine  fondions  de  /,  t)u 
considère  v  comme  l'onction  de  .v,  il  l'aul  l'aire  x' =^  1.  On 
li'ouNC  les  expressions  plus  sim|)les  : 

l    S,  =  -  -^       S,.  =^  y  y'         T  =   i  I   iT/^'; 

(16)  ^  ^ _     , 

N  =  +-  ri  1  +  r'%       P  =  i  ^T=^' 

1 1  +  r  * 

195.  Applications  (coordonnées  rectangulaires).  —  1.  Pau a- 
uoi.i;  :  y-  ==  2/>.v.  (lonsidiManl  y  connue  i'onition  de  .v,  on  a 
yy'  —  /).  (  )n  I  roiive  donc 

'ran^'cnle  :  r^y  =  />(;  -f  x)  ; 

Normale  :  (:  —  A")  y  +  {/,  —  y)  />  =  0. 

Les  l'ormules  (l())  donni'ul  ensuile  : 


y  _  .> ,.    ^  _  ..    ^r  __  y  ;  ~r 


s,  =  _  -^  =  2  a-,     s.,  -  /).    T  -   ^    I   />-  +  y-,     X  =  I  /*-  +y-. 

honc,  dans  la  init'dholc,  ht  xoiis-iiofiiKili'  est  cniishuitr. 

a:-        v* 

II.  Im.i.ii'si;  :       -  4-   V:;  =   I-  On  li()u\-e  : 
(f         Ir 

laiiu^CMle  :  — -  H — -  =   i  ; 

d'  Ir 

X(u-mal<'  :        —  (I- —  Ir       ('•. 

X  V 
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On  se  sert  aussi  de  la  représentation  paiamétri({ue 

X  =  a  cos  t,         y  =  7j  sin  t. 
On  trouve,  par  les  formules  (12),  (13),  (14)  et  (15)  : 
7j' 


St  =  a»int  l^t,    S„  = 


cos  t,    T  =  tg  t\  o'-sin'  t  +  b'  cos^  t, 


N  =  —  1  d^  sin-  t  -\-  b^  cos*  f, 


P  = 


ajb 


\  cû  sin'^  f  +  b-  cos^  f 


d'où  PN  =  b'. 
111.   Hyperbole 


~r5  =  A-  ^n  trouve 
b^ 


Tangente 


Normale 


1; 


r 


IV.  LodARiTHMiguE  :  y  =  «c'"^.  La  sous-tangente  est  con- 
stante. Ou  trouve,  en  effet,  par  la  première  des  formules  (10), 

771 

V.  Gycloide.  —  La  cycloïde  (fîg.  5)  est  décrite  par  un  point  M 
de  la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  a  qui  roule  sans  glis- 
ser sur  une  droite  iixe  OX.  Prenons  cette  droite  pour  axe  des  .v, 
pour  axe  des  y  la  per- 
j)endieulaire  menée  par 
le  poinl  décrivant  au 
moment  on  il  se  trouve 
sur  OX.  (lonsidérons  une 
autre  position  du  cercle 
générateur.  Soit  OA  la 
(luauliU'  dont  le  point  de  contact  s'est  déjjlacé  sui-  l'axe  des  a:. 
l)'ai)iès  la  définition  du  roulement,  il  s'est  déplacé  de  la  même 
quantité  sur  le  cercle.  Donc  l'arc  AM  entre  le  point  de  contact 
et  le  point  décrivant  est  égal  à  AO.  (^ela  posé,  soit  t  l'angle 
variable  des  rayons  CA  et  (IM.  Exprimons  .v  el  y  en  fonction 
de  t.  Nous  avons  OA  =  AM  =-  al  ;  d'où 

l   X  =  OA  —  MU  =  a{t  —  sin  t), 
^ '  ' ^  j   3'  =  m:  —  OC  =  a{[—  cos  t). 


'         B                 D 

C       ) 

1?  y 

^"^ 

0 

P      i 

\       j 

T 

X 

l^'iS'. 
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Ces  (Miiialioiis  foiii-iiissinil  iiuo  l'cpi-ôsoiitalioii  parani(''tri(|iie 
de  la  cycloïdc.  Elles  inoiitrenl  (|iie  la  cycloïde  se  eoiiipose 
d'une  suite  illimitée  iVdrcfKlcs  égales,  sjliu'es  au-dessus  de  OX, 
ayaiil  |•es|)('(•li^  enieiil  pour  haiileiir  le  diaiiiètrc  2(i,  el  pour 
hase  la  eireouféreuee  2(i-  du  eercle  gcMUMaleiii'. 

Nous  avons,  dans  le  cas  aeluel, 

a;'  =  (i{[  —  cos  t)  =  y,         y'  =-~  ii  sin  f, 
cl  la  valeiii'  de  la  soiis-normale  s'en  dédnil  : 

S„  ^  -^  =  y^  «sin/. 

X 

Donc  S,j  est  égale  à  la  })roje(lion  du  l'ayon  \IC  sur  l'axe  des  x 
el,  par  conséqueni,  la  normale  passe  par  le  j>oinl  de  contact 
dn  eei'cle  généralenr  avec  cet  axe. 

196.  Podaire  d'une  courbe  plane.  —  On  appelle  podaivc 
d'une  couibe  par  rapport  à  un  point  O  le  li(Mi  géométri(|ue  tlu 
pied  de  la  perjXMidiculaire  abaissée  de  ce  poiid  sur  la  tangente. 

Su|)[)osons  (pu'  la  courbe  ail  pour  écpialion  l'(.v,  y)  -^  0. 
Poui"  hou  ver  celle  de  sa  podaire  pai"  rapi)orl  à  l'origine,  il  l'anl 
éliminer  .v  el  v  entre  l'cMpuilion  de  la  courbe  el  les  denx 
sni\aides  : 

(;  -  X)  V,  '  (y,  -  V)  v'y  ^  0,       ;f;.  -  y,f;  ^^  o, 

qui  soni  celles  tle  la  langenle(>l  de  la  perpendicidaire  abaissée 
de  l'tJiigine  snr  la  langenl(\  La  relalion  qui  en  résulte  entre  ç 

el  Y,  esl   TiMpialion  de  la  [todaire. 

l'.M.Mfi.i;.  Lfs  CDiirhfs  (/('  Ldiiir  on  coM/'/fCs  liiini^iiliiiii's  .s\»»m'//'/</im'x 
uni   |ii)iii'  i''i|ii:il  ion 


(^' 


+  H-r^i 


Los  r(|iialiuii^  (If  la  laii^fnli>  cl    ili>   la    |)i'i'|ii-iiiliriilaii'f   i^xui'   de    rmi- 
'ino  SI  ml   : 


a   \a  J  i>    \  h  J  '  .V  \''«-«  ~  ^y_Y 


m-l 
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On  tir<»  de  la  socoiide,  par  les  propriétés  cl«^s  fiailions  égales, 


X     III — I  /,    /   y  \  111  —  1 


h    \    h 


(«;)"'-'  f  (/i-^)"^-' 


(I  J  \   h 


L'éliminalion  de  .v  et  a*  est  d(Jiic  immédiate.  La  podaire  par  rapport  à 
l'origine  a  pour  écpialion 

ni  ni  m 

Uellipae  et  Vliyperholc  en  particulier,  qui  ont  pour  équations  : 


X-       r- 

7z  +  ^2-U 


a-       li^       ^' 


auront  pour  podaires  par  rapport  au  centre  : 

(r  +  -rr)'  =  (olr-  +  {bry,        a'  +  V)^  =  (air  -  (hry-, 

car  on  passe  de  l'elliiise  à  l'hyperbole  par  le  changement  tle  h  en  /)/. 
Si  l'hyperhole  est  écptilatère,  a  =  h  :  sa  podaiie  devient 

(^  9         I  0  \  O  o     /  >•  o  o  V 

;-  +  A-)-  =--  a-  (;-  —  Y.-). 

C'est  une  /cnin/.scn/c  de  licruouUi.  dont  l'c'cpiation  en  cooidonnées 
polaires  est  /■"-=  a-  cos  26. 

197.  Coordonnées  polaires.  —  Soient  r  et  0  le  rayon  vecteur 
et  l'argumenl  d'un  point  tlu  plan  ;  une  courbe  plaue  peut  aussi 
être  définie  par  une  relation, 

F(r,  0)  =  0, 
entre  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  points.   Nous 
supposerons  généralement  que  cette  équation  peut  être  résolue 
par  rapjîort  à  /•.  L'éciiiation  de  la  courbe  prend  alors  la  forme 

'•  =  m- 

Nous  supposerons  /"(O)  déi-ivablc  el  nous  désignei-ons  sa 
dérivée  par  ;•'. 

Soient  roi  0  les  coordonnées  d'un  \^ 

poiut  pailicidier  M  de  la  courbe 
(lig.  0).  Menons  la  tangente  en  ce 
poiut.  Abaissons  du  \)ù\c  la  perpen- 
diculaire ()V  sur  la  tangente.  Soient 
/)  la  longueur  de  cette  droite  el  w 
l'angle  (pi'elle  fait  avec  l'axe  OX. 


Fig-.  (i 


L'équation  de  la  tangente,  en  coordonnées  courantes  o,  t,  sera 

p  COs(t  (jj)   =  p. 
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Il  s'agit  (le  détormiiKM"  'o  cl  />.  f.a  lan^onte  i)assant  par  les 
})()iiits  (/•,  0)  cl  (/•  +  (Ir,  0  +  (Ih),  on  a  les  deux  (''(jualioiis  : 

r  eos  (0  —  (<))  =  p,         (L  V  cos  (0  —  (o)       0. 

On  lire  de  la  secontie,  divisée  par  dh, 

l^(0-to)  =  -^. 

Soil  y.  l'angle  dn  layon  Nccleiii-  0]S1  avee  la  tangente  menée 
dans  le  sens  on  0  va  en  ci'oissanl.  (let  an^le  est  compris 
entre  0  et  -,  il  est  complémenlaii-e  <!(>  0  —  fo  el,  par  consé- 
quent, déterminé  par  la  f'oiinule 

La  s<ms-t(uigente  S',  el  la  sous-inn'niale  S'„  en  coordonnées 
polaires  sont  les  valeurs  al^(''ljri(pies  des  seguienls  OT  et  ON 
(tig.  6)  compris,  sur  la  normale  au  rayon  vecleur,  enlre  le 
pôle  et  la  tangente  ou  la  normale.  On  a 

(19)  s;  =  -.        s;,  =  /•'. 

/• 

Les  segments  ainsi  calculés  aiiionl  le  signe  de  Igy..  On  \i>il 
facileiiKMit  (ju'ils  seront  positifs  ou  négalils,  suivant  (ju'il  faut 
faire  lourner  le  rayt)n  OM  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif 
ou  dans  le  sens  négatif  pour  l'amener  dans  la  direction  ()\. 

La  tangente  '1"  et  la  normale  .\'  en  looidoun^-cs  polaires 
sont  les  [jortions  M  T  et  MX  de  la  tangente  et  de  la  nt)rmale 
ctunprises  entie  le  point  M  el  la  perpi'udiculaire  \0T  men('*e 
par  l'origine  au  rayon  vecteur.  Leurs  e.\i)ressions,  (pii  doixcnt 
être  prises  positivcnicnl,  sont 

(20)       T'  =  ~—  =  —  I  7M^/'•'^        X  =  -^  =  I V  +  ;•'«. 
cos  u        /'  '  sin  '/       ' 

La  pei-pendiculaire  abaissc'-e  du  p('»lc  sur  la  tangente  a  p<Mir 
longueur  jt  et  pour  inclinaison  (•)  ;  on  a 


=  ;•  cos  (h  —  (o)    -  -, 


(21)  ^ 

f  (i)  =  0  —  arc  Ig      • 
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En  élimiiianl  0  oulro  les  deux  équations  z  =  p  et  t  =  (o,  où 
les  seconds  membres  sont  exj)rimés  en  fonctions  de  h,  on 
obtiendra,  entre  o  et  ~,  ré({uation  de  la  podaire  de  la  courbe  par 
rapport  au  ])ùle. 

198.  Applications.  —  I.  Spirale  d'ArlhimÈre  :  /•  =  ah.  Un  a 

7-'  =  a,         S,';  =  a,         Sj  =  ah-  =  rh. 

Donc,  dans  la  spirale  d'Archimède,  la  sous-normale  polay'e 
est  constante  et  la  sous-tangente  au  point  {/•,  h)  a  même  lon- 
gueur (pi'uu  arc  de  cercle  de  rayon  /■  et  d'ouverture  h.  En  })ar- 
ticulier,  la  sous-tangente  au  premier  point  où  la  spirale 
recoupe  l'axe  polaire  a  même  longueur  que  la  circonférence 
décrite  avec  le  rayon  vecteur  de  ce  point  (Archlmède). 

II.  Spirale  LixiARiTiiMioi  k  :  ;•  =  ac""h.  On  a 

r'  =  mr,  tg  ;j.  =  — ,  Sj  =  — ,  Sj,  =  mr, 

'  m  m 

r  , 

p  =  1,  W   =   4 'J.. 

I  1  +  m- 

Donc  :  1"  La  spirale  logaritlimitpie  coupe  le  rayon  A'ectenr 
sous  un  augle  constant  u  ;  2"  les  points  T  et  X  (lig.  G)  décrivent 
des  spirales  semblables  à  la  proposée  ;  3"  la  podaire  a  pour 
équation 

=  rt.e 


1  1  +  m- 
et  c'est  aussi  une  spirale  semljlable  à  la  proposée. 

EXERCICES 

1.  Taui^fMito,  normale  ot  sog-inents  c<)rros[>()n(laiils  |ii)iii'  I"li\  pciliolc 
lappoilée  à  ses  a.syini»toles  :  .v>-  =  a-, 

2.  Dans  un  cercle  de  rayon  a,  on  mène  un  diaiMi'lic  ()()'  ot  la  tan^onlo 
à  l'une  (les  oxtrérnilés  O'.  Par  l'aulro  extn'Mnih'  O,  on  mène  une  sécante 
quelconque  coupant  le  cercle  en  P  et  la  tau'.fente  en  (J.  On  retranche  de 
OP  un  serment  QM  é^al  à  OP.  Le  lieu  du  point  M  est  une  cissoïde  de 
Diodes.  Trouver  sr)n  équation,  la  tans"ente,  la  nornude,  etc. 

U.  On  prend  O  comme  i)ôle,  OO'  comme  axe  pcdaire.  L'équation  est, 
en  cooidoinu'es  polaires. 

;•  =  2  rt  (sec  fj  —  cos  H), 
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et.  ("Il  CDiilonnécs  tai'lt'  iennes, 

y-  =  -y'  :  (2  o  —  .v). 

3.  Un  cercle  de  layun  a  louli'  sur  une  tlroile  ()\  :  un  pdiul  lixé  à  ce 
cercle  déciil  une  cycliihlc  (tlloiifjée  s'il  esl  intéiicur'  au  cercle,  une 
('yclo'idc  niccinircii'  s'il  esl  exiérieur.  Tiouxei-  les  é(|ualii)ns  de  ces 
couilies,  la  lauf'enle,  la  luuinale,  etc. 

U.  (louseivons  les  nolatious  du  u"  IHÔ  (V).  Soi!,  eu  plus,  li  la  dislauce 
du  iKiinl  d(''cri\aut  au  cmlie  du  cercle.  Ou  a 

.V  =  al  —  Il  siu  /,  \-        (i  —  /(  cos  /. 

La  normale  à  la  ctuirhe  passe  eucoïc  par  le  point  de  coiUact  du  cercle 
el  de  la  droite. 

A.  Lu  cercle  de  rayon  h  roule  exleiieureuieiil  sur  un  cercle  de  rayon  a. 
On  considère  trois  points.  M,  M' et  M",  fixés  au  cercle  ru(d)ile.  le  premier 
sur  la  circonférence,  le  second  dans  l'intérieur,  le  troisième  à  l'extérieur 
du  cercle.  Le  point  M  décrit  une  ('•])icycl(it(l(',  le  point  M'  uno  ('picylouli- 
(illoii^t'C,  le  point  M"  une  é})icy(Ioidr  raccoiuric.  Tiouxcr  les  ('-quations 
de  ces  c<nirl»es,  la  tauf^enle,  la  normale,  etc. 

H.  Prenons  pour  origine  le  centre  du  cercle  (ixe.  pour  axe  des  .v  le  dia- 
mètre passant  par  le  point  décrivant  ;iu  nu)menl  où  il  est  le  plus  près 
du  centre  lixe.  Soient  h  la  distance  du  point  décri\ant  au  centre  luoliile 
et  t  l'angle  dcud  a  tourné  le  rayou  vecteur  inem''  du  ceuire  lixe  au  point 
de  coutacl.  (Jn  a 

i      .V  =  («  +  h)  cos  t  —  Il  cos  (  -— L —  i  1 , 
/     V  =  (a  +  h)  s\nl  —  h  sin  ("  "*"  ^^  A. 

La  luiruiale  pa-^sc  pa  i-  le  point  di'  contact  des  deux  cercles. 

.").  Mèuu'  prolilèuu',  le  louleuu'ut  se  faisant  iuti' lieureiui-nt.  Les 
couihes  sont  alcus  îles  h\-pi>i-ycl(>iili's. 

H.  iieiii's  é({uatious  s'ohtienuent  eu  cluiu.^eaut  dans  les  precéili-nti's 
/(  eu  —  /(  et    /(  eu  —   /(.  (  lu  a 

l      .V  =  (d  —  /*)  cos  (    f-  /(  cos  (  .    f  ] , 


I    y  =  (a  —  /))  siu  /  —  h  sin  / /  ] , 


(t.  La  r(ti'dii)i(l('  (courl)e  en  forme  de  co'ur)  esl  l'épicycloïde  en^^endrée 
par  le  roidemeni  de  deux  cercles  de  uième  rayon  ii,  .Si  j'iui  prend  pour 
pi'ile  le  point  <lt'-cri\aid  au  ruoiuenl  où  il  coïncide  avec  le  poiut  *le  cmi- 
lact,  l'cipuiticui  de  la  courhe  est.  en  coiM-douiir-es  polaii-es. 

r  =  2<i  (\  —  cos  (j). 
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Déterminer  les  éléiiieiils  de  cette  eourbe  et  sa  po(taire. 
R.  On  trouve 

t^  =  w  =  A,  s^  =  /-tgl-,  S,',  =  2a  sine, 

'==/■:  cos  — ,  a'  ==  /•  r  sin  — ,  n  =^  r  sin  — 

2  2  2 

La  podaire  a  pour  éijuation 

p  —  4  a  sin^  -. 

7.  Podaire  d'une  circonférence  de  rayon  a  par  rapport  à  nn  i)oint  de  la 
courbe. 

R.  La  courije  est  une  cardioïde  (Exercice  précédent). 

8.  Podaires  de  la  parabole  par  rapport  :  l'^  au  foyer  ;  2''  au  sommet. 
R.  La  première  est  la  tang-ente  au  sommet  ;  la  seconde  une  cissoïde 

(Exercicice  2). 

§  2.  Longueur  d'un  arc  de  courbe  plane. 
Inclinaison  de  la  tangente 

199.  Longueur  d'un  arc  de  courbe  plane.  —  Considérons, 
en  axes  rectangulaires,  la  courbe  qui  a  pour  équation 

La  longueur  .s  d'un  arc  compris  entre  les  points  dont  les 
coordonnées  sont  x  =  a,  y  =  f(a)  et  x  =  h,  y  =  /"(/>),  est, 
par  délinition,  la  limite  du  périmètre  d'un  polynôme  inscrit, 
dont  les  sommets  se  suivent  dans  un  sens  déterminé,  lorsque 
le  nombre  des  côtés  augmente  indétiniment  et  que  chacun  des 
côtés  tend  vers  zéro. 

Nous  allons  montrer,  en  admcttaiil  (pie  /(.v)  ail  uiio  dérivée 
continue  f'(x),  que  cette  limite  est  déterminée  et  s'exprime 
par  une  intégrale  détinie. 

Prenons,  à  cet  efïet,  sur  l'arc  considéré,  /i  +  l  points  (y 
compris  ses  extrémités)  et  désignons  les  coordonnées  de  l'un 
(pielconque  d'entre  eux  par  .v,  et  r,  de  sorte  (fue,  les  aJK'isses 
étant  numérotées  par  ordre;  de  grandeur,  .v,  et  y^  seront  les 
coordonnées  rt  et /■(«)  de  l'origine,  .v„4^i  et  y„\\  les  cooidon- 
nées  h  et  f{]>)  de  l'extrémité. 

Inscrivons  le  polynôme  qui  a  ces  {n    f   1)  points  pour  som- 
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mets.  Le  côlô  c/  qui  joint  (xi,  yi)  à  (Xj+i,  yi+i)  a  pour  mosuro 


Mais  la  formule  des  accroissemonls   liiiis  domu',   ;,   étant 
iiil(M'mc(liairc  entre  Xi  et  Xi+\, 

Xi+i  —  yi  =  f\li)  (.V, , ,  —  .V,). 

Il  vienl  donc 


Lorsque  les  côtés  du  polynôme  tendent  vers  zéro,  les  difTé- 
rences  .Vj ,  i  —  Xi  tendent  aussi  vers  zéro.  11  vient 


c  =  Uni  ï  Ci  =  lim  ^.x:,  +  ,  —  .v.)  1  1  +  /"(;')'• 

I  1 

dette  limite  est,  par  définition  (n"  1  72),  une  iiiléf^ralc  délinie  ; 
nous  avons  donc,  en  déliiiitive, 


=  r'(/.v|  1  +r{xY. 


L'oj)ération  (|ui  consiste  à  calculer  la  loiifçuenr  d'nii  arc 
s'appelle  rectification.  Nous  reviendrons  sur  ce  problème  au 
chapitre  IX  et  nous  en  donnerons  des  exemples. 

200.  Dérivée  et  différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  Con- 
sidérons malntenaiil,  sur  la  courbe 

y  --=  fixh 

un  arc  variable  .s,  coinpb'  depuis  une  origine  lixe  .v  ^  (t, 
y  —  fU')  jusqu'à  une  (vxlréinilé  mobiU"  .v,  y.  (Ici  arc  sera 
mesnr(>  par  l'iidc-^rale 


(I) 


\\lx\  lWixr=  V^/vl  I  +  y". 

J  II  .    M 


Xons  avons  ('labb  celle  Toiinnle  en  re^^-ardnnl  s  «omme 
essenlielienuMil  |)osilir,  nons  aNoiis  iniplieileinent  snppos»' 
.V  ^  ^/  <•!  le  i;Hlii;il  pris  posi  I  i\  cniiMi! .  M;iis,  |»()ii  r  |;i  ^iMii-rnlili- 
delà  lorinnle,  il  ronvienl  de  considérer  s  eiMnine  siiseepl  ibie 
d'nn  doni)le  si;^ne,  sni\;iMl  le  sens  dans  letpn-l  (»n  coinple 
cel  arc. 
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Nous  conviendrons  de  prendre  le  radical  positivement  dans 
la  formule  (1),  de  sorte  que  s  sera  positif  pour  x  ^  a  et  négatif 
pour  X  <^  a.  Cela  revient  à  regarder  l'arc  comme  positif  dans  le 
sens  où  X  croit  et  comme  négalif  dans  le  sens  contraire.  Si 
rt)n  prenait  le  radical  négativement,  la  conclusion  serait 
inverse. 

Dérivons  la  formule  (i),  il  vient 

ds 


(2)       .s'  =  -^ ^  1  1  +  /%        ds  ^  dx\TTy^; 

el,  en  remarquant  que  dy  =  y'dx, 


(3)  ds  -  \dx^  +  dy\ 

Considérons  une  représentation  paramétrique  de  la  courbe, 
x  —  'f{t),  y  ^  4^(f)  ;  soient  x'  et  y'  les  dérivées  de  x  et  de  y  par 
rapport  à  t  ;  d'où  dx  =  x'dt,  dy  =  y'dt  ;  il  vient 


(4)  ds  ^  dt\/ x'^  +  y'\ 

Nous  conviendrons  de  prendre  ce  radical  positivement, 
c'est-à-dire  de  considérer  s  comme  croissant  dans  le  même 
sens  que  t. 

Enfin  on  passe  facilement  des  coordonnées  rectangulaires 
aux  coordonnées  polaires  par  les  relations  x  =^  r  cos  H, 
y  =  r  sin  0,  d'où 

dx  =  dr  cos  0  —  /•  sin  H  dH,  dv  =  dr  sin  0  +  /•  cos  h  d'i, 

On  trouve  ainsi,  ;•'  désignant  la  dérivée  f/r  :  dH, 


(5)  ds  =  \di^  4  rhW  -  dOj  r^  +  r'\ 

ds 


(6)  -^^^/r^^i^K 

Nous  conviendrons  de  prendre  ce  dernier  radical  positive- 
ment, c'est-à-dire  de  considérer  .s  comme  croissant  dans  le 
même  sens  que  0. 

201.  Théorème.  —  /.e  rapport  d'un  (wc  infiniment  petit  à 
S(i  corde  a  pour  limite  V unité. 

En  elîet,  soient  A.s  la  longueur  de  l'arc,  A.vet  Ay  lesdilïércnces 
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des  coordonnées  des  extrémités.  La  corde  c  a  pour  mesure 
1  Ax^  +  \y-.  Ces  cjuaiililés  Icndaiil  vers  zéro,  on  a  donc 

A.s 
lini =  lim  —  =  -  =  1. 

202.  Inclinaison  de  la  tangente.  —  Soit  .p  l'angle  de  la 
tangente  h  la  courbe  y  =  /  (v)  avec  l'axe  tic  x.  Les  axes 
étant  rectangulaires,  le  coelïicient  angulaire  de  la  lajigenleest 
égal  à  tg  'f.  Il  vient  donc 

dy 


(7)  i^?-y'- 


dx 


Il  est  commode  d'attribuer  un  sens  à  la  tangente  el  de  con- 
sidérer la  tangente  menée  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
Son  inclinaison  -i  est  la  limite  de  celle,  'l,  d'une  corde  iii Uni- 
ment petite  MM'  nien(''e  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
Soient  .v,  >-  les  coordoniH'e.s  du  point  M,  .v  -  A.v,  y  -^  A^■  celles 
de  M',  c  la  lougueur  absolue  de  la  coicle.  On  a 

A.v  —  c  cos  'l,         ly  =  c  sin  6. 

Divisotis  ces  relations  par  l'arc  MM'  (ou  A.s)  (|ui  est  |)ositif 
])ar  liy|)()tlièse,  et  passons  à  la  limite;  c  :  A.s  a  par  limite  •  I, 
en  vertu  du  théorème  précédent  ;  et  il  vient 

(o)  liin  ^^ —  -^  — r—  =  cos  i,  — —  —  sin  'i. 

A.s         ds  •  ds 

(les  deux  deruirres  formules  suiiposcut  doue  la  laugeult^ 
menée  dans  le  sens  oii  .s  \a  eu  croissaid 

§   3.  Sens  de  la  concavité 
Points   d'inflexion   des   courbes   planes 

203.  Sens  de  la  concavité.  —  Sitinit  y  /'(.v)  rci|iialit>n 
d'une  courbe  en  a\rs  rrclangulaires  on  oblicpies,  r|  M  un 
point  de  la  ((Uirbe  ou  la  langeide  MT  n'est  pas  parallèle  à 
l'axe  des  y.  Si  la  courbe  ne  I  ra\ erse  pas  .sa  tangente  an  [loint  M, 
elle  sera,    eu-deca    el    au   de-là   du    point   M,   situ(''e  du    même 
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côté  de  la  tangente  MT  (au  moins  dans  le  voisinage  du  point  M). 
On  dit  que  la  courbe  tourne,  an  point  M,  sa  cnncciK'itc  du  côté 
des  y  positifs  on  du  côté  des  y  négatifs,  suivant  que  la  courbe 
se  trouve  par  rapport  à  la  tangente  du  côté  des  y  positifs  ou 
du  côté  des  y  négatifs. 

vSupposons  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  /"'(.v)  et 
/""(-v),  déterminées  et  continues  dans  le  voisinage  du  point  M  ; 
nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

La  coiivhe  y  ■-=  f{.\)  tourne  sa  couc  iK'itc  du  côté  des  y  posi- 
tifs ou  du  côté  des  y  négatifs,  sui\'ant  que  la  déri^^ée  seconde, 
f"{x),  est  positive  ou  négative  au  point  considéré. 

En  effet,  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas  se  présente  suivant 
que  l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande  que  l'ordonnée  de 
la  tangente  ou  phis  i)etite  (jue  cette  ordonnée  dans  le  voisi- 
nage du  point  M  (aussi  bien  en  deçà  qu'au-delà  de  ce  point). 
Donnons  à  x  un  accroissement  positif  ou  négatif  \x  =  dx. 
L'accroissement  de  l'ordonnée  de  la  courbe  sera  A)-,  l'accrois- 
sement correspondant  de  l'ordonnée  de  la  tangente  sera  dy 
(n"  52).  Le  sens  de  la  concavité  dépend  donc  du  signe  de  la 
différence 

-^^'  —  (ly  ; 
elle  sera  tlu  côté  des  y  positifs  si  cette  aifîérence  est  positive, 
du  coté  des  y  négatifs  si  cette  différence  est  négative  (le  signe 
de  dx  devant  rester  arbitraire).  Mais  la  formule  de  Taylor 
(n"16)  nous  donne  (0  <  0  <  1) 

\>'  =  dy  +  ^  (f/V).v+6d.v  -  dy  +  ^  f'ix  +  hdx)  dx\ 

Si  f"{x)  n'est  pas  nul,  f"{x  +  hdx)  sera  du  signe  de  f"{x)  à  con- 
dition que  1  dx  j  soit  sulllsainment  ])etit  ;  ensuite  dx'-  est  essen- 
tiellement positif.  Donc  A>'  —  dy  sera  du  même  signe  que  f"{x). 
La  courbe  sera  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  tangente, 
de  part  et  d'autre  du  point  M,  selon  (pic  f'ix)  seia  ^  on  <^  0. 

204.  Points  d'inflexion.  —  Pai-  définition,  ce  sont  ceux  où 
la  courbe  y  -^  f{x)  travcisc  sa  tangente  (*).  Si  la  dérivée /""(.v) 


(*)  Dans  la  tliôoric  des  coin"l)es  alj4(''i)ri([iips,  on  drlinit  ordinairornent 
les  points  d'indexion  par  la  condilion  /""(a)  =  0  elle-niènie.  Les  denx 
déflnilions  ne  sont  pas  ('(piivaienlfs.  cotnine  on  va  s'en  assurer. 
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est  conlinuo,  un  tel  point  ne  peut  se  rencontrer,  en  verlu  du 
Ihéorème  précédent,  que  si  /'"(-v)  =  0.  Donc  les  abscisses  des 
jHÙiits  (Vinjlexion  sont  racines  de  i'éqnation  fi-x)  =  0. 

Ainsi,  pour  li'ouver  les  [)oiiils  d'intlexion,  on  ciierclKMa  les 
racines  de  cette  équation.  Mais  toute  racine  ne  donne  pas  un 
point  d'inflexion.  Pour  (pi'un  point  M  où  la  tanj^entc  n'est  pas 
parallèU;  à  l'axe  des  y  soit  un  poini  d'inilexion,  il  faul  cpie 
l'oi'douui'e  (1(»  la  lau^eule  M  T  surpasse  celle  de  la  courhe  iV\\\i 
côté  du  point  M  et  que  l'inverse  ait  lieu  de  l'aulre  côlé.  Il  faut 
donc  (pie  A  y  —  dy  chanp;-e  de  si^ne  avec  dx. 

Les  dc'i'ivées  première  et  seconde  étant  suj)pos(''('s  continues, 
on  a 

A^-  —  dy  =  4f-  r('V'  +  'Idx). 

Pour  (pie  -V  soit  l'aijscisse  d'un  i)oiut  d'inilexion,  il  laul  que 
f"{x  +  Of/.v)  change  de  signe  avec  dx.  De  là,  le  théorème 
suivant  : 

Les  fndnts  d'inflexion  de  la  eoiirJie  y  --  f(x)  sont  ceux  on 
f"{x)  change  de  sii>ne. 

Supi)osons  (prune  valeur  A'  annule  f"{x)  cl  toutes  les  di'-rivées 
suivantes  jus(prà  l'oi-dre  //  exclusivenieul  ;  la  l'orniule  de 
Taylor  dounera 

A^-  —  J^-  =  -^^  /•<")  (.V  +  hdx). 
ni 

La  (l('M-i\(''e  /}''■""',  su})p()s<'>e  continue,  a  inaiutenaut  un  sj^ik' 
indépendant  de  celui  de  dx  i)oiirvu  <pie  dx  soit  sullisammenl 
])elit.  Les  changements  de  sij^nes  (h'-pendeut  doiu-  uni(piemenl 
{lu  facteur  dx".  (lelui-ci  ne  chaude  de  si^ne  avec  dx  (pie  si  n 
es!  iuipair.  De  là,  la  r('<.;'le  sui\aute:  Ponv  qu'iiiic  racine  de 
/'"(.v)  donne  un  [xtinl  dlnllexian,  il  fa  ni  (/ne  la  in'cinière  des 
(léri\'ées  d'ordre  supérieni'  an  second  (jni  ne  s'annule  jias  en 
inètne  lernps  <jne  /""(a')<  •'^"''  d'ordre  inxpair.  On  supiiose 
l'cxislence  cl  la  conlinnilc  de  hmles  ces  dérivées. 

§   4.  Courbure  et  développée   d'une  courbe   plane 

205.  Courbure.  —  ('.ousidcMu-is  imc  couilie  a\aiit  p<iur 
eipniti(ni 
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et  supposons  que  f{x)  ait  des  dérivées  continues  des  d(Mix  pre- 
miers ordres.  Soit  MM' un  arc  de  courl>e  tel  que  la  direction  de  la 
tangente  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  le  point  de 
contact  se  déplace  de  M  en  M'.  Considérons  les  deux  tangentes 
MT  et  M'T'  menées  aux  deux  extrémités  de  l'arc  dans  le 
même  sens.  On  appelle  conrhiive  de  Varc  ou  angle  de  contin- 
gence l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  ;  coiirhnre 
moyenne,  le  rapport  de  cet  angle  à  la  longueur  de  l'arc  ; 
courbure  au  point  M,  la  limite  vers  laquelle  tend  la  courbure 
moyenne  quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M. 

Désignons  par  A.s  et  Ai  les  accroissements  de  la  longueur  de 
l'arc  et  de  l'inclinaison  de  la  tangente  quand  on  passe  du 
point  M  au  point  M',  La  courbure  de  l'arc  MM'  sera  Acp  (angle 
de  contingence),  sa  courbure  moyenne  sera  Acp  :  A.s  et  sa  cour- 
bure au  point  M 

As         ds 

Nous  remarqueions,  pour  comniejicer,  le  théorème  suivant  : 
Dans  un   cercle  de  rayon  II,  la  cnurljurc  est  la  nicmc  en 
chaque  point  et  égale  à  1  :  U. 

En  etîel,  l'angle  au  centre  correspondant  à  l'arc  MM'  est  le 
même  angle  A'^  que  celui  des  tangentes  extrêmes  ;  donc  la 
longueur  A.s  de  l'arc  MM'  est  KA-^.  La  courbure  moyenne  est, 
par  conséquent,  égale  à  1  :  H,  quel  que  soit  l'arc  MM'.  Pas- 
sant à  la  limite,  on  voit  que  la  courbure  sera  égale  à  I  :  R  en 
chaque  point. 

206.  Rayon  de  courbure.  —  La  courbure  étant  uniforme 
dans  le  cercle,  il  est  naturel  de  comparer  les  autres  courbesà  un 
cercle  sous  le  rapport  de  la  coiirburt".  On  appelle  rayon  de 
courbure  d'une  courbe  au  point  M,  le  rayon  du  cercle  qui  a 
même  courbure  que  la  courbe  en  ce  point,  (lomme,  dans  le 
cercle,  le  rayon  est  l'inverse  de  la  courbure,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  (/uelconfiuc  en  un 
point  M  est  égal  à  llnversc  de  la  conrlture  en  ce  jKiint. 


244  CHAFMTRK   VII.   <:OI  HUES   PLANES 

Le  rayon  de  courhiirc  se  désifj;'iie  par  H,  on  a  donc 

cls 


(1)  R 


(H 


Supposons  les  axes  reclaii^iilaires.  Les  accents  désij^nant 
des  dérivées  par  rai)porl  à  .v,  on  a  (n"  202)  i  ^  arc  l^.v';  d'où, 
eu  dérivaul, 

(2)  r' 


1    +   y'^ 

D'aulre  pari,  on  sait  (u"  200)  (lue 


(3)  .s'=  11+  /-. 

Suhsiiluant  ces  valeurs,  il  vient 

U^  ^/'^         '/  y" 

(lelte  loiinule  comporte  l'exlraclion  d'une  racine  carrée.  On 
convient  de  considérer  R  comme  essentiellement  positif  et  l'on 
choisit  en  consécpience  le  si^ne  du  radical,  (^e  signe  doit  être 
celui  de  y",  ce  sera  donc  +  ou  —  selon  que  la  courbe  tourne 

sa  concavité  du  côt(^  des  y  positifs  ou   du  côt('^  des  y  ni'p^atifs 
(n"  203). 

On  renuircpic  «pi'en  un  point  d'inflexion,  où  y"  est  nul,  le 
rayon  de  courhui-e  devieni  inlini. 

207.  Cercle  osculateur  ou  de  courbure.  —  Le  (•('/•<•/(•  oscn- 
IdU'tw  cit  un  poinl  M  <Vuiic  coiirln'  iiliinc  est  hi  liinitc  <run 
('('/•(■/(•  ixissdiil  (Kii'  le  ixiiiil  M  (■/  deux  duliu's  iioints  M'  <•/  M" 
tic  la  courhc  (lui  se  rdinn'oclicnt  indrliniincnl  du  i)rcinicr. 

Sn|)posons  encore  (pu*  la  courbe  ait  pour  (Mpuition  en  coor- 
doniu'es  rectangulaires 

y       /(v), 

/"(.v)  ayant  do  dcriNt-cs  (nnliniio  drs  deux  pn-niiers  ordres. 

SoienI  .V  <^  .V,  <^\'.,  les  abscisse^  (\r'^   points    M,    M'  ri    M",    y. 

el  [i  les  cooidoiinees  du   crnln',    ri    |{    le   ra\on   <hi    cercle    <pii 

passe  par  (<•>>  li'ois  points.    I  )(•lini-^'^(tn-^  nnc  lonclictn    auxiliaiic 
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F(.v)  de  a;  seul.  A  cet  efï'el,   posons,  y  dési^naul    la    fonction 
f(x)  et  a,  V  et  R  des  constantes, 

(5)  F(.v)  =  (.V  -  a)^  ^  (y  _  3)^  -  R^ 

Les  équations  qui  expriment  que  les  trois  points  M,  M'  et  M" 
de  la  coiivlic  sont  sur  le  cercle  (ou  à  la  distance  R  de  a,  _j) 
s'écrivent,  en  abrégé, 

F(.v)  =  0,  F(.v,)  =  0,  F(.v,)  =  0. 

Mais  alors,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  F'(a;)  a  uiu^ 
racine  ;  entre  x  et  x,  et  une  autre  racine  ;'  entre  .v,  et  x^.  Pour 
la  même  raison,  F"(.v)  a  une  racine  ;,  entre  ;  et  ;'.  Les  élé- 
ments a,  3  et  R  du  cercle  passant  par  M,  M'  et  M"  véritîent 
donc  les  trois  équations  : 

F(.v)  ^  0,  P(;)  =  0,  F'r;.)  -=  0. 

Passons  à  la  limite.  Quand  x^  et  x.,  tendent  vers  x,  il  en  est 
d(î  même  de  ;  et  ;,.  Les  éléments  a  et  ,j  et  R  du  cercle  oscula- 
tcur  sont  donc  déterminés  par  les  trois  équations  : 

(G«)  ¥{x)  =  0,         ¥'{x)  ^  0,  F"(.v)  =  0. 

En  les  développant,  il  vient 

(.v-a)^  +  (v-:ir  =  R% 

(<•'■)  (-V  -  y.)  4  (V  -  3)  y'  =  0, 

/  1  +  y"  +  (y  —  :i)  y"  =  0. 

Ces  équations  fournissent  des  valeurs  déterminées  pour  les 
éléments  du  cercle  osculateur,  })ourvu  que  y"  ne  soit  pas  nul. 
Les  deux  dernières  déterminent  les  coordonnées  y.  et  'i  du 
centre,  car  on  en  tire 

Portant  ensiiile  ces  valenrs  dans  la  prcmièi-e  (''(|iiali(>n,  il 
vient 


(S)  R 


(1  +  y^)l 


V 


Cette  forninle  est  la  même  cpie  (1).  Donc  le  niyon  du  ccfcU' 
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oscillateur  est  é^al  au  rayou  de  courbure.  C'est  1)011  rquoi  le 
cercle  osculatoiii-  s'appelle  aussi  cercle  de  courbure  et  son 
centre,  centre  de  courbure. 

Les  formules  (7)  peuvent  s'écrire  sous  une  l'orme  plus  con- 
densée. Si  l'on  lieu!  compte  de  ré(|ualiou  (2),  on  a 

1         dx  y'  dy 


on      '^-y- 


d'ç,  'f  d\ 

ds 


Ces  formules  sont  aiialoiçues  à  R  =  — ;— ,  mais  elles  ont  lieu 
sans  ambiguité  de  signe. 

208.  Théorème.  —  Le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M 
.s<'  trouve  sur  la  normale  au  point  M  à  l'intersection  de 
celle-ci  avec  une  normale  infiniment  voisine. 

En  elïet,  .v  et  y  étant  les  cooidonnées  de  M,  la  seconde  des 
é(piations  (()),  à  savoir 

i-  V'{x)  =  {X  -  y.)  +  {y  -  :i)r'  =  0, 

exprinfe  ([ne  le  |)()iiil  /  de  coordonnées  a,  [i  est  sur  la  noi  inale 
au  poini  M.  De  même,  .v,  (''laul  l'ahscisse  du  poini  M',  l'écpia- 
lioii  l'"(.v,)  =  0  ex[)rime  (|ue  le  i)oinl  Z  esl  siii'  la  normale  au 
l)()inl  M'.  Mais  alors,  suivant  le  théorème  de  Kolle,  l'"'(.v)  s'an- 
nuUî  en  un  point  ;  intermédiaire  entic.v  et  .v,.  Les  coortlon- 
nées  a,  'i  de  l'intersection  des  normales  en  M  r[  M'  vérilient 
tlonc  les  deux  é(pialions  : 

V'{x)  -  0,  F"(;)  ---  I). 

l-'aisons  tendre  M'  \ers  M,  :  tend  \ cis  .v,  et,  à  la  limite,  les 
deux  équations  précédentes  repioduisenl  les  deux  dernières 
('•(pialions  (())  (pii  d(''l(M-minent  les  coordonnées  du  centre  tle 
coui'luii'e. 

209.  Position  du  rayon  de  courbure.  —  Le  rayon  de  cour- 
bure a  «'U'  cousiiW'rt''  jus(pri(i  en  ;^raudeur  smilemeuL  11  esl 
souvent  coniniode  d<'  le  delinir  en  liiuindcar,  iiosidon  et  .s('//.s. 
On  appelle  alois  r(t\-(>u  de  cmirburc  le  \('cte\ii'  MZ  menc'  du 
point  M  an  eenli-e  de  courbure  cori-espondanl  /,.  L(^   rayon   île 
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coiirburo  est  doue  dirigé  .siii\  aiil  la  iiormnlo  au  i)oiut  M  du 
côté  où  la  courbe  tourne  sa  cn)ucavilé,  car  c'est  celui  où  se 
rencontrent  les  normales. 

210.  Relation  entre  le  rayon  de  courbure  et  la  normale.  — 
La  longueur  de  la  normale,  considérée  au  n"  194,  a  pour 
expression ±3'  |   l  +  y''^.  11  en  résulte  que  l'on  a,  au  signe  piès, 

(.0)  ^  =  -^^- 

^  yy' 

Précédemment  X  a  été  considéré  comme  positif  ainsi  que  II. 
Mais  nous  allons  faire  en  sorte  que  l'équation  (10)  subsiste 
même  en  signe.  Il  faut  pour  cela  donner  un  signe  à  N,  à 
savoir  le  signe  +  si  N  est  du  même  coté  de  la  courbe  que  R, 
et  le  signe  —  s'il  est  du  côté  opposé. 

En  effet,  le  second  membre  de  l'équation  (10)  a  le  signe  de 
—  yy" .  Il  sera  positif  si  y  et  y"  sont  de  signes  contraires, 
alors,  la  courbe  tournant  sa  concavité  vers  l'axe  OX  (n"  20.S), 
Il  et  N  sont  du  même  côté  de  la  courbe.  L'inverse  aurait  lieu 
dans  le  cas  contraire. 

211.  Développée  et  développante.  —  Si  le  point  M  se 
déplace  sur  la  courbe,  le  centre  de  couibure  correspondant  Z 
se  déplace  en  même  temps  et  décrit  une  courbe.  Le  lieu  géomé- 
liiquc  du  centre  de  courbure  se  nomme  dé^'eloppce.  Par  oppo- 
sition, la  courbe  génératrice  se  nomme  développante . 

On  obtient  immédiatement  une  représentation  paramé- 
tri([ne  de  la  développée.  Elle  est  fournie  par  les  équations  (7), 
(jui  donnent 

et  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  i)oint  a,  'j  de  la  déve- 
loppée en  fonction  du  paramètre  .v.  En  éliminant  x  entre  ces 
deux  équations,  on  met  l'équation  de  la  développée  sous  la 
foinie  F(a,  ,j)  =  0.  Mais  il  est  souvent  aussi  avantageux  d'en- 
visagei-  la  développée  sous  la  forme  (11). 

La  développée  jouil  de  i)ropriél(''s  reniaj<pial)les,  (|ii('  nous 
allons  démontiei'. 
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I.  Le  rayon  de  eonrhiire  en  M  tonclw  hi  développée  an 
centre  de  eonrltnve  Z  correspondant. 

Coiisidôraiit  y,  y.  cl  ^  coininc  fonctions  de  .v,  on  a  ((>'') 

(12)  (-v-a)  +  (y-:i)r'=0. 

Dcrivons  lolalcnicnt  cctio  c<|ualion.  La  somme  des  termes 
provenant  de  la  variation  des  lettres  y  cl  .v  est  nnlle  en  vertn 
de  la  li'oisième  ('({nation  ((>)  ;  il  reste  donc 

(  i:})  —  y.'—  [i'y'  =  0,  (l'on  ^,  = y 

Donc  la  tangente  en  Z  à  la  (I('velopp(^e,  (jui  a  ponr  coelTiciciit 
angulaire  [b'  :  a',  est  paralU'^le  à  la  normale  en  M  à  la  d(''velo[)- 
pante  (donc  au  rayon  de  courbure),  (pii  a  i)our  coenicieiit 
angulaire  —  1  :  y' .  Par  suite,  ces  droites,  ayant  le  i)oint  Z 
commun,  coïncident. 

II.  Uarc  de  la  développée  est  égal  à  la  dijférence  des  lon- 
i-iienrs  des  rayons  de  conrhnre  tangents  à  ses  extrémités. 

Consi(l(''ranl  y,  a,  |j  et  R  comme  fonctions  de  .v,  on  a  ((>'') 

{x-y.r  +  (y-'tr-  \v. 

Si  l'on  (k'M'ive  totalement  celle  (Wpialion,  la  somme  des 
termes  provenant  de  la  variation  des  lettres  a"  et  y  est  nulle  en 
vertu  de  la  seconde  (»(piati(;n  ((5)  ;  il  reste  donc 

(A--a)a'+(y-ri):i'-   -Hir. 

D'antre  part,  en  (•liininanl  y'  entre  (12)  et  {\^),  il  vieid 

(v_^i)a'-(A--a):i'=U. 

ll(''s((lvanl  alors  ces  denx  dernières  ('(piations  par  rapport  à 
7.' et  [i',  on  lron\(',  en  ohserxant  (pn'  le  d/'leiniinant  dn  sys- 
tème est   H-, 

(II)  a'        _(.v-a)||,  ;i'    ._(y_;i)   1^. 

Ajoiilons  ces  deux  eipml  ii  lll-^  ('levées  ;iu  cari'e  et  (»l)sei\  ons 
(pn-  y.'-  -f  ^''-  est  le  carre  dr  la  déri\'(''e  de  l'are  de  la  (h'x  (■l(»pp<''e. 
Si  \\\\\  dési^^ne  eel   are  par  t,   il   \  ient   7''         l»'",  (l'on 

\{'         1    7'. 

Le   si;^ne   à   choisir  dépend   dn    sens  dans   ieqnel  on  compte 
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l'arc  7.  Comptons-le  dans  le  sens  où  11  croit,  ce  qui  suppose 
que  R  varie  constamment  dans  le  même  sens  dans  l'intervalle 
considéré  des  valeurs  des  x  ;  nous  aurons  R'  =  t'.  Donc  R  et  t, 
ayant  même  dérivée,  ne  di lièrent  que  par  une  constante  dans 
cet  intervalle. 

Considérons  (fîg.  7)  un  arc  M^M  de  la  développante,  compté 
depuis  un  point  fixe  M„  d'abscisse  .v^  jusqu'à  un  iioint  varia- 
ble M  d'abscisse  x.  Supposons  que  le  rayon  de  courbure  varie 
constamment  en  croissant  quand  on  se  déplace  sur  la  courbe 
de  M,,  vers  M.  Soit  Z„Z  l'arc  correspondant  de  la  développée, 
de  sorte  que  MoZ^  et  MZ  sont  les  rayons  de  courbure  R„  et  R 
des  points  M^  et  M.  Désignons  par  7  l'arc  Z^Z,  nous  aurons 

R  =  7  +  C. 

Pour  X  =  a;,,,  cette  relation  donne  R„  =  C,  nous  obtenons 
donc  la  relation  à  démontrer  : 

^  =  R  -  Ro. 

Nous  avons  supposé  dans  cette  démonstration  que  la  varia- 
tion de  Pi  était  toujours  de  même  sens  ;  le  théorème  tomberait 
en  défaut  si  R  passait  par  un  maxime  ou  un  minime. 

Remarque.  —  Les  formules  (14)  mettent  en  évidence  que 
tonte  coarhc  plane  dont  le  rayon  de  couvJjure  est  constant 
est  an  cercle.  En  elîet,  7/  et  3'  s'annulant  avec  R',  a  et  ,3  sont 
constants  et  le  centre  de  courbure  est  fixe. 

212.  Description  de  la  développante  d'un  mouvement  con- 
tinu. Sa  détermination  analytique.  —  Les  théorèmes  précé- 
dents fournissent  un  moyen  de  décrire 
la  développante  d'un  mouvement  con- 
tinu quand  on  connaît  la  développée. 
Concevons  iiii  lil  j)arfaitement  tlexible, 
inextensible  et  sans  épaisseur,  enroulé 
sur  la  développée  et  s'en  détachant 
tanj^enti<41einent  en  Z„  pour  venir 
aboutir  en  M,,  où  on  le  coupe  (lig'.  7). 
Imaginons  qu'on  déroule  le  fil  en  le  détachant  tangentielle- 
ment  de  la  dévelojipée  et  t'n   le   maintenant  toujouis  tendu  ; 
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rextréinité  libre  du  lil  drcrira  la  dévcloppaiilc.  Km  clTcl,  (|iiaii(l 
le  fil  se  (lélacliei'a  on  Z,  il  |)i('ii(lia  la  dircclioii  ZM,  ol  coimiu» 
le  brin  détaclu;  .s'est  accru  de  l'ai'C  Z„Z,  sa  longueur  sera  I». 
Son  extréinilé  sera  donc  en  M.  Gomme  la  longueur  Z„M„  du 
brin  inilial  est  arbitraire,  à  une  mènu'  développée  corres- 
})on(lenl  une  inlinib'  dv  développantes. 

Au  [)oinl  de  \  ne  analylique,  la  détermiiuitiou  des  déveloj)- 
pantes  (puind  la  déveloi)[)ée  esldonnéo,  se  ramèiu^  à  la  rccli/i- 
cntion  de  L'arc  de  la  r/é^'ffopyjcV,  c'cst-à-tlire  à  une  (piadialuri'. 

En  elï'et,  supposons  (pie  l'écpudion  de  la  d(''\'elop])ée  soit 
ramenée  à  la  forme 

(15)  .'i  =  '-p(a). 

Prenons  a  comme  variable;  indépendaule.  Désignons  ])ar  't' 
la  dérivée  de  [ii  par  raj)porl  à  a.  L'arc  n  com[)té  à  j)arlii'  du 
point  Z,,  (lig.  7)  dans  le  sens  où  a  augmente,  se  détermine  par 
la  loiinule  (n"  200) 


7  =  p/a/l  +  [ii' 


Cette  (piadrature  elîectuée,  le  problème  sera  ré.solu.  Iji 
elïet,  soit  a  l'inclinaison  sur  l'axe  dos  al)sciss(»s  de  la  tan- 
gente MZ  à  la  développée  dans  le  sens  de  t  et  a  ci'oissants  ;  les 
coordonnées  du  point  M  de  la  dé\eloppante  sont,  dans  la 
ligure  7, 

V  =  3  —  H  sin  A. 


.     .         dp  p' 

SUl  K  —       ^    —  ^ 


X  =  y.  —  il  cos  A, 

On  a  (n" 

202) 

cos  'a 

drX                          1 

(In        1/1   _i-  fJ/î 

dn      j/TT 


(ionnne  II  et  t  varient  dans  le  mémo  si'us  dans  la  ligure  7, 
on  a  II  =  7  +  (1  ;  il  vient  ilonc 

(16)         x  =  a_^:J=£.,         y^^-^}LÎ=R. 
l'I  +  fJ"  |/1  +  ?" 

Les  seconds  membres  ('•tant  lonct  ions  de  y,  Ic-^  (Mpiiil  ion^  (  Kl) 
fournissent  une  rcpréscntulinn  jHirainélriijm'  de  la  d<''\clop- 
panle. 
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Si  la  tangente  ZM  était  dirigée  en  sens  opposé,  cos  )>  et  sin  a 
cliangeraient  de  signe,  mais  les  éqnations  précédentes  n'en 
seraient  pas  altérés,  car,  R  variant  alors  en  sens  inverse  de  a-, 
on  aurait  R  =  —  (i  +  G). 

Les  équations  (16)  renferment  une  constante  arbitraire  G,  ce 
qui  doit  être,  puisqu'il  existe  une  infinité  de  développantes. 

213.  Adaptation  des  formules  au  cas  d'une  représentation 
paramétrique.  —  Si  a;  et  j^  sont  des  fonctions  de  t  ayant  pour 
dérivées  x'  et  y\  les  dérivées  première  et  seconde  de  y  par 
rapport  à  x  ont  pour  expressions  (n'  129)  : 

y'  .,  x'y"  —  x"y' 

On  doit  donc  substituer  ces  valeurs  à  y'  et  à  y"  dans  les 
formules  précédemment  trouvées. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  se  déduit  de  la  foimule  (4), 
la  transformation  donne 


(17)  K= 


jx'^  +  y^)¥ 

x'y"—x"y'' 


Les  coordonnées  a  et  [j  du  centre  de  courbure  sont  déter- 
minées par  les  équations  suivantes,  déduites  des  équations  (7)  : 

\    '  X  y  —  X  y  X  y  —  y  y 

Enfin  la  relation  (10)  outre  R  '^t  N  devient 
R  x'{x"'  +  y'-') 


(19) 


"«.' 


N  y{x'y"-x"y 


214.  Applications.  —  I.  Goniques  en  oéxéral.  Prenons  un 
axe  de  la  courbe  comme  ax(i  des  x.  L'équation  d'une  conique 
en  coordoniu'es  rectangulaires  sera  de  la  forme 

y'i=  a.v-+  -r^x  +  y. 

On  on  tire 

_  ax  +  i^  _  gy  -  (ox  +  [i)y'  _  ay  — P^ 

•^  y    '     ^  y'  y'    ' 


252  CHAPITRE  VII.   COI  UIJKS  PLANES 

SiihstitiioiiH  ces  valeurs  dans  la  nîlalioii  (l(>),  il  vieil I 

Il  _       1  +  y"  _      y\V  +  y")  _      N^ 

N  y  y"  ay-lîi^         :^^-ay' 

d'où 

N3 


p  —  ^-T 

Doue  fc  rayon  de  convlnirc  iVnne  conique  est  proportionnel 
au  cube  île  La  normale  limitée  à  un  axe  de  la  courlte. 

Si  l'on  prend  un  foyer  pour  origine  et  l'axe  focal  pour  axe 
des  X,  l'érjualioM  de  la  conique  i)rend  la  forme 

x^  -\-  y"^  ^  {ex  +  pY. 

Vax  idciiliiiaul  cctlo  é({uation  avec  la  prck;(''(leiito,  on  a 

a  =  e-— 1,         P  ^  ep,         y  =  p^, 

d'où  ,3-  —  av  =  p-  et 

R  ^  ~ 

p- 

Donc  le  rayon  de  cour])ure  d'une  eoni(ine  est  éi^al  aii  euhe 
de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  dcnii-ixii'amctre 
(ordonnée  au  foyer). 

11.  l*AHviu>LE.  Prenons  l'axe  de  symétrie  comme  axe  des  ^■ 
et  la  directrice  comme  axe  ties  .v.  Les  points  de  la  i)aral)ole 
sont  à  égale  distance  du  foyei"  et  de  la  directiiec  :  l'cMiualion 
de  celle  couibe  .sera 


X'  +  (r  -  pV  -  r, 

IMI 

y='^",       y'='\       y"- 
-/'                  p 

1 
P 

On  ania 

donc 

N              rv" 

Dduc  /('  rasnii  (/c  cmirhurc  de  lu  luiraludi'  csl  dnuhlc  de  la 
uormulc  liiiiilcc  ii  la  dircciricc  cl  il  csl  diriiic  en  nc/j.s  om- 
tl'aire,  ce  qui  l'oiirnil   une  (•oiislnirlion  tacili-  de  ce  ia\ori. 

Les  coordonnées  du    rcnlre  de  ((Miiliiire  ^oiil   diuiiM-es   pur 
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les  équaliolis  (1 1),  qui  se  simplifient  grâce  à  la  dernière  équa- 
tion ei-dessus.  11  vient 

a  =  x  —  2yy'=  —A' 
P- 

[i  =  y  +  2y  =  3y. 

Substituant  les  valeurs  de  y  et  de  x  tirées  de  ces  relations 
dans  l'équation  de  la  parabole,  on  trouve  celle  de  la  développée 

111.  Ellipse.  Considérons  la  représentation  paramétrique 

X  ^  a  cos  t,         y  ="  h  sin  t. 
On  en  déduit 

x'  =  —  a  sin  t,    x"  =  —  a  cos  t,     y'  =--  h  cos  t,    y"  ^  -h  sin  t, 

d'où  x'y"—y'x"=  ah.  Il  vient  donc  (n'  213) 


•s' =  I  «'- sin-f  +  Ir  cos^t, 

,      {a-  sin- 1  -f  h-  cos'- ty 
{ahy 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  : 

h  cos  t  (a- sin'^t  +  h^^  cos't)      a- — h- 

y.  =  a  cos  t ^^ ; = cos-^f , 

ah  a 

.        .     .     ,       rt  sin  <  («2  sin^f  +  7,2  cos-n  a^—h-.,, 

■i  =  h  sin  t = ; sm^t. 

ah  h 

Ces  formules  fournissent  une  représentation  paramétrique 
de  la  développée.  Si  l'on  élimine  t,  l'équation  de  cette  courbe 
prend  la  forme 

(oa)i  +  (/),3)i  =  (a'—  h')^. 

IV.  Gycloide.  Considérons  la  représentation  paramétrique 
(n"  193). 

x  =  a{t  —  sin  t),         y  ^  a(i  —  cos  t). 

Nous  en  tirons 

x'  =  y  =  a(l  —  cos  0»         x"  =  y'  =  n  sin  f,         y"  =  a  cos  t, 
^n  ^  yn  _  2rt^(  1  —  cos  0,        -vy—  x"y'  =  —  a\  1  —  cos  t). 
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Il  vient  ainsi 


N  y(x'y"—x"y')  x'y"--x"y' 

Donc  le  rayon  de  eniirlmre  de  la  eyelo'ide  est  doiilile  de  Ui 
normale  et  il  est  dirifj;é  dans  le  même  sens. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  fournies  par  les 
équations  (IS),  c[ui  donnent,  à  cause  de  la  dernière  égalité 
écrite  ci-dessus, 

y.  =  x  -i   2 y'  =  a{l  +  sin  t), 
P  -  y  —  2x'  =  —  a  (1  —  cos  t). 

Mais,  en  posant  t  =  -  -\-  t^,  ces  équations  deviennent 

a  ^  a-  +  a  {t^  —  sin  t^), 
fi  =  —  2rt  +  a  (1  —  cos  «,). 

Donc  la  développée  est  une  cycloïdc  égale  à  la  première, 
mais  déplacée  de  au  dans  le  sens  des  .v  positifs  cl  de  2a  dans 
celui  des  y  négatifs. 

V.  Chaînette.  Cette  courbe  a  i)our  é(|nalion 

a  (  " 

L'axe  des  x  est  sa  base,  la  longueur  a  son  paramètre.  On 
trouve 

y -Y  (^"  -  ^""j  '     y"  -  27/  (''"  ^'  ^~")  ^  "S' 

d'où  1  +  y'"'  =^  y'-:  a"-.  On  en  conclut  d'abord 

^  (i  +  y')i  ^  r! 

v"  a 

Donc  le  rayon  de  conrhure  de  la  chainelle  est  firojtortituinel 
an  earré  de  l'ordonnée. 
.     D'auht'  pari,  il  vient  par  la  fornnile  (10), 

W 1  +  .r^'       _ 

N  yy" 

Donc,  dans  la  chainctle,  le  rayon  de  cdnrhnre  est  éi^al  à  la 
mu'niale  liinilée  ii  la  hase,  mais  il  est  dirim'-  en  sens  cmilraii'e. 
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215.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  9  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente sur  l'axe  i)olaire,  w  celle  de  la  normale.  Comme  ces  denx 
angles  varient  de  la  même  quantité,  on  a  cp'  =  w'  et  il  vient  (au 
signe  près),  les  accents  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  0, 

_   ds        s'       s' 
dcp    ~   ç'         w' 

Mais  on  a  (n"'  200  et  197) 

,•' 

s'  =  J  7'^  -f  7''-,  M  =  6  —  arc  tg  —  ; 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  B, 

(20)  o'^O)'^!-''     -'  7+27-77 


7-2  +  7'"^  7-2  +    7''2 

Remplaçant  s'  et  0/  par  ces  valeurs,  on  trouve 

(21)  R-±,..+   27'--7-7'"- 

Il  faut  prendre  le  signe  +  ou  —  selon  que  7'-  +  2  7*'^ —  7'7'", 
donc  selon  que  w'  ou  'f'  est  >  ou  <^  0,  donc  selon  que  R  et  7' 
sont  du  même  côté  ou  de  pari  et  d'autre  de  la  courbe. 

Les  coordonnées  cartésiennes  a  et  [3  du  centre  de  courbure 
s'obtiennent  au  moyen  des  relations  (9),  tl'où  l'on  déduit 

(                    dy                ,       (r  sin  HV 
l    a  =  a:  —  ^  -  7'  cos  0  —  ^^ r—^  •     • 

(22)  '  ^"^  '^ 

\  ,,  dx  .    .       (7*  cos  0)' 

(   '        -^"^   rfï^  ''^"      '^  — ^r~^' 

216.  Applications.  —  1.  Spirale  LoiiARuruMiQUE  :  7"  =  ae^^- 
—  Dans  ce  cas,  l'angle  ,a  (11"  197)  est  conslant  ;  (o  étant  l'incli- 
naison de  la  normale,  on  a  (o  -^0  —  u.  el  ou  en  conclut  m'  =  1. 
Il  vient  donc 


H    =.  .s'=    I    7-2+    7''2=   7'|    1    4     771^ 

Donc  le  rayon  de  conrlmvc  est  proportionnel  an  rayon 
vecteur. 

h'anirc  pai-l,  si  l'on  se  rapporle  à  la  valenr  de  la  normale 
])olaire  X'  (n'  lî).i),  on  voit  (pie  l{  —  X'.  Donc  le  rayon  de 
ct)urbui-e   est  égal  à  la  normale  polaire.    Le  centre  de  cour- 
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bure  est  au  point  N  (fîg.  6,  p.  233).  Si  o  et  -  sont  les  coordon- 
nées du  centre  de  courl)ure,  on  a 

?  =  N'=  mr,         T  =  f)  +  ^. 

En  éliminant  /•  et  H  entre  ces  équations  et  celle  de  la  courbe, 
on  trouve  récpiation  de  la  développée 

p  =  mae  ^      -' 

Cette  développée  est  une  spintle  é^^ale  à  la  première,  car, 
en  faisant  tourner,  dans  le  sens  rétrograde,  l'axe  polaire 
autour  du  pôle  d'un  angle  co,  (U'Iiiii  par  l'équation 

me  ^   ^     - ^  = 1 , 

on  retrouve  l'équation  de  la  première  sj)iral('. 

II.  Lemniscate  de  Iîkmxoii.i.i  :  r'  =  «^  cos  20.  —  On  tire  de 
cette  équation 

rr'  =  —  a-  sin  2 0,         r' :  r  =  —  tg  2  Q. 
On  en  conclut  d'abord,  (o  étant   rinclinaison  de  la  normale, 

7-' 

10  =  0  —  arc  Ig  —^   -'■  30. 

Donc,  dans  la  lemniseate,  Vinelinaison  de  la  n(n-n}ale  est 
triple  de  celle  du  rayon  \'ecteur.  On  a  donc  aussi 

'^'  =  o/  =  3. 

D'aulrc  |)arl,  \'  élaiil  la  noi-male  polaire,  on  a 

, ;•  a' 

.s'  =  N'  =  \/r'  +  r'-'  = ^ 

*  cos20        r 

De  là  i-(''sm1Ic  la  Vidcur  de  15  : 

cp'       3        3r 

Donc  /(•  rayoti  de  coiirluirc  de  la  lemniscate  ca/v'c  l'u  raisoti 
inwrse  du  rayon  K'celeur  cl  il  csl  le  licrs  de  la  normale 
\udaire,  ce  (pii  p(>nnct  de  le  consh  nire  lacilenienl. 
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Soient  maintenant  a,  et  ,j  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure.  Faisant  d  =  3  dans  les  formules  (22),  il  vient, 
réductions  faites, 

a  =  -r —  (2/'-  cos  0 —  7'7''  siii  0),      ,3  =  — —  (2  ;•'-  sin  0  +  r/''cos  0). 
o  /'  o  ;■ 

Enfin,  en  remplaçant  7'-  et  7'7'  par  leurs  valeurs,  à  savoir 
a-  cos  28  et  —  a-  sin  28,  on  trouve,  après  quelques  simplifica- 
tions, 

2rt'        ..  ,  n  2«-     .    ..  , 

a  =  -r —  cos'  U,  ,j  = —  sm'  8. 

37'  3  7- 

L'équation  de  la  développée  s'obtient  en  éliminant  7"  et  8. 
On  a 

2       i.  .,  „  2         1 

d'où 

1 

^_3^o3l     |^_3  o3|     ^2« 


EXERCICES 

1.  Rayon  de  coui-lmrc  de  la  cisudide  (Exorrice  2.  p.  2;j(i). 
R.  I^a  courbe  a  pour  équalion  y-  =  .v "  :  (2a  —  .v).  On  en  tire 

o-A-(8«  —  3.V)' 


IV^  = 


3-'(2a  — .x)-' 


2.  Rayon  de  courbure  de  la  courl>e 1-  - —  =  1, 

3 
1  (ah)'n      fx-m—-      ,       y2Hi— 2\-5" 


m  —  1  (x\')m—''^  \    «2/(1  f,m 

3.  Rayon  de  courljiire  et  cJévcloppr-e  de  Vd^lrohlc  (liypocycloïde  cn^^cn- 
drée  [)ar  un  i)oint  d'un  cercle  nmlant  inU-rieiiiciiient  sur  un  cercle  de 
rayon  (juadruple  a). 

R.  Les  équations  de  la  courbe  s'obtiennent  en  posant  h  —-  h  =  a  :  i 
dans  celles  données  à  la  [m'^c  230  (Exercice  5).  Il  vient 


1       X  =  ^  (3  cos  i  +  cos  3  l)  =  a  cos  '  / , 


a  ,,^ 
T 

d'où    .v^  +y  ='  =a^' 
/  (i  -^ 
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On  on  déduit 

1  £  i 

U  -=  3  (axy)  '^       a  --  .v  +  3  (.vy-)  ^,        [^  =  J  +  3  (.v^-)  3 

2  2  - 

(a  -t-  [i)3  4-  (a  —  iJ)^=  2a^. 

En  faisant  tourner  les  axes  de  45"  autour  de  l'origine,  on  voit  que  la 
développée  est  une  nouvelle  asiroïde,  engendrée  par  des  cercles  de 
l'ayons  douMcs  d(>s  jin-cédcnls. 

1.  Hayon  de  courhure  et  déveloj)pée  de  Vépicycloïde. 
l\.  Vax  j)osan(  /)  =  /)eten  alirégi'-  (a  -\    h)  :  h  —  ;m,  les  éqnalions  île  celte 
coui'be  sont  (l']\ercice  I,  p.  1231))  : 

.V  —  l)(in  cos  /  —  cos  ;ji/),  y  =  li(iit  sin  /  —  sin  ml). 

Prenant  /  comme  variable  indc[)endante,  on  trouve 

m  —  1  m  —  I 

s' =2  ml,  sin  — ., —  /,  x'Y"  —  y'x"=^  2(m  4-  1)  (mh)-  sin-  — r, —  l. 

On  en  conclul 

;}i  -|-  1                        s'         4m/j      .     m  —  ! 
tp'= — K — '  R  =  — r  = 1 — i  sin — r, —  f. 

TiOS  équations  de  la  dévelo|qiée  sont  : 

y'        m  —  I 
y-  =  X  —  ^,  ^  l^^^^rj  '>  ("'  ^'^•'^  '  +  f'^"^  '"')' 

Q  x'       m  —  1 

j  =  y  -| — -7-  = 1 — j-  h  (m  sin  /  -]-  sin  ml). 

La  déveU>i>[)ri'  l'sl  une  aiilrc  riiicyrluidi'.  Pour  raiurnei'  ses  équations 
à  la  forme  normale,  comnu*  les  é(jualions  de  rc|)icycloïde  proposée,  il 
sullil  de  faire  tourner  les  axes  coordonnés  d'un  angle  10  —  tt  :  (m —  1)  et 

(le  liiangci'  /  en  /    |    ta. 

.").  Hayon  de  coui'hiirc  cl  développée  d(*  yiiyjxx-yvloidc. 
H.   Kn  posant  h  -=  /mI  en   alirégé  (a  —  h):  h  —  m,  les  éfjualions  dv  la 
courbe  son!  (I",\eicice,  ô,  p.  231))  : 

A'—  h  (m  cos  /  -\    cos  ml),  y  -     l)(m  sin  /  —  sin  ml). 

Ces  érjiuilions  s'oliliciuiciil  oi\  ciiaii^faril  les  signes  de  /*  cl  de  mi  dans 
celles  de  l'épicyloïde.  I,a  sujnlion  es|  (jnru'  comprise  dans  la  pn'ct-denle. 
La  développée  sera  une  aulre  liypocydoïde. 

(■>.  Soient  /•  le  rayon    vecleur  d'un  poinl  d'une  muriie,  /»  la  peipeiidicu- 

laire  ai)aiss('e  du  pi'ile  s  m-  la  tan,;;enle.  MonI  rer  que  le  layun  de  couriiure 

a  pour  expression 

/■<//•  ;•)•' 

H-     .      --     -y 

dp  p' 

si  la  eonravili-  esl    lournee   vers   le  p»Me,  el  c<»s  expressions  cjiangees  de 
sig^ne  si  la  coma\  ilé  esl  lourm-e  en  sens  ((Uilraire. 

H.  Ce  n'-sullat  s'oblienl  en  déiivanl  la  valeur  de  j,  (n'  l'.t?)  el  en  la 
comparani  à  celli'  de  H  (u  '  L'I3). 
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7.  Uayoïi  de  coutlnirc  do  la  coiu'be  :  /•"  =  a"  cos  uO. 

R.  C'est  mie  yéuéialisalidii  des  résultats  obtenus  au  ii"21ô  (II)  pour  la 
leniuiscate.  On  Irouve,  lo  étant  l'inclinaison  de  la  normale, 


u)  =  (a  +  1)6, 


R  = 


N' 


an 


Il  -\-i      /l  +  1    rn—i 

8.  Hayon  de  courbure  de  la  [lodaire  d'une  courbe  donnée. 

R.  Soient,  pour  la  courbe  donnée,  ;•  le  rayon  vecteur,  0  l'angle  polaire, 
o)  l'inclinaison  de  la  normale,  8  l'arc,  R  le  rayon  de  courbure.  Affectons 
de  l'indice  1  les  quantités  analogues  poui'  la  podaire,  on  ti'ouve  d'abord 

10,  =  2to  —  6,         ds,  = /'dw. 


II  vient  alors  facilement 


ds, 


dp 
rdto 


;■     ds 


R/- 

"7^ 


9.  Rayon  de  courbure  de  la  développée  d'une  courl)e  donnée. 
R.  ("onservons  les  notations  lial)iLuelles  pour  la  courbe  donnée,  et  soit 
R,  le  rayon  de  courbure  de  la  développée.  On  a 

_   d^_   dR  d\\_ 

^^'  ~  7ï^~"d^=^^"d7' 

Prenant  .v  comme  variable  indépendante,  il  vient  donc 


1 


(i+j''^)-:y 


3v 


(I  -t-   v'-).v 


CHAPITIU:  VIII 

Formules  fondamentales  de  la  théorie 
des  surfaces  et  des  courbes  gauches 


§   1.  Tangente  à  une  courbe.   Longueur  d'un  arc. 
Plan  tangent  à  une  surface 

227.  Représentation  analytique  d'une  surface.  —  On  |)('iit 
d'abord  considôror  une  surface  comme  le  lieu  des  points  du 
plan  dont  les  coordonnées  eaitésiennes  x,  y  cl  z  sont  lices  par 
une  équalioii 

(l)  F(x,y,z)  -0. 

Xons  app(dlerons  painl  ordinaire  de  la  snrlace,  tout  point 
où  les  ti'ois  dérivées  partielles  V'^,  V'y,  V-  sont  continues  et  l'nne 
au  moins  dilTcrente  de  zéro.  Les  autres  points  sont  des  points 
singuliers. 

Dans  le  voisinafçe  d'nn  point  oi'dinaire  on  I'';,  n'est  pas  nnl, 
l'écpiation  (1)  définiL  une  fonction  implicite,  r-,  des  deux  \  aria- 
blis  indépendantes  .v  et  y  (n"  121)  et,  par  consé(|ucnt,  elle  peut 
se  ramener,  an  moins  iinpiieitement,  à  la  forme 

C-^)  ^  -=  /"{-v,  V), 

la  fonction  /'ayaid  ses  d(''ii\('>es  pail  i<'lles  |)r<Mnières  continnes. 

Si  h'',  s'annnlait  en  nn  point  ordinaire,  nne  des  dcnx  antres 
dci'ivées,  l-'v  on  V'y,  ne  serait  pas  nniic  ri  la  i-c'-solntion  «le 
l'é(pialion  (I)  ponirait  se  faiic  pai'  rap|>oit  à  .v  on  |iar  rap- 
port à  y. 

Nons  incitrons  sonvcnl  Tt-ti  iial  ion  di'  la  snrface  sons  la 
forme  (2).  Xons  snppo-M  ions  alors  rexislenc(>  on  la  conlinniti' 
des  dérivées  j)arlielles  de  /'(.v,  \)  jnsipi'à  un  certain  ordre,  (pii 
sera  imlicpié  dans  eliacpn-  ras  paiticnlier.  Xos  formules  s'élen- 
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drout  aux  équations  de  la  forme  (1),  en  vertu  des  règles  de 
dérivation  des  fonctions  implicites,  à  condition  de  nous  borner 
aux  points  ordinaires  de  la  surface  et  de  supposer  l'existence 
ou  la  continuité  des  dérivées  partielles  de  F  jusqu'à  l'ordre 
requis  pour  celles  de  f. 

On  peut  aussi  déiînir  une  surface  au  moyen  d'une  représen- 
tation pardinctriquc .  On  exprime  alors  les  coordonnées  .v,  y,  :• 
lie  ses  points  en  fonctions  de  deux  paramètres  indépendants  u 
et  <'.  La  surface  est  alors  représentée  au  moyen  de  trois  équa- 
tions : 


(3)     x=^f,{u,v),      r  =  /-,(«,  v), 


Un,  ^'). 


Quand  nous  emploierons  celte  représentation,  nous  suppo- 
serons les  trois  fonctions  f  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  certain  ordre  à  indiquer. 

Nous  appellerons  points  ordinaires  de  la  surface  ceux  où 
l'un  au  moins  des  trois  déterminants  : 


^t\ 

^r. 

¥.    ¥2 

Y. 

^f. 

^u 

Di' 

<)U        3^' 

Su 

Si' 

Y. 

¥. 

¥.   ¥. 

¥. 

¥. 

Su 

3^' 

Su     s^' 

S/f 

2v 

est  différent  de  zéro. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  ainsi  délini,  on  peut 
encore  considérer  l'une  des  trois  cooi'données  ,v,  y,  z  comme 
fonction  des  deux  autres.  En  elï'el,  si  le  premier  de  ces  déter- 
minants est  dilTérent  de  zéro,  les  deux  premières  équations  (3) 
définissent  u  et  v  en  fonction  de  x,  y  ;  en  portant  ces  valeurs 
dans  la  troisième  équation,  on  obtient  z  en  fonction  de  .v  et  y, 
c'est-à-dire  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme  (2). 

Donc,  dans  les  démonstratiojis,  on  pourra  supposeï-  à  son 
gré  que  la  surface  soit  délinie  par  une  écpiation  de  la  foi-ine  (2) 
ou  i)ar  un  système  de  la  forme  (3).  Les  démonstrations  seront 
générales  à  condition  de  se  boriuu'  aux  points  oi'dinaires  de 
la  surface. 


218.  Représentation  analytique  d'une  courbe  de  l'espace. 
—  En   premier  lieu,   on  peut  délinir   une  courbe  de   l'espace 
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comme  rinterseclioii  do  deux  surfaces  diflerentes,  ou  comme 
le  lieu  des  ])oiuts  dont  les  coordonnées  vérilient  deux  équa- 
tions : 

(4)  VAx,y,z)  =  0,         F,(.v,  V,  r.)  =  0. 

Les  points  ordinaircf<  de  la  courbe  sont  ceux  où  les  deux 
fondions  h\  et  F.^  sont  continues  ainsi  ciue  leurs  dérivées  par- 
tielles premières  et  où  l'un  au  moins  des  trois  déterminants  : 


M', 

DF. 

M^ 

M^ 

M^ 

IF, 

^y 

^- 

:)r. 

:)x 

Ix 

^y 

DF, 

ii\ 

;)F, 

n<\ 

Î>F„ 

3F„ 

sy 

Iz 

2)r. 

2x 

3.V 

^r 

n'est  pas  nul. 

Si  le  premier  de  ces  déterminanls  n'est  i)as  nul,  les  équa- 
tions (4)  délinissent  deux  fonctions  inq)liciles  y  et  3  de  x  et, 
par  eonséciuent,  elles  peuvent,  au  moins  implicitement,  se 
l'ameiuM-  à  la  forme 


(S) 


y  =  cp(x),         r.  =  'L(.v), 


ces  deux  fonctions  ayant  des  dérivées  premières  continues. 

Les  résultats  que  nous  établirons  en  raisonnant  sur  les 
é(piations  de  la  foiuK»  (.'))  s'étendent  aux  équations  de  la 
forme  (I),  à  condition  de  nous  limiter  aux  points  ordinaires  de 
la  courbe  cl  d'introduire  les  condilions  de  conlinuiU'  des  déri- 
vées jusqu'au  même  ordre. 

On  peut,  en  second  lieu,  considérer  une  courbe  comme  le 
lien  (les  positions  successives  d'un  point  mobile,  ce  ([ui  con- 
duil  à  cxpi'inuT  .v,  y,  z-  en  fonction  d'une  xariablc  ind(''[)('n- 
(lanlc  /.  On  obtient  ainsi  uïie  rcprcscntdlion  iturunnHf'ujnv  dr 
la  coiiilx',  an  nu)y(Mi  de  Irois  ('((uations  : 


(0) 


a: 


,(/), 


^.(0, 


r:,(0. 


On  appelle  alors  jutints  ordinaircn  de  la  courbe,  ceux  où  les 
ti'ois  fonilions  i  sont  continues  ainsi  (pie  leurs  déi'ivées  et  où 
l'une  au  moins  des  trois  dérivées  j-î,  i],  ou  c^a  est  dilTérente 
de  zc'i'o. 

hans  le  \(ti>^inat;('  d'iiii    |)t)inl  ordinaire,  le  système  (d)  jx-nt 
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aussi  se  transformer  dans  le  système  analogue  à  (5).  En  etîet, 
si  z,[(t)  n'est  pas  nul,  la  première  équation  (6)  définit  t  en 
fonction  de  x  (n'  121),  et  en  portant  cette  valeur  dans  les  deux 
équations  suivantes,  on  obtient  y  et  r-  en  fonction  de  .v. 

Donc,  tlans  les  démonstrations,  on  peut  choisir  le  mode  de 
représentation  que  l'on  veut.  Les  conclusions  seront  générales 
à  condition  de  se  borner  aux  points  oi'dinaires  de  la  courbe. 

C'est  le  mode  de  leprésentation  paramétrique  qui  est  le  plus 
employé,  parce  qu'il  a  l'avantage  de  rendre  les  formules 
symétriques.  Les  formules  ainsi  établies  renferment  comme 
cas  parliculiiM"  celles  relatives  au  premier  mode  de  représenta- 
tion, car  les  équations  (6)  se  réduisent  à  la  forme  (5)  si  f  =^  .v. 

Pour  les  démonstrations,  nous  mettrons  le  j^lus  souvent  les 
équations  de  la  courbe  sous  la  forme  (G)  et  nous  indiquerons 
jusqu'à  quel  ordre  nous  supposons  l'existence  ou  la  continuité 
des  dérivées. 

Lorsque  tous  les  points  d'une  courbe  sont  dans  un  même 
plan,  la  courbe  est  plane,  elle  est  gauche  dans  le  cas  contraire. 

219.  Tangente  et  plan  normal  à  une  courbe.  —  Supposons 
que  la  courbe,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  ou 
oblicpies,  ait  [)our  représentation  j)aramétrique 

(7)  A-  =  '..(0,        y  =  MO,        z  =  '.,{t). 

La  tangente  en  un  point  M  de  coordonnées  x,  y,  z  est  la 
limite  d'une  sécante  passant  par  ce  point  et  par  un  autre 
point  .M'  (pii  se  rapproche  indéfiniment  tlu  premier.  Soient  It 
l'accroissement  (pi'il  faut  donner  au  paramètre  pour  })asser  de 
M  à  M';  A.v,  Ay,  Ar-  les  accioissements  correspoiulants  des 
coordonnées.  Les  équations  de  la  sécante  MM'  peuvent  s'écrire 
(;,  T,,  'C.  désignant  les  coordonnées  courantes) 

(S)  l-x_-,-y_-^-z 


Ix  \y  \z 

Divisons  les  dénominateurs  par  \t  et  faisons  tendre  \t 
versU.  Les  quotients  A.v  :  \t,  ly  :  It,  \z  :  \t  tendent  vers  les 
dérivées  x',  y',  z',  supposées  existantes,  de  .v,  y,  z  par  rajjport 
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à  /.  On  Iruiivc  ainsi  les  équalioiis  do  la  tangente  au  point  M, 
à  savoir 

q  —  X     ■(,—  y     -  —  3 


(9) 


y 


Ces  (H{iialions  sui)i)osonl  toutefois  que  .v',  y' ,  z'  ne  s'annnlcnl 
pas  simultaucmenl  au  poinl  M,  el  c'est  ce  (jui  a  lien  en  nn 
point  ordinaire  de  la  courbe. 

Mulliplious  par  dt  les  trois  dénominateurs  des  équations  (9)  ; 
les  équations  de  la  tangente  ju'enneul  la  fornu' suivante,  indé- 
pendante du  mode  de  représentation  adopté  i)onr  la  courbe  : 

(10)  ^  .       ^  _  - 


dx  dy  dz 

Lv  i)l(tn  novDidl  on  un  point  d'une couri>e  est  le^jlnn  menépai- 
ce  i)oinl  ixMpendiculairement  à  la  tangente.  Nous  supposerons 
les  axes  reelaiif^ulaires.  L'équation  du  i)lan  normal  se  déduit 
des  équations  (9)  ou  (10),  en  observant  que  les  coetTicients  de 
direction  de  la  tangente  sont  les  coetTicients  de  l'équation  du 
l)lan  normal  ;  celte  équation  sera  de  l'une  des  deux  formes  : 

(11)  Cz-x)x'+  (■r,-y)y'-i    ^  -  z)  z' =  0, 

(  I  2)  (;  —  .V)  dx  +  (y.  —  y)  dy  +  (t  —  z)  dz  =  0. 

220.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  Différentielle  de  l'arc. 
—  La  longueur  d'un  arc  de  courbe  AH  se  déllnit  comme  dans 
le  cas  des  courbes  planes  (n"  199).  C'est  la  limite,  quand  elle 
existe,  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit  dont  les  sommets 
se  suivent  dans  un  sens  (l(''lermin('',  lorscjuc  le  nombre  dt's 
côtés  augmente  indf'liniment  et  (|ue  chacun  des  côtés  tend 
vers  zéro.  Nous  ullons  démontrer  l'existence  île  cette  limite, 
en  supposant  cpu"  tous  les  points  de  l'arc  AH  soient  des  j)oints 
(H'dinaires.  Nous  pon\(His  doue  adnu'ttre  (jne  le^  (Mpiations  de 
la  courbe  s(»ient  de  la  foi'me 

y  ^  '^{x),         z  =  -H-v), 

les   deux    fonctions   -j.    et    ô   ayant   des  dérivt'-es  continues.    Les 
axes  seront  >^uppos(''s  i-eetangulaii'es. 

Soient  (M- 1   /*  le^  abscisses  des  ex  t  r(''init(''s  de  l'aie  AH  (d  <ih). 
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Marquons  sur  cet  arc  7ï  +  i  points  (y  compris  les  extrémités). 
Soient  a;i,  Xo,...  a:„+i  les  abscisses  de  ces  points  numérotées 
par  ordre  de  grandeur,  de  sorte  que  x^  ^  a  et  Xn+i  =  h  seront 
celles  des  extrémités.  Désignons  par  \-,  et  r-,  les  valeurs  de  y 
et  de  z  pour  .v  =  a:,-.  Inscrivons  dans  l'arc  AB  un  polygone 
ayant  ces  n  +  1  points  pour  sommets.  Le  côté  c,  qui  joint  les 
points  d'abscisses  a:,  et  Xi+i  a  pour  longueur 


Ci  =  l  (Xi^i  —  Xi)-  +  (y,+i  —  Yi)-  +  {Zi^  i  —  r.,)-. 

Mais  la  formule  des  accroissements  finis  nous  donne,  X, 
et  ;,-  étant  compris  entre  Xi  et  X/^i , 

Yi^i  —  Xi  =  {Xi^i  —  .v,)cp'  (X,),  r-,_i  —  r-,-  =  (a:,-^,  —  X/yy^,). 

Désignons  par  M,  et  nij  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de 
la  fonction  'f'(.v)-  dans  l'intervalle  (.v,-,  a:,-^i),  et  pai- 0  une  qiuin- 
tité  de  valeur  absolue  moindre  que  1  ;  nous  aurons 

cp'(X,r  =  cp'(i,r  +  e(M,_m,). 

Donc,  en  posant,  en  abrégé, 

Oi=   (Xi+i  —Xi), 

nous  pouvons  mettre  c,-  sous  la  forme 


Ci  =  Oi  |/1  +  ^'{IjY  +  'y(;,)"^  +  0(M,  —  m,). 

Mais  la  racine  carrée  d'une  quantité  supérieure  à  l'unité  croît 
ou  décroît  moins  rapidement  que  cette  (puintilé  (*)  ;  nous 
avons  donc 


Ci  =  o,|/l  +  cp'(i,)'  +  y(ç.)% 
avec  une  ei-reur  moindre  en  valeur  absolue  que  (M,  —  mi)  o,  ; 
et,  en  désignant  par  1*  le  i)érimètre  du  ijolygone  inscrit,  nous 
avons 

P  =  S  o;|/l  +?'(iO^+  •!>'(;/)% 
avec  une  ereur  moindre  (pie  -(M,  —  /»,)s- 


(*)  V.n  oITet,  si  n  est  >  1  el  le  radical  ivcl,  on  a,  (|ii('l  (iiic  soit  .v,  pusilil 
on  négatif, 

I  \^a  -t-  .V-  —  ^â\  =  \x:  {\Ui  -t-  -v  +  \^)  I  <  i  X  |. 
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Faisons  tendre  loiis  los  côtés  du  i)olygone  ot,  par  suite,  tous 
les  0  vers  /ato  :  il  viciil,  par  (léliniliou  de  l'iMlrgi-aic  (m"  172), 

lim  V  =  \  dxyi   +-  f'(xy  +  <l>'{x)\ 

j  (I 

sans  aucuM(>  crrcui',  cai-,  comme  la  fouclion  continue  'f'(.v)-  est 
inléf^rahle,  les  deux  sommes  i^M,o/  et  -//J,s  lendeul  xcis  la 
mém(^  limite,  à  savoir  rinléf^rale  de  'f'(v)',  et  11(.M,  —  //J/)o/  tend 
vers  zéro. 

L'arc  variable  AM,  comjîi'is  entre  un  point  lixe  A  d'abs- 
cisse a  et  un  point  Nariable  M  d'abscisse  .v,  est  nue  lonelion  .s 
de  X.  (letle  fonction  est  continue  et  adnu't  une  d<''ii\ée.  On  a, 
en  (dîet, 

(i;i)  s  =  [(]x\  [  +  (f'(-v)-  -h  'Vi^y^ 

(11)  -^-^^  =  \/i  +  ^'ixr  +  n^r- 

La  dij)'crcnlicllc  de  l'arc  sera  donc 


(15)  ds  =^  dx\/T+'f'{xr  +  vi^r  =  ''■^'  I  1  ^  i^lilj  ^-  ('['.)'• 

Dans  les  calculs  ])i'écédents,  tous  les  ratlicanx  ont  été  pris 
positivenuuil,  ce  cpii  re\  ient  à  considérer  l'arc  n  comme  crois- 
said  dans  le  même  sens  <pie  .v.  Dans  l'Iix  polbèse  inverse,  les 
i-adicau.K  seraient  pris  né_:^ativement.  Nous  l'erons  (sauf  indica- 
tion contraire)  la  [)rcmièrc  liy})ollièse,  chaque  lois  que  .v  sera 
pris  comme  variable  indépendante. 

221.  Théorème.  —  Le  vdpitoi'l  <riui  (irc  infininicul  iiclil  à  ht 
corde  <im  le  sous-lcnd  ii  [xtiir  liinile  riiiiUé. 

l']n  elTet,  soient  A.s  la  l(Mi;^iieur  de  l'arc,  A.v,  A\-  cl  A:-  les 
diiréi'ences  des  coortlonnées  îles  exlrémilc's.  La  ((ude  corres- 
pondante (•  a  i)our  nH'sui'c"  |  A.v'  !  A\-'  f  A:-.  L(us(pic  ces 
([nautiles  tendent  \  ers  /(''ro,  on  a 

A.s  ds 

..      As     ,.  Ax  dx 

lim  liin  — = — =L 

*■     i'^(l^)-'(t;.r  i-fê)'-(Ë) 
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en  vertu  de  la  formule  (15).  Le  signe  du  radical  ne  donne  pas 
lieu  à  discussion,  car  il  ne  s'agit  dans  le  théorème  ([ue  de  lon- 
gueurs absolues. 

222.  Dérivée  et  différentielle  de  l'arc  dans  le  cas  d'une 
représentation  paramétrique.  —  La  formule  (15)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(IG)  (h  =  ±  \  dx-  +  dy-  +  dz--. 

Cette  formule  ne  contient  plus  que  les  différentielles  des 
coordonnées  et  elle  ne  dépend  plus  en  rien  du  mode  de  repré- 
sentation choisi  pour  la  courbe.  Elle  est  donc  générale  et  elle 
s'applique  au  cas  d'une  représentation  paramétrique.  Les 
coordonnées  x,  y,  z  sont  alors  des  fonctions  de  t  ayant,  par 
hypothèse,  des  dérivées  continues  a;',  y' ,  z'.  Remplaçons  dx, 
dy,  dz  par  x'dt,  y'dt,  z'dt.  La  formule  (IG)  devient 


(17)  ds  =  ±  dt  \x'-  +  y'-  +  z'- 

et  la  dérivée  s'  par  rapport  à  t  sera 


(is)  .s'=  ±  i:v"^+  y^+  z'-. 

Le  signe  à  donner  aux  radicaux  dépend  du  sens  dans  lequel 
on  compte  l'arc.  Sauf  indication  contraire,  nous  leur  donne- 
rons le  signe  +,  ce  qui  revient  à  compter  l'arc  dans  le  sens 
où  t  varie  en  croissant. 

223.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  —  Nous  désignerons 
par  a,  [j,  Y  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  avec  les 
axes  coordonnés,  ou  les  cositius  dircclciirs  de  celte  droite. 
Pour  les  définir  sans  ambiguité,  considérons  la  tangente 
menée  au  point  M(a;,  y,  z)  dans  le  sens  des  arcs  cioissants. 
Les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MM'  qui  joint  le  i)()int  M  au 
poinl  M'  de  coordonnées  .y  -j-  \x,  y  -f  Ay,  z  +  Ag  sont, 
c  désignant  la  longiu'ur  absolue  de  la  droite  MM', 

\x       \y       As 

c  c  ^       c 

Soit  A.s  l'arc  MM';  As  sera  positif  si  MM'  est  nuMié  dans  le 
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sens   des    arcs    croissaiils.    Or    les   expressions    précédentes 
l)euveiit  s'écrire 

\x   A.s         \y  As         Ar.    A.s 
A.s     c  A.s     c  A.s     c 

(Jiiaiid  M'  k'iid  vers  M,  A.s  el  c  élaiil  i)osilifs,  A.s  :  c  a  |)our 
limite  -f  1  (n"  221),  Les  cosinus  directeurs  de  la  dircclioii  MM' 
à  la  liiiiile,  c'est-à-dii-e  ceux  de  la  lan^ciile  lueiiéc  dans  le  sens 
des  arcs  croissants,  sonl  donc 

_  dx  fj  _  dy  _  dz 


(19) 


ds  du  '        ds 


Dans  le  cas  d'une  représentation  paraniélri(|iie,  x,  y,  z  sont 
des  fondions  de  t  ;  on  i)eul,  dans  les  l\)rniules  précédentes, 
remplacer  les  tliliérentielles  i)ai'  les  déri^  ées,  et  .s'  par  sa 
valeur  (18)  ;  il  vient  ainsi 

(20)  ^    -^    -'^    -^    -  1 


x'      y'      -'      .s'     .  u^  |/y2+  y'24.  .'«• 

Si  le  radical  est  pris  i)osilivemeid,  s  et  t  croissent  dans  le 
même  sens  et  la  tangente  est  menée  dans  le  sens  où  t  varie  en 
croissant. 

Ri;.M Aiiori;.  —  Les  foi-mules  i)n''cédentes  pioiiNcnl  (|ue  hnilc 
coiii'ln'  dont  les  tangentes  sont  jKirallc les  à  une  dii'eelion  /ixe, 
se  réduit  à  une  droite.  K\\  elTet,  soient  o,  h,  c  les  cocllicients 
tie  la  direction  iixe.  On  a 

a        h        c 

Donc  .V  :  <i,  y  :  h  et  r-  :  c,  ayant  nuMuc  (l»''ii\  c'e,  ne  dillrrenl 
(pie  par  des  constantes  el  l'on  a 

a  C  h         c 

Ce  sont  les  éipiations  d'une  dioiti". 

224.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  (lonsidc-rons  d'altm-d 
une  surface  dclinie  par  l'e(|nali(»n 

(21)  ;       /(.v.  y). 
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Théorème.  —  En  tout  point  M  de  la  surface  où  f{x,  y)  est 
dijférentiahle,  le  lien  géométrique  des  tangentes  menées  an 
point  M  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  passant 
par  ce  point,  est  un  plan  auquel  on  d<mne  le  nom  de  plan 
tangent  à  la  surface. 

Toute  courljc  tracée  sur  la  surface  et  douée  d'uue  tanp;-ente, 
se  projette  sur  le  plau  xy  suivant  une  certaine  courbe  plane 
douée  d'une  tangente.  Considérons  une  représentation  para- 
métrique de  cette  courbe  plane 

(22)  X  =  'fit),         y  =  'L{t). 

L'ensemble  des  équations  (21)  et  (22)  fournit  une  représen- 
tation paramétrique  correspondante  de  la  courbe  tracée  sur  la 
surface,  car,  en  remplaçant  x  et  y  par  z{t)  et  -^(f),  l'équation 
(21)  donne  aussi  z  en  fonction  de  t. 

Les  équations  de  la  tangente  au  point  M(a;,  y,  z)  de  cette 
courbe  sont  (n"  219) 


X  y  z 

Mais,  en  dérivant  totalement  l'équation  (21)  par  rapport  à  /, 
en  désignant  par  p,  q  les  dérivées  partielles  de  f{x,  y)  par 
rapport  à  x,  y  et  en  observant  que  les  dérivées  x',  y'  par  rap- 
port à  t  sont  existantes  par  hypothèse,  on  a  (n"  102) 

z'  =  px'  +  qy'. 

En  éliminajit  x',  y',  z'  entre  cette  équation  et  les  précédentes, 
on  trouve  la  relation 

(23)  :_.  =.;,(:_.v) +  ./(>,- V), 

qui  est  vérifiée  par  les  coordonnées  E,  /,,  Ç  tl'iin  point  cruiu* 
tangente  quelconque  passant  par  M.  Celle  équation,  étant  du 
premier  degré,  est  celle  d'un  plan.  Ce  i)lan  est  le  plan  langent 
à  la  surface  au  point  M. 

Considérons  maintenant  une  surface  délinie  par  rétpialion 

F(x,  y,  z)  =  0. 
Elle  admet  un  plan  tangent  en    tout  point  ordinaire.  En 
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cfTet,  une  dos  dérivées,  F'x  par  cxemiile,  n'est  pas  nulle  Alors 
l'équalion  précédente  admet  une  solution  ^  de  la  forme  (21), 
dont  les  dérivées  partielles  sont 


F.; 

"Fï' 


q  =  — 


Le  théorème  précédent  s'applique  et,  par  la  subslilution  do 
ces  valeurs  de  7:»,  ([,  l'équalion  (23)  devient 


(21) 


(;  -  X)  F;  +  (y,  -  V)  F;  +  (:-z)V!^  0. 


Donc  Véiinalion  du  plan  tangent  en  un  point  ordinaire 
s'o])tient  en  dijférenliani  totalement  Véfjnation  de  la  snrfaee 
et  en  remplaçant  dx,  dy  et  dz-  par  \  —  a-,  i,  —  y  et  "C  —  ;•• 

Considérons  enlin  une  surface  délinio  par  une  représenta- 
tion paramétrique  : 

X  -  /",(«,  V),         y  =  f^iu,  V),         :■  =  /".,(«,  v), 

11  sutlil  do  faire  11  ol  v  fondions  d'un  paramôlro  unique  / 
pour  (pie  les  équations  précédentes  soient  celles  d'une  courbe 
tracée  sur  la  surface.  Les  équations  de  la  tanp^onte  à  cette 
courbe  au  point  M  sont,  les  accents  (sans  iiulices  de  dérivation 
partielle)  désignant  dos  dérivées  par  rapport  à  t, 


X 


■^  —  y 


X  y  z' 

Mais,  A%  >',  c-  ('lanl  supposés  dilTéronliables  on  u,  0,  les  tocf- 
licients  i\{'  dircolioiis  .v',  y' et  ;•' ont  mainlcMiant  pour  oxjnos- 
sions  : 

x'  ^  x'n  u'  +  xy,     y'  =  y:,  u'  +  yW,      z'  -  z',,  u'  4-  z'y  ; 

et   ils  se  sont   liés  par  une  relation  fj^éiuM'alo,   (\\\\    rc'vsulto   de 
rélimination  de  u'  et  v',  à  savoir 


0. 


l/('liinhial  ion  df  a',  ^■',  :•'  oniro  bvs  écpiaticms  de  la  lanf;(Milr 
ot  cctlo  relation  ronrnil  une  ('(pialion  v(''rili(''o  j)ar  les  coor- 
données des  poinis  (riinc  langenlo  (pielcoiupie  passant  par  M 


a: 

y 

-V» 

1 

.v: 

yl 
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C'est  réquation  du  plan  tang'eiit.  Pour  l'obtenir,  il  sufTit  de 
remplacer  .v',  y',  z'  par  ;  —  x,  y.  —  y  eX  Z  —  z  dans  la  relation 
précédente,  ce  qui  donne 

(25)  x'  y'  -'       =0 

D'ailleurs,  en  un  point  ordinaire,  cette  équation  ne  peut  pas 
se  réduire  à  une  identité,  car  l'un  au  moins  des  trois  mineurs 
relatifs  à  ;  —  .v,  r,  —  y  et  ^  —  r-  n'est  pas  nul  (n"  217). 

225.  Normale  à  une  surface  (axes  rectangulaires).  —  La 
normale  en  un  point  M(.v,  y,  z)  d'une  surface  est  la  perpendi- 
culaire élevée  au  plan  tangent  en  ce  point.  Les  équations  de 
la  normale  se  déduisent  immédiatement  de  celle  de  ce  plan. 
En  eflet,  les  axes  étant  rectangulaires,  les  coefïicients  de 
direction  de  la  normale  sont  les  coellicients  de  l'équation  du 
plan  tangent.  La  normale  sera  représentée  par  l'un  des  trois 
systèmes  d'équations,  correspondant  respectivement  à  (23), 
(24)  et  (25)  : 


X 


y     -  — - 


p              g            —1 

;  —  -v-     u—y     '^  —  z 

K        f;        f; 

q  —  x             u  —  y 

^-2 

v'  v  -'  v'        "'  x'  x'  -' 

J  U-'<.>               ~lljv              ~'H-^C               -^IJ-V 

x',y'^  —  y'„xl 

(26) 


Les  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z  de  la  normale  sont  propor- 
tionnels aux  dcjiominaleurs  qui  figurent  dans  chacun  des  trois 
systèmes  d'équations.  Ils  se  déterminent  donc  par  l'un  des 
trois  systèmes  correspondants  : 

X        Y  Z  1 


(27) 


P 

f/ 

—  1 

11  +p-  +  q' 

X 

Y 

F' 
^y 

Z 

f; 

1 

—   -4_    

F.; 

^/F.;^  +  f;^  +  Fi' 

X 

Y                         z 

rii^a 


^/ 


uyv 


.'  ^' 


ZfiX^^      jx^i^^      x^y^      ^u^v 
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Le  double  si^iie  du  radical  correspond  aux  deux  sens  opi^o- 
sés  dans  lesquels  on  peul  mener  la  normale. 

§  2.  Plan  osculateur. 
Courbure  et  torsion  des  courbes   gauches 

226.  Représentation  de  la  courbe.  —  Dans  loul  le  para- 
graphe actuel,  nous  considèrei'ons  la  rei)r(''s(Milali<)n  paramé- 
mêlrique  suivante  d'une  courbe  gauche  : 

Xous  admettrons  la  contimiitc  des  dérivées  premièies  et 
secondes  de  x,  y,  z-  par  rapport  à  t,  en  outre  (mais  seulement 
à  partir  n"  234)  Vexistence  des  dérivées  troisièmes.  Les  points 
de  la  courbe  seront  supposés  ordinaires,  donc  l'uiu^  au  moins 
des  dérivées  x',  y',  z'  difïerente  de  0. 

Nous  supposerons  les  axes  coordonnés  reciangulaires,  sauf 
dans  les  deux  numéros  suivants  qui  concernent  le  plan  oscu- 
lateur. 

227.  Plan  osculateur.  —  Le  plan  osciildlciir  en  nu  iioiiil  M 
d'une  conrJ)e  gauche  est  la  limite  d'an  plan  passant  par  le 
point  M  et  deux  antres  points  M'  et  M"  de  la  cour])e  (jni  se 
rapprochent  indéfniiuient  du  premier.  Cherchons-en  l'écpia- 
(ion. 

L'é(piali<)ii  (ruii  jilan  (luelcoiufue  est  de  la  forme 

(2)  A;  +  ]3r.  +  g:  +  P  =  0. 

Posons,  A,  B,  (1  et  P  désignant  des  conslanlcs,  et  .v,  }■,  :■  les 
fondions  (1)  de  /  écrites  ci-dessus, 

(3)  F(0  =  A.v  +  By  +  Cr-  -f  P. 

Soicnl    /  <C  ^  *\  l-    l*^'*^    valeurs    du    ]);uainrhc    (|ui    corres- 
pondcnl    aux     Irois    |)oiiils    M,     M'   cl    M";    les   équations   (pii 
(•\|)riinrnl    (pn*   le   plan   (2)   passe   |»ar   ces    trois    points  de   la 
coimIm'  sont,  giàce  à  la  délinilion  de  la  f»)nclion  l''(/)  : 
Vit)  =  0,  F(f,)  -  0,  F(f,)  -  0. 

Mais  alors,  en  mmIu  du  Ihcorcme  de  lîoUe,  I"  a  une  racine  ~ 
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comprise  entre  t  et  /,  et  une  autre  racine  -'  comprise  entre  f, 
et  /.,.  Pour  la  même  raison,  F"  a  une  racine  t,  comprise  entre  t 
et  t'.  On  a  donc  les  trois  équations  : 

F(0  =  0,  F'(t)  =  0,  F"(T,)  =  0. 

Faisons  tendre  M'  et  M"  vers  M,  c'est-à-dire  t^  et  t.,  vers  /  ; 
T  et  t,  tendent  aussi  vers  f  ;  et,  à  la  limite,  les  dérivées  étant 
continues,  les  trois  équations  jiréeédentes  deviennent  : 

(4^)  F(0  =  0,  F'(0  ^  0,  F"(0  =  t». 

Ce  sont  les  trois  équations  qui  déterminent  les  coefficients 
A,  B,  C  et  P  de  l'équation  du  plan  osculateur  (ou,  plus  exac- 
tement, les  rapports  de  ces  coellicients).  En  les  tleveloppant,  il 
vient  : 

,    Ax  +  By  +  Cs  +  P  =  0, 
(^^)  Ax'+By'+Cz'  =  0, 

'    Ax"+By"+Cz"  -  0. 
On  élimine  P  en  soustrayant  de  (2)  la  première  des  équa- 
tions (4'')  ;  on  met  ainsi  l'équation  du  plan  osculateur  sous  la 
forme 

(5)  A(;  -  X)  ^  U{r,  -  y)  +  (:(::  -  z)  =  0, 

où  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  dernières  écpiations  (1''), 
Entre  celles-ci  et  (5),  on  peut  éliminer  A,  B,  C  et  l'on  obtient 
l'équation  du  plan  osculateur  sous  forme  de  déterminant  : 

•  -  a:      f.-y      :  -  ^     -=  0. 
X'  y'  z'      i 

x"  y"  z"     ! 

Les  coellicients  A,  B,  (1  ne  sont  (h'terininc's  justprici  (pi'à  un 
facteur  près.  Mais  nous  conviendrons  de  ({('•sj^'-ncr  par  A,  15  et 
G  les  coelTicients  qui  figurent  dans  l'éipiation  (()),  c'est-à-dire 
que  nous  poserons,  par  définition, 

(7)       A  =  y'z."—  z'y",     B  -  z'x"—x'z",     C  =  x'y"—y'x". 

Les  équations  (T))  et  (())  ne  représentent  le  plan  osculaleui- 
que  si  l'une  au  moins  des  (|uanlités  A,  IJ  el  (1  est  dillV-i'cnte  de 
zéro.   Si  ces   trois  (piantités  s'annulaieni  siinullani'nicnl  en  un 


(B) 
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l)()int,  les  deux  équations  se  réduiraient  à  des  identités  et 
ré(|iiation  du  plan  osculateur  devrait  être  modifiée.  Nous 
laisserons  de  côté  ces  points  exceptionnels  ponr  le  moment.  Il 
doit  donc  être  entendu  (|iriine  ou  moins  des  trois  (|ii;iiitil(''s  A, 
B,  (1  est  supposée  diiîérenle  de  0. 

Rkmauoue.  —  Il  est  impossible  <jiie  A,  H,  (1  s'annulent  à  la 
fois  tout  le  lon^-  d'un  arc  de  courbe  sans  i)oinl  sin^^ulier.  En 
effet,  dans  nii  iiilcrNailc  où  :•'  ne  s'annule  pas,  on  aurait  alors 

Donc  x',  y'y  2'  seraient  dans  un  rapport  constant,  la  direction 
de  la  tangente  sérail  lixe  cl  la  courbe  se  ré(hiirait  à  une  droite 
dans  l'intervalle  considéré  (n"  223).  Elle  se  ré(hiirait  d'ailleurs 
à  une  droite  dans  toute  son  étendue,  puis(pu'  tout  jioinl  de  la 
courbe,  étant  ordinaire,  s(>  trouve  sur  un  segment  où  l'une  au 
moins  des  trois  dérivées  .v',  v',  ;•'  ne  s'annule  pas. 

228.  Théorème.  —  l.c  i\Utn  mcnc  inir  Ui  l(inv:ciiU'  au  point  M 
jxirdllclcmcnl  à  la  i(ini:;rnl('  <iii  poiitl  infiniincni  ^'oisin  M',  (i 
pour  limilc  le  pUin  oscnhUciir. 

Soil  (2)  réf[ualion  dv  ce  plan.  La  condition  de  |)asser  par  M 
donne  l''(0  <>  ;  li»  condition  d'èli'e  paiallèle  à  la  tangente  au 
même  point  M,  tangente  dont  les  coellicients  directeurs  sont 
.v',  y',  z'  donne  A.v'  +  Uy' +  C:-'  =  0  ou  F'(/)  0  ;  de  même,  la 
condition  d'i-ln-  parallèle  à  la  tangente  au  point  M'  donne 
'''('1)  *'•  ^'i'i'^  alors,  en  \(Mtu  du  t iK'orènie  d(>  Uolle,  I'"'  a 
une  racine  T  compi'ise  entre  /  el  /,.  Les  coetlicienls  du  |)lan 
considéré  vc'rilient  floue  les  tnùs  ('(piations  : 

!•(/)       0,  V'{l)       0,  r'(-)       <»• 

(Juand  M'  tend  vers  M,  /,  tend  vers  /  et  t  ('•gaiement.  Donc 
les  coellieienis  (In  plan-limite  vérilient  les  trois  écptations  (pii 
déterinineiil  cchn  du  plan  (tsculateur  : 

V{t)  =-  0,         l"(/)      0,         \'"{l)      0. 

On  prt)U\('  d'une  inani("'re  analogue  (pie  le  i>l(in  mciu'  pur 
Ui  fnHiicnlc  (lu  point  M  et  par  un  antre  point  <lc  Id  conriic 
infiniment  K'oisin  M',  ti  pour  limite  le  plan  osenidteur. 
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229.  Cercle  osculateur.  —  Défimtiox.  Le  cercle  oscillateur 
en  un  point  M  d'une  courbe  gauche  est  la  limite  d'un  cercle 
passant  par  ce  point  et  par  deux  autres  points  M'  et  W  de  la 
coiirl)e  qui  se  rapprochent  indéjinimeut  du  premier. 

Soient  .Vj,  >-,,  r-,  les  coordonnées  du  centre  et  II  le  rayon  du 
cercle  passant  par  les  trois  points  M,  ^V  et  W.  Soient  /,  t^,  /., 
les  valeurs  du  paramètre  correspondant  à  ces  trois  points. 
Considérons  x,  y,  z  comme  les  fonctions  (1)  de  t  et  posons 

F(0  =  (X  -  x,r  +  (y  -  v,)-^+  (r.  -  z.y-  RK 
Les  quantités  .v,,  y,,  r-,  et  II  vérilieront  les  trois  équations  : 
F(0  =  0,  Fit,)  -  0,  F(<,)  =  0, 

qui  expriment  <]ue  le  centre  (.v,,  y  y,  2,)  est  à  la  distance  R  des 
trois  points  M,  M'  et  W.  On  en  conclut,  comme  dans  le  cas 
d'une  courbe  plane  (n"  207),  (pie  les  éléments  x,,  y,,  r-,  et  H  du 
cercle  osculateur  véritient  les  trois  équations  : 

1-^(0  =  0,  F'(f)  =  0,  F"(0  =  0. 

D'autre  part,  le  cercle  osculateur,  étant  dans  le  plan  oscida- 
teur  qui  est  la  limite  du  i)lan  MM'M",  les  cordonnées  du  cen- 
tre vérifient  l'é({uation  (5)  de  ce  plan.  On  a  donc 

(8)  Mx  -  .V,)  4-  B(y  -  y,)  +  G(r.  -;-,)  =  0, 

l'une  des  trois  quantités  A,  13,  C  étant  supposée  diltérente  de  0 
(n"227). 

Ajoutons  à  celles-ci  les  équations  F'(/)  =  0  et  F"(0  ^  0,  (pii 
développées  deviennen l 

i  x'(x-  X,)  +  y'iy  -  y,)  +  z'{z  -  z,)  =  0. 

/  x"{x  -  X,)  +  y"{y  -  y,)  -r  z"{z  -  r,)  =  -  (x'^  +  y"  +  z"-). 


(^) 


Nous  formons  un  système  de  trois  éfpiations,  résoluble  par 
rapport  à  (x  —  x,),  (y — >,)  et  (z  —  r-,),  et  d'où  l'on  tire,  en 
observant  (pie  le  déterminant  du  système  est  A--f  B-+  C%  qui 
est  diiîérent  de  0  par  hypotlièse, 

^     f      Bz'—Cv'       Cx'—Az'      Av'— B.v'       A^+B'  +  C* 
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Ces  é(|nati()iis  détermiiieiil  les  coordoiinr'cs  .v,,  y,,  r-,  du 
centre  du  cercle  osculateur. 

Le  rayon  R  se  dcterniine  encore  au  moyiMi  de  l'équation 
F(t)  ■=  0,  qui  donne 

W=  (.v-.v,VM  (y_  y,)M  (:.-r.,r. 

licniplaçons  dans  le  second  membre  les  [)arenlliès('s  par 
leurs  valeurs  tirées  du  système  précédent,  cl  ayons  égard  à 
l'identité 

,       (\]z.'-Cyr  +  (Cx'-Azr  +  (A  v'-  iî.v')-'  =^ 

/    (AM-  BM    (r)ix'--\y'-+z.")       (A.v' -f   By'  f  Ce')- ; 
il  viendra,  i)uis(jue  ce  dernier  carré  es!  nui  (  1"), 


A'-  +  B^  +  C^  l 'A^  -\-  R"  +  C« 

On  alliii)ue  à  B  une  valciii'  posilixc,  donc  au  radical  \r  si^ne 
de  s'. 

l«i;M\noi  K.  —  1a'  ri'ulfc  du  ciTclr  osciihitciir  se  //-«///et', 
comme  en  l'a  vu  i)lus  liaul,  <l(nis  le  plan  osviiUiU'ur.  Il  se 
Ironvc  aussi  dcins  le  pUm  normiiL  Va\  elTel.  la  pi-emiéic  des 
écpialions  (î)),  V'{i)  0,  exprinu"  cpu'  les  coorilonnée  .v,,  jy",,  r-, 
vérifient  l'écpialion  du  |)laii  noinial. 

230.  Transformation  des  formules  précédentes.  —  Pour  un 
inslani,  prenons  .s  comme  varial)le  iiid(''|)en(laule  ;  nous  aurons 
s'*=  1  el  D.s'-  -  (),  c'est-à-ilire 

.v"-  +  y"  ±   zr-  -   1,  .v'.v"  H    y'y"+  z'z-"       0. 

( '.es  lormuies  permelleul  de  sinq»liliei'  celles  du  n  prec(''- 
deut.  Nous  avons,  en  elTel,  eu  égard  aux  valeurs  (7)  de  B  el  (1, 

Uz.'—  C.y'  _  (y'2  +  :.'-).v"—  {y' y"  -j    z.'z.")x' 

-   0"'^  +    Z.")X"—  (—  .V'.V").V'         A". 
De  nuMue, 

Cv'— A:/^  y",         Ay'—  B.v'       r", 
cl  l'idenlili'  (II)  se  ri'diiil  à 

A^   :    1^  1    (;^-   a:"-+  y"'-\-z."-. 
(!on)nu\  dans   nolie   liypolhèse  sur. s,  l<'s  d»'•ri^•(''es  .v",  y",  z-" 
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sont  les  dérivées  premières  de  a,   j,  -'(cosinus  tlirecteurs  de  la 
tangente),  les  formules  précédentes  deviennent 

Br.'-Gv'  =  4^,       Cx'-  Az'  =  ^,       Av'-  B.v'  =^  4^- 
(Is  (Ifi  "  as 

Portons  ces  valeurs  dans  les  formules  (Kl)  et  (12),  nous 
trouvons 

^  '''  ^  ^  d^  f/a'-+c/?'  +  t/Y- 

ds  (Is  cis 

Ces  formules  (13)  ne  contiennent  plus  que  des  difîérentielles 
premières  d'éléments  délînis  sur  la  courbe,  elles  sont  donc 
indépendantes  du  choix  de  la  variable  indépendante  et  géné- 
rales comme  (10)  et  (12). 

231.  Courbure.  Rayon  de  courbure.  —  Considérons  un 
point  M  sur  une  courlje  et  menons  la  tangente  MT  dans  un 
sens  déterminé.  Par  l'origine  d(vs  coordonnées  O  menons  un 
vecteur  Oj.  de  longueur  I  parallèle  à  cette  tangente  MT  et  de 
même  sens.  Si  le  i)oiiit  M  (U'crit  un  arc  de  courbe  MM',  la 
direction  de  la  tangente  \arie  et  le  i)oint  u.  décrit  un  are  dv 
courjje  correspondant  ;j.;j.'  sui-  la  sphèi-e  de  rayon  1.  Cette 
courbe  est  Vindicdti'icc  siilu'fujiw  (de  eoui-Iiui-e)  de  la  courbe 
MM'. 

Désignons  par  A.s  et  At  les  longueui's  des  ares  correspon- 
dants MM' et  ;j.;j/;  At  est  la  coiir]}iirc  totcile  de  l'arc  MM',  le 
rapport  At  :  A.s  est  sa  coiirlnirc  Dioyciim',  la  limite  de  ce  raj)- 
port  quaiul  A.s  et  A?  leiulent  vers  0  est  la  courbure  de  la 
courbe  MM'  au  puinl  M.  Le  rayon  de  co urJmre  ini  point  M  est 
le  rayon  K  d'un  cercle  ayant  même  courbure  (pie  la  courbe  en 
ce  [)oinl  ;  il  est  donc  égal  à  l'inverse  de  la  courbuic,  d'où  la 
formule 

1         ,.       As  •      ds 
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Los  coordonnées  du   i)oinl  ;j.  do  l'indicalrice  sphéri(|ue  sont 
les  cosinus  diroclcnrs  a,  ,'i,  y  de  la  tangente  MT  ;  par  suite, 


(l'y  =  l/^/a-4-  (!';!>''+  (If . 

On  donne  à  celle  oxj)rossion  (h  le  nom  d'diiiiie  de  contin- 
gence :  c'est  la  valeur  principale  de  l'angle  des  tangenlos  MT 
et  M'T'  aux  extrémités  de  l'arc  inlinimenl  petit  MM'  do  lon- 
gueur A.s.  En  elTel,  cet  angle  a  pour  mesure  l'arc  de  grand 
cercle  do  raytui  1  joignant  les  points  [jl  et  u.'  do  l'indicalrice. 
Or  celui-ci  peut  être  confondu  avec  sa  corde  et,  par  suite, 
avec  l'arc  At  de  l'indicatrice  qui  est  sous-tendu  par  la  mémo 
cortio.  On  voil  ainsi  (juo  les  nouvolles  définitions  contionnonl 
comme  cas  particulier  celles  relatives  aux  courbes  pianos. 

l'ji  lomplaçanl  ^/rr  par  sa  valeur  ci-dessus,  il  vient 


"R~~  f/.s 

Donc,  on  vertu  de  la  formule  (13),  le  rayon  de  couvlmre  est 
égal  an  rayon  du  cercle  oacnlatenr. 

On  considère  U  comme  ossonliollomonl   positif,  son  ox[)res- 

sion  on  fonclion  dos  déi'ivéosdos  oooi<lonn(''os  sera  (lonn(''o  pai- 

la  Ininmlo  (12)  : 

.s'-' 

11=  

j/A^+B^  +  C- 

uii  le  radical  reçoit  le  signe  do  .s'. 

Le  coi'clo  ostiilaleur,  ayant  pour  iundu  le  rayon  de  coiii- 
hure,  porto,  à  cause  tlo  cola,  le  nom  île  cct'clr  de  loiirhiii'c,  et 
son  contre  celui  de  centre  de  conrlnire. 

232.  Position  du  rayon  de  courbure.  Normale  principale. 
—  On  considère  gcMUM'alenienl  le  raxon  de  e(turl)ure  comme 
tiétorminé  de  silualion,  tlo  iliroction  et  ilo  sens,  trosl  le  vecteur 
mené  du  point  M  au  conlie  do  courbure  corresiiondanl,  dont 
les  cooidonnc'os  a,,  ^-,  et  :•,  ont  été  (létormiiM'os  j)récé(lommont 
(n"  2M(>).  Le  ra>'t»n  de  ((turhure  est  ncirmal  à  la  courbe  et  silué 
dans  If  plan  osculateur,  car  le  centre  de  courbure  se  li'ouve 
dans  1*-  plan  noitnal  et  dans  1(>  plan  osculateur  (n'22ll).  On 
donne  le  nom  de  normale  jninciiKilc  à  celle  ipii  a  celle  direc- 
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tiou  et  ce  sens.  Ses  cosinus  directeurs  a,  <j.  et  v  se  déduisent, 
sans  ambig-nilé  de  signe,  des  équations  (13)  en  y  faisant  les 
substitutions  : 

Si— 3  -  Rv. 


X^  —  .V  = 

Kl, 

y,  — y  =  Ha, 

Il  vient  ainsi 

(1^) 

A 
dy. 

a            V            R 
d'i        d"        ds  ' 

ou  encore,  en  divisant  tous  les  dénominateurs  ])ai'  dt, 

Comme  a',  [j'  et  y'  changent  de  signe  en  même  temps  que  s', 
ces  formules  mettent  en  évidence  que  "a,  u,  v  ne  dépendent  pas 
du  sens  dans  lequel  on  compte  les  arcs. 

Ces  formules  montrent  aussi  que  la  in)rmale  principale  est 
parallèle  à  la  tangente  à  l'indicatrice  sphérique,  car  celle-ci  a 
pour  coetïicients  de  direction  a',  [j',  y'. 

233.  Directions  principales.  Sens  de  la  binormale.  —  Par 
le  point  M  d'une  coui-be,  menons  :  la  tangente  dans  le  sens  des 
arcs  croissants,  la  normale  principale  et  la  perpendiculaire  au 
plan  osculatenr.  (k^tc  dernière  droite,  qui  est  perpemliculaire 
aux  deux  aulres,  s'appelle  à  cause  de  cela,  la  hinorniate.  Ces 
trois  droites  l'orment,  en  cha<pie  ])oiiit  d'une  courl)e,  le  tricdre 
principal  et  leurs  directions,  t^ui  sont  perpendiculaires  entre 
elles,  s'appellent  lea  directions  ])rincipales. 

Les  cosinus  directeurs  a,  [j  et  y  de  la  langcnle  M  T  nu'née 
dans  le  sens  des  arcs  croissants,  et  ceux  "a,  •;.  et  v  de  la  nor- 
male principale  sont  définis  sans  ambiguilé  par  les  loi  mules 
(20)  du  n"  223  et  (15)  du  n"  232,  à  savoir 

x'         y'         z'     '    s'  '  y.'  ""    ^y  ~Y~  ~^' 

Nous  désignerons  par  X,  ^'  et  /  les  cosinus  direcleurs  de  la 
binormale  MB.  (k'iux-ci  élanl  propoilionnels  aux  coellicients  A, 
B  et  C  de  l'équation  du  plan  osculatenr,  im)us  avons 

(IG)  X  _   Y         Z  _     _       1 

ABC        |/a2  +B^+  C^' 
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1^0  radical  ost  suscoptible  d'un  doul)lo  signe,  (|ui  corres- 
pond aux  deux  sens  opposés  dans  lesquels  on  peut  mener  la 
hinorinale  MB.  Pour  délerminer  ce  sens  et,  par  conséquent,  le 
signe  du  radical,  il  faiil  une  nouvelle  convention.  Nous  con- 
\neiidr<ms  de  iiiriier  la  })iii(H'm<ilc  MB  de  telle  manière  que  le 
trièdre  prineiiuil  MTXB  .soif  de  même  rotation  que  eelui  OXYZ 
des  axes  eo<>rdonnés,  c'esl-à-dire  de  lelle  manière  que  ces 
deux  iriètlres  soieul  super])()sal)les  :  MT  sur  OX,  MX  sur  OY 
el  MB  sur  OZ.  Pour  léaliser  celle  condition,  nous  allons  mon- 
trer ([ii'il  faut  donner  an  radical  (jui  fii^nre  dans  les  formules 
(10)  le  sii^ne  de  s'. 

En  elTel,  considérons  le  délerminanl  o  formé  avec  les  cosi- 
nus diiccleurs  des  diieclions  principales  et  reini)lavons-y 
y.,  j,  --  et  A,  ;j.,  v,  i)ar  leurs  valeurs  ci-dessus  ;  il  vient 

Il 


/,       <J.       V 

I 

X    Y    Z 

Substituons  encore  les  valeurs 

.s"     .     , 


X'  y'  z' 


X    Y    Z 


'■  =  'V 


V 


.S' 


y      .s"    , 

v'        s"  ^ 


il  vieul,  pai'  les  propriétés  des  délerininanls. 
.v'     y'    z' 


"s" 


-.v"  y"    z' 

X    ^    z 


~{\\  +  BY  +  CZ). 


r.cnipiacons    X,  ^,  Z    par    leurs    valeurs   (Ki);    il    vient,    le 
ladital  a\  aiil  le  même  siL;ue  tpu'  dans  ces  tormnles, 


IJeporlous-iious  à  la  valeur  (12)  île  15;  il  eu  lésulle  (pie  o 
est  égal  à  •  1  ou  à  —  I  sui\  aul  <pie  le  radical  a  le  signe  de  s' 
ou  le  signe  coutr;ur<'  (*).  n(Uic,  le  radical  rece\anl  le  signe  de  .s', 
on  a  0  -----   -f  1 . 


(*)  l.e  iléloi'iniit:iiil  0  riMiiié  avec  les  cosinus  (lii'cchMii's  de  liiiis  diicc- 
tidiis  ii'claii^iilaiics  csl  i\i;:il  à  '  I  «mi  à  —  I.  (Ml  le  vérilie  iiniiicdiatc- 
iiiciil  l'ii  (levant  i-e  ili-lei  iiiiiiaiil  an  cairé  |iar  la  léifle  connue. 
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Or  0  =  +  1  esi  La  condition  ([ui  exprime  que  les  deux 
trièdreu  MTXB  et  OXYZ  sont  de  même  rotation. 

En  eflet,  on  peut  toujours,  par  un  déplacement  continu, 
amener  MT  en  coïncidence  avec  OX  et  MX  en  coïncidence 
avec  OY.  Alors  Mlî  est  dirigé  siiivaiil  OZ  ou  en  sens  contraire  ; 
selon  qu'on  se  trouve  dans  l'une  ou  l'autre  hypothèse,  on  a 
Z  =  ±  1,  d'où 

1     0    0       I 

0     10  =  ±  1. 

0     0    ±  1 

Mais,  si  o  était  égal  à  -h  1  avant  le  déplacement,  il  le  sera 
encore  après,  car  il  ne  peut  changer  brusquement  de  valeur 
pendant  le  déplacement.  Donc  MB  sera  venu  en  coïncidence 
avec  OZ. 

234.  Torsion.  Rayon  de  torsion.  —  Après  avoir  considéré 
l'angle  de  deux  tangentes  menées  en  deux  points  difiérents  M 
et  M'  de  la  courbe,  il  est  naturel  de  considérer  l'angle  de  deux 
plans  osculateurs  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle  de  denx 
binormales.  On  arrive  ainsi  à  la  notion  de  seconde  C(>ur])uve 
ou  de  torsion. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit  au  n"  226,  nous  admettons  dès 
maintenant  Vexistence  des  dérivées  troisièmes  de  a:,  y,  z. 

Menons,  à  partir  de  l'origine  0  des  coordonnées,  un  vec- 
lonr  0;j.,  de  longueur  1,  parallèle  à  la  binormale  au  point  M  et 
de  même  sens.  Si  le  point  M  décrit  l'arc  MM'  de  la  courbe 
gauche,  le  point  ;j.,  se  déplace  sur  une  sphère  de  layon  1  et 
décrit  une  courbe  correspondante  ;j.,;j.',  appelée  indicatrice 
sphériqne  (tle  torsion). 

Soient  A.s  et  At,  les  longueurs  d'arcs  correspondants  MM'  et 
et  y-iX-'i;  At,  est  la  torsion  totale  de  MM';  At,  :  A.s,  sa  toi'sion 
moy^enne.  La  torsion  au  point  M  est  la  limite  de  la  torsion 
moyenne  ([uand  A.s  tend  vers  0.  Le  raynn  de  torsion  T  est 
l'inverse  de  la  torsion.  On  a  donc 

1    _  do-, 
^~~ds' 
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Les  coordonnées  du  point  y.,   étant    \,  Y,  /  (cosinus  direc- 
teurs de  la  hinormale),  on  a 


d'7^  =  \/dX'-  +  f/Y-  +  dVr. 

Cette  difîérentielle  est,  au  pi'einier  ordi*e  près,  l'anj^le  de 
deux  binormalc^s  ou  de  deux  plans  osculateurs  inlininienl 
voisins,  l^ar  la  substitution  de  cette  valeur,  il  vient 


Cette  formule  sutîit  pour  détei-niiner  la  valeur  absolue  (b^  la 
torsion  et  celle  du  rayon  de  torsion,  mais  un  examen  i)ln.s 
api)rofondi  contluit  à  donner  un  si^iu^  à  la  torsion.  C'est  ce  (pii 
sera  fait  dans  le  numéi'O  suivant  où  nous  donnerons  en  même 
temps  la  valeur  de  T  en  fonction  des  dérivées  de  .v,  y,  z. 

235.  Signe  de  la  torsion.  Détermination  du  rayon  de  tor- 
sion en  grandeur  et  signe.  —  Nous  avons 

X'-  +  Y-  +  Z-  =  1 ,        X.v'  h  Y^v'  +  Zi'  =  0,        X.v"  ^  \y"  h  Zz"  =  U. 

En  etîet,  la  première  ccpiation  devient  idenliciue  et  les  deux 
suivantes  se  rédnisent  aux  é(piations  (1")  (piand  on  remplace 
X,  Y,  /  par  leurs  valeurs  (lO).  Dérivons  ces  équations  en 
tenant  compt(;  de  la  deiiiière  ;  il  vient 

XX' +  YV'+  ZZ'=  0, 

.v'X'  +  y'Y'  +  z7J  =  0, 

x-"X'  +  y"Y'  +  z'7J  =  —  (X.v"'  +  \y'  -f  Zr-'"). 

C'est  un  système  de  trois  é<piations  résolu bl(>  |)ai'  ia|)|>oil 
à  X',  \',  '/!  et  dont  on  tire,  en  obser\anl  <pn>  b' (l»''tei'min;uil  du 
système  est  A\  -r  liV  }  CZ  ((jui  est  dillérenl  de  (I  en  même 
U'mps  (|iie  A-  +  B"'  4    C"), 

X'        _         Y'         _  7J         _  —  {Xx'"  +  \y"'  +  'Iz^l 

Y:/_Zy'      Z.v'—  \:' ~  Xv'—  V.v'  A\  I  HV  +  CZ' 

Observons  (|iie  l'on  peiil  remplacei'  dans  le  deinier  membre 
(le  celle  snile  d'égalités  \,  ^  ,  /  par  les  (jnantités  prt)porlion- 
nelli'S  A,  li,  C  et  cpie  les  dénoininalenrs   des  antres  membres 
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sont  respectivement  as',  y.s'  v.s',  car,  des  denx  relations  entre 
cosinns  directeurs  de  directions  rectangulaires  : 

Aa  +  <j.[i  +  V-;  =  0,  />X  +  aY  +  vZ  =  0, 

on  tire,  grâce  à  la  convention  sur  le  sens  de  la  binormale, 

A  a  V  'a^  +  u2  +  v'- 


Y  —  3Z       aZ  —  vX        ÔX  —  aY 


a     [i 

( 

l^     l- 

V 

X   Y 

Z 

1, 


d'où 


Y^—  Zy'  =  s't;\  -    .^Z)  =  as',  etc. 
Il  vient  par  ces  substitutions 


x;_  jr_^ 

)<s'      us'       vs' 
en  posant  en  abrégé 


1) 

A-  +  B-^  +  G-' 


(18) 


D  =  Ax"'+  IV"  +  G3'" 


X"  y" 
X'"  y" 


En  vertu  de  la  formule   (17),  chacun  des  rapports  égaux 
X'  :  as',  Y'  :  us',  Z'  :  vs'  est  encore  égal,  au  signe  près,  à 


|/X'"  +  Y'^  +  Z'- 
s'|0.2  +  u^  +  v'- 


Nous  conviendrons  de  donner  un  signe  à  la  torsion  et  de 
choisir  ce  signe  de  manière  que  chacun  des  rapports  précé- 
dents soit  égal,  même  en  signe,  à  1  :  T.  Nous  avons  ainsi  le 
svstème  de  foi'mules  : 


(li)) 


2^ 

).s' 


us' 


7^ 

vs' 


D 


T  A^  +  B'^  +  C- 

La  dernière  montre  que  T  s'exprime  rationnellement  en 
fonction  des  coordonnéee  du  point  M,  ce  qui  n'avait  pas  lieu 
pour  le  rayon  de  courbure.  Le  signe  de  la  torsion  est  indépen- 
(laiil  (lu  sens  dans  iecjiicl  on  compte  les  arcs,  puis(]ue  la  der- 
nière formule  est  indépendante  de  s'. 

La  dernière  formule  montre  que  la  torsion  s'annule  avec  le 
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délerminanl    1).   On   appelle  plans  oscillateurs  slationiuiircs 
ceux  qui  sont  nieués  aux  i)()iuts  où  I)  =  0. 

236.  Théorème.  —  La  droite,  intersection  du  plan  oscilla- 
teur en  M  (siipitosc  non  stationnaire)  avec  le  iiUin  nscnlatenr 
en  lin  point  injiniincnt  K'oisin  M',  a  pour  liniile  la  tangente 
en  :S1. 

Gommençous  par  une  reinaïuiue  piélimiuairc  Ou  a 

BC—  GB'  =  B{x'y'"—  y'x"')  —  C{z'x"' —  x'z"') 
=  x'iBy'"  +  Cz")  -  .v"'(By'  +  Cz'). 

Mais  By'  +  G;'  =  —  \x'  ;  il  vient 

BG'  —  GB'=  x'(Ax"'+  By"'  +  Gc'")  =  IXv'. 

Ou  eu  déiluil  par  [)eruiulaliou  circulaire  les  deux  loruiules 
analogues  : 

GA'—  AG'  -  Dr',         AB'—  BA'  =  Dr'. 

Donc,  en  un  point  ordinaiic  où  I)  u'est  pas  uul,  une  au  moins 
des  trois  ipiantités  BG'—  GB',...  est  dilléreide  de  0. 

Arrivons  inaiuteiiaul  au  plan  osculaleur.  Gonsidi'rous  .v,  \-,  :• 
et  A,  li,  G  comme  des  fonclious  de  /  (U'ilnics  sur  la  couihe,  et 
posons  (ç,  y,,  '1  étant  indépendants  dv  /) 

tp(/)  =  A(;  —  X)  4-  D(y,  —  y)   I   G(:  —  :•). 

Les  étpialious  des  [)laus  osculalcurs  aux  points  M  ci  M' île 
paramètres  t  c[  t  +  Af  seront 

*(0  =  0,  <ï>(/  +  A/)  -  0. 

Les  coordonnées  ;,  Y,,  ^  (le  riulci'sccliun  de  ces  deux  plans 
vc-rilienl  ces  deux  ('qualionsà  la  fois,  donc  aussi  leur  dilTi'- 
rrncc  A<l>  0  et  aussi  A<l'  :  A/  0.  (Jiiand  M'  Irnd  \rrs  M, 
A/  tend  Ncrs  (»  cl  :,  y,,  Ç  xi-riliful  le  syslénu'  <lfs  deux  ('«pialinns 

4.(0  =  A(;  —  X)   r  B(Y.  —  y)  H  G(:  —  z)  -  0, 

*'(/)  -  y  il  —  X)  \-  ir(Y.  —  y)  +  G'(:  —  z)  -  o, 

car  <ï>'(0  >><•  simplilie  par  la  relation  Aa'   ^  By  +  Cz'  -=  0.  Mais, 
en  vertu  de  iH)lrr  rcmaripu'  prt'liminairt',  ce  système  p«Md  r\vi' 


TORSION  285 

résolu   par  rapport  à  (; —  -v),...  el  l'on  on  tire,  eu  vertu  des 
relations  BC  —  CB'  -  D.v'..., 


D-x'  Dy'  Dr' 

Ce  sont  les  équations  de  l'intersection-limite  (D  n'étant  pas 
nul),  et  elles  se  confondent  avec  celles  de  la  tangente. 

Re.maroie.  —  Le  théorème  subsiste  en  général  aux  points 
où  D  ==  0,  mais  à  condition  d'introduire  de  nouvelles  hypo- 
tiièses  sur  l'existence  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé.  Nous 
n'examinerons  pas  celte  question  ici. 

237.  Interprétation  géométrique  du  signe  de  la  torsion.  — 
11  résulte  du  théorème  précédent  que,  quand  le  point  M  se 
déplace  sur  la  courbe  dans  un  sens  déterminé,  la  rotation  du 
plan  osculateur  se  fait  autour  de  la  tangente.  Le  sens  de  cette 
rotation  dépend  du  signe  de  la  torsion.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer. 

Soient  M  un  point  variable  et  M^,  un  point  iixe  sur  la  courbe, 
'S.  l'angle  de  la  binormale  en  M  avec  la  normale  principale 
en  M„.  On  a 

cos  '^  =  A„X  +  jj-o  Y  +  VgZ 

et,  en  difïerenliaiit  et  utilisant  les  relations  (19), 

ds  ^  ^  ^  s'  T  ' 

Prenons  M„  dans  la  posilion  actuelle  de  M  ;  nous  aurons 
o  ^  90",  ).  =  Ao>"-j  donc 

dcp  _  _  Jl^ 

Donc  'i  et  .s  varient  en  sens  contraire  si  T  est  positif,  et  dans 
le  même  sens  si  T  est  négatif.  Ainsi,  h)rs([ne  le  point  M  .se 
déplace  snr  la  cotirln'  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  la 
rotation  de  la  lii normale  autour  de  la  langente  se  fait  du 
côté  de  la  normale  principale  si  T  est  positif,  et  du  côté 
opposé  si  T  est  négatif. 
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Cette  règle  s'applique,  (jnel  que  soil  le  sens  de  rotation  du 
trièdre  OXVZ,  S'il  est  donné  comme  d'halntude,  un  observa- 
teur qui  se  tient  debout  sur  le  plan  YZ  du  côlé  de  OX,  voit 
la  rotation  de  OV  vers  OZ  se  faire  de  franche  à  droite  (ou  dans 
le  sens  des  aiguilles  d'une  montre)  Dans  ce  cas,  la  règle  i)rc- 
cédente  se  transforme  dans  la  suivante  :  T/i  observateur 
inuu<>l)ile  ([ni  regarde  s'éloigner  le  point  M,  verra  tourner  le 
plan  oseulatenr  dans  le  sens  des  aiguilles  (Fane  montre  si  T 
est  positif  et  dans  le  sens  inverse  si  T  est  négatif. 

On  dit  que  l'allure  de  la  courbe  est  dextrorstnn  dans  le 
premier  cas  (T  positif)  et  sinistrorsoni  dans  le  second  (T  néga- 
tif). Cette  distinction  est  indépendante  du  sens  dans  lequel  se 
fait  le  mouvement,  car  si  ce  sens  vient  à  cliangcr,  le  sens  de 
la  rotation  et  la  position  de  l'observateur  sont  renversés  en 
même  temps,  et  les  apparences  restent  les  mêmes. 

238.  Formules  de  Frenet.  —  Les  formules  de  Frenet  jouent 
un  rôle  important  dans  la  théorie  des  courbes  gauches.  Elles 
ont  pour  objet  d'expiimer  les  dilTérentielles  des  cosinus 
directeurs  des  directions  principales  en  fonction  des  cosinus 
eux-mêmes,  de  la  courbure  et  de  la  torsion.  Les  trois  grou|)es 
de  formules  sont  les  suivants  : 

^9m    '^^  __d[i      cb:  _  ds  dX  _  d\  _  d'A        ds 

^""''      ds  H       T'       (/.s~       R       T'       ds'       W      T 

Les  deux  pi-emiers  nous  sont  (h'jà  connus,  car  ils  rcviciiiirnt 
à  (11)  et  (lî))'  l'oiu"  établir  le  troisième  groupe,  on  dilTértMilie, 
en  tenant  compte  des  deux  premiers,  les  trois  écpuitions  : 

a/.  4-  [i;jL  +  -'v  --  0,         \).  4    Vy.  +  Zv  -  0,         /.-  +  <y  -f-  V-  --  i  ; 

il  vient 

'mI'l  +  '(aH  \  \ih '  '^  ,  \dl  4    Yr/;j.    I    ZJv '  ;-, 

'/.(O.  +  [).d[j.  -}    nh  —  0. 

On  ajoute  ces  é(|uations  rcspectiveniciil  niullipliiM's  j)ai' 
y.,  \,"/.,  ou  par  |i,  V,y-,  ou  par-;,/.,  v  ;  on  (tbiient  les  torinulcs  (212). 
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On  déduit  de  ces  formules  d'importantes  conséquences,  par 
exemple  les  suivantes  ; 

1°  Tonte  cour])e  dont  la  courhnre  est  constamment  mille 
est  nne  droite. 

En  elîet,  les  formules  (20)  donnent,  dans  ce  cas,  da=f/p=dY==0, 
donc  a,  ,o,  y  sont  constants  et  la  ligne  est  droite  (n"  223). 

2"  Tonte  conrbe  dont  la  torsion  est  constamment  nnlle 
est  plane. 

En  effet,  les  formules  (21)  donnent  alors  dX  =■  dY  =  dZ  ^  0, 
donc  X,  Y,  Z  sont  constants.  On  a  alors 

Xa;  +  \y  +  Zz  -  Const. 

car  le  premier  membre  a  pour  dérivée  Xx'  +  Yy'  +  Zz'  qui  est 
nul.  Donc  la  courbe  est  dans  le  plan  représenté  par  cette 
équation. 

239.  Expressions  des  dérivées  successives  des  coordon- 
nées par  rapport  à  l'arc.  —  Prenons  l'arc  s  comme  variable 
indépendante.  On  a  d'abord,  par  les  formules  de  Frenet, 

A  ,„       )/        ).R'  /a       .   R'       X  \ 


Si  l'on  continue  à  dériver  de  proche  en  proche,  en  rempla- 
çant chaque  fois  les  dérivées  de  a,  ).,  X  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  de  Frenet,  on  trouve 

y(")  =  aP,  +  )P,  +  XP3, 

où  Pj,  Pj  et  P.j  sont  des  fonctions  rationnelles  de  R,  T  et  de 
leurs  dérivées  successives.  Ces  mêmes  fonctions  s'introduisent 
dans  les  valeurs  de  y(")  et  de  ^.f"),  de  sorte  que  l'on  a 

y(")  =   j^ip^  -f    .,.p^  +    YP„ 
C.CO  =   -rP,  -f  vP,   +   ZP3. 

En  particulier  pour  les  trois  premiers  ordres,  les  valeurs 
de  Pi,  P,  et  P.,  se  trouvent  dans  les  expressions  de  .v',  .v"  et  .v'" 
écrites  ci-dessus. 

Pour  faire  une  application  de  ces  formules,  plaçons  l'ori- 
gine (les  coor(h)nnées  à  l'origine  des  arcs,  prenons  les  axes 
coordonnés  suivant  les  directions  principales  :  OX  suivant  la 
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laiif;'eiile,  OY  suivant  la  normale  principale,  OZ  suivant  la 
binorniale  au  point  O,  et  i)roposons-nous  de  développer  .v,  y 
et  z  suivant  les  puissances  de  s  par  la  formule  de  Maclaurin. 
Bornons-nous  au  calcul  des  trois  premiers  termes  seulement. 
Le  développement  tle  -v  est  le  suivant  : 


v"  V-'" 

X  =  xos  +  -—  s-  +  -p^  S"  + 


et  ceux  de  y  et  r-  soni  analogues.  Danslecasacluel,  'y.„=;j.„=Zo=l 
et  les  autres  cosinus  dii-ecleurs  an  j)oinl  O  soiil  nuls.  On  a  donc 


^0=   1. 

A-;'=0, 

v'"  — 

1 

"~R^  ' 

ro^o, 

30  =  ^, 

}  0     = 

ÎV  . 

Zu  =  0, 

4  =  0, 

1 

Par  conséquent, 

\)  X  =  S T^.S-'  +  '- 

• .     Y  ^ 

IV      . 

^  

6RT 

l'armi  les  conséquences  de  ces  foi'inules,  nons  in(li(pierons 
seulement  la  suivante  :  llic  courJ)C  trm'crst'  chacun  de  ses 
plans  oscnlalcnrs  en  son  point  de  eonlacl. 

En  elï'et,  sauf  le  cas  de  R  ou  T  inlini,  la  dernière  é([ualion 
montre  z  change  de  signe  avec  .s.  A  l'origine,  le  plan  oscula- 
teur  est  celui  des  xy  ;  la  courbe  passe  donc  d'un  côlé  à  l'autre 
de  son  plan  osculatenr.  i.c  [Joint  M  se  niouvaul  sur  la  conrhe 
dans  le  sens  des  arcs  croissants,  passe,  |)ar  ia|)porl  au  |)laii 
oscillateur,  du  côté  de  la  binoi-male  si  T  est  négalil,  y\\\  vùlr 
opposé  si  T  est  positif. 

240.  Hélice  circulaire.  —  (",(.'lle  conrhc  cnI  ({(''crile  j)ar  un 
point  M  (pii  se  meut  nniCorinéinent  sur  nnc  dioile,  hupn'Ue 
Ion  nif  cllc-nM'Mue  d'un  judiix cnicnl  unilomn-  anionrd'un  axe 
qni  Ini  est  parallèle.  L'IuMice  est  donc  tracée  sur  un  cxlindiT 
de  révolution.  Soient  ;•  le  rayon  de  la  section  droite  du  cylin- 
dre et  k  une  constante.  Si  l'on   preinl  l'axe  tlu  cyliiulre  pour 
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axes  des  r-  et  si  l'on  fait  passer  l'axe  des  y  par  un  point  de  la 
courbe,  les  équations  de  l'hélice  circulaire  sont  : 

a;  =  /•  sin  t,         y  =  r  cos  t,         z-  =  kt, 

Nous  compterons  les  arcs  dans  le  sens  où  t  croit,  de  sorte 
que  nous  aurons,  h  désip^nant  une  constante  positive, 


=  \x'-  +  y""  -\-  z''=  \  r-  +  k'  -  h. 
s'   ~    h'        ''  /i  '  '         h 


R  s'  /i- 


A   =    R  -y    =   —  — , 

S  r 


X  y 


0. 


/' 


A  =  ky,       B  =  —  /c-v,       C  -  —  /•-,         j  A'-  +  B^  +  C'  =  hr. 
V  _  ^y  V  -       ^-^"  7  -       '' 

1   _   X^  _    fc 
T         ):?~lï^* 

Donc  :  1"  La  conrhure  et  la  torsion  sont  constantes  ;  2"  la 
tangente,  la  Jnnonnale  et  la  normale  principale  font  des 
angles  constants  orcc  OZ  (le  dernier  étant  droit)  ;  3'  la  tor- 
sion a  le  signe  de  k. 

Avec  notre  convention  sur  le  sens  de  rotation  des  axes 
coordonnés,  les  spires,  vues  de  l'extérieur  du  cylindre  supposé 
vertical,  paraissent  monter  de  gauche  à  droite  si  k  est  posi- 
tif (dextrorsum),  et  de  droite  à  gauche  si  k  est^  négatif  (sinis- 
trorsum). 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  M,  sont  (n"  230)  ; 

,>o  y-  (kV  (k\- 

.x,==.v  +  R-^=-.v(-j,       v,  =  -r[-),      ..  =  .. 

Donc  le  lien  du  centre  de  conrhnre  est  une  nou^'cllc  hélice 
circulaire.  Le  centre  de  courijure  au  jxunt  M,  de  cette  nouvelle 
hélice  est  au  point  M.  Les  deux  hélices  décrites  par  M  et  M, 
sont  réciproques  au  point  de  vue  de  la  courbure  :  chacuiu' 

19 
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d'elles  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'autre.  C'est 
d'ailleurs  une  propriété  générale  des  courbes  à  courbure  con- 
stante (n"  245). 

Réciproquement,  tonte  coiirhc  qui  a  .ses  deux  conrhiires 
constantes  est  une  hélice  circulaire  (Liouville).  Ce  théorème 
sera  démontré  au  n"  242. 

241.  Hélice  quelconque.  —  Une  droite  AB  qui  reste  paral- 
lèle à  OZ  et  dont  le  })oint  A  décrit  une  courbe  PQ  dans  le 
plan  xy,  engendre  une  surface  cylin(lri(|ue.  Supijosons  que  le 
point  M  se  déplace  avec  une  vitesse  constante  sur  la  droite  AB 
pendant  que  le  point  A  se  déplace  avec  une  vitesse  constante 
sur  la  courbe  PQ  ;  le  point  M  décrit  sui-  la  surface  du  cylindre 
une  courbe  appelée  hélice.  Soit  7  l'arc  de  la  courbe  PQ  (sec- 
tion droite  du  cylindre)  ;  les  équations  de  l'hélice  sont  de  la 
forme  {k  constant) 

Prenons  t  comme  variable  indépendante  :  nous  avons 

Donc  :  {"Tare  s  de  l'hélice  est  proportionnel  à  l'arc  -j  de 
la  section  droite  du  cylindre.  Il  vient  alors 

Donc  :  2"  la  tangente  à  riiélice  fait  nu  angle  constant  a^'cc 
la  génératrice  du  cylindre  ;  ^^  la  normale  principale  à  l'hélice 
est  normale  an  cylindre.  11  vient  ensuite 


1    _  a'2  -h  fi'2  -f  y'2  _    ar-  +  ^i 


rjio 


R2  s'*  1  4   k^ 

Mais  a'^  +  [ii"  est  le  can-é  de  la  couihuit^  (]o  la  section  droite 
du  cylindre,  donc  :  I"  les  rayons  de  conrlnwc  anx  (xants  c(tr- 
respon<l<inls  de  lliélicc  cl  de  la  section  droite  sont  pritiutrtiim- 
nels.  Vax  paiticiilier  si  riu'lice  csl  à  courbure  conslanle,  la 
section  droite  l'est  aussi  cl  (lc\icnl  uu  cci'clc  (n'  211),  donc  : 
r>"  t<uilc  hélice  à  conrhiirc  conslanle  csl  circidairc. 
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On  tire  maintenant  des  deux  premiers  groupes  de  formules 
lie  Frenet 

(24)      llcH—TdX^O,     Rf/.'b  — TrfY-0,     mt—TdZ^O. 

La  dernière  équation  montre  que  d'A  s'annule  avec  f/y,  donc 
Z  est  constant  et  :  6"  la  hinormale  à  riiélice  fait  an  angle 
constant  a^'ec  la  génératrice  du  cydindre.  Entin  la  flernière 
formule  de  Frenet  devient  mainteubuit  (v  étant  nul) 

et  comme  y  et  Z  sont  constants,  nous  voyons  que  :  7"  les 
rayons  de  courJmve  et  de  torsion  de  riiélice  sont  dans  un 
rapport  constant. 

Ces  diverses  propositions  admettent  des  réciproques.  C'est 
ce  que  nous  allons  montrer. 

242.  Conditions  sous  lesquelles  une  courbe  est  une  hélice. 
—  1"  Toute  courbe  dont  la  tangente  fait  un  angle  constant 
avec  une  droite  fixe  OZ,  est  une  hélice. 

En  elïet,  prenons  s  pour  variable  indépendante,  on  a  z'  =  y 
(constant),  donc  en  faisant  passer  le  plan  des  xy  par  l'origine 
lies  arcs,  z  =  ".s.  On  a  ensuite 


1  ^  x"  +  y'-  +  y-  -  i'-'  +  y-,         d'où         i' =  \  1  —  y-, 
et  en  comptant  l'arc  7  de  la  section  droite  à  partir  dw  point 
qui  correspond  à  l'origine  de  l'arc  .s,  on  a  7  =  j  1  —  y- .s.  Donc, 
en  exprimant  .v,  y  et  z  en  fonction  de  7,  on  a  les  équations 
d'une  hélice  : 

^  =  'f(7)»       y  =  'M')'        -'  =  ./|  _!_  ..2  '• 

2"  Toute  courbe  dont  la  normale  i>rincipale  est  perpendicu- 
laire à  une  droite  fixe  OZ  ;  toute  courlte  dont  la  Itinorinale 
f(di  un  angle  constant  avec  OZ,  est  une  hélice. 

Ces  pro[)ositions  se  ramènent  resiiectivement  à  la  précédente 
par  l'une  des  formules  : 

rfy^^rfs,         Hf/y  =  TdZ-0, 
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(|ui  molliront  que  (h'  s'aiiiiiilc  soil  avec  v,  soif  avec  f/Z,  auquel 
cas  y  est  constant. 

3°  Tonte  cniirJje  dont  les  denx  eonrlinres  sont  dons  nn  rap- 
port constant  est  une  hélice. 

Posons,  en  efl'et, 

T  T  T 

a,  h,  c  seront  constants,  car  leurs  dilTéroutiellés  seuil  nulles 
en  vertu  des  équations  (20)  et  (21).  Additionnons  les  trois 
éf|uations  ci-dessus  respectivement  mullipliées  par  a,  [j,  y, 
il  vient 

ay.  +  /j.3  +  cy  -  1. 

Cette  équation  exprime  que  la  tangente  fait  un  angle  con- 
stant avec  uiK^  droite  de  coefïicienls  directeui's  a,  h,  c,  ce  qui 
ramène  au  cas  1°. 

4"  Tonte  convhe  dont  les  denx  courbures  sont  constantes 
est  une  lu'lice  circulaire. 

Ku  efl'et,  c'est  une  hélice  en  verlu  de  la  jiroposition  précé- 
dente et,  comme  elle  esl  à  couibure  constanfe,  elle  est  circu- 
laire (n"  241,  5°). 

243.  Courbes  de  Bertrand.  —  Les  coui'ix's  de  Bertrand 
sont  celles  dont  les  deux  courbures  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et,  comme  cas  particulier,  celles  dont  la  courbui'e  esl 
constante.  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  encore  les  délinir 
comme  éhiiil  celles  dont  la  iiornialc  jiriiicipali'  est  aussi  la 
normale  i)rincipale  d'une  autre  courbe. 

Cherchons  d'abord  sous  qu(4Ies  conditions  la  normah»  prin- 
cipale à  uiu*  courlx^  gauche  sera  en  luènu^  lemjis  la  normale 
principale  d'une  aulri'  coiirlH».  Désignons  |)ar  (M)  d  (M,)  ces 
deux  courbes  conjuguées.  Nous  les  supposerons  décrites  res- 
peclivenient  iiar  les  deux  points  M  (.v,  y,  z)  et  M,  (.v,,  \-,,  r-,) 
situés  sur  la  normale  principale  commune  et  se  mouvaiil  tt)ns 
deux  dans  le  sens  des  arcs  croissants.  Nous  désignerons  par  / 
la  distance^  MM,  coini^léc  posilivciiieiil  dans  \e  sens  (X,  >',  /) 
de  la  biiiormale  à  (M),  par  (a,  ,j,  y)  les  cosinus  direcleurs  de  la 


FORMULES  DE  FREXET  293 

tangente  MT,  par  (),,  ;j.,  v)  ceux  de  la  normale  principale  à  (M) 
et  nous  alï'ecterons  de  l'indice  1  les  quantités  analogues  pour 
la  courbe  (M^).  Soit  'l  l'angle  de  la  tangente  M,Tj  avec  MT, 
compté  positivement  du  côté  de  la  binormale  MB.  Nous  avons 
les  relations 

l-  =  (.V  —  x,y  +  iy—  y,)-  +  (-  — r.,)-,     cos  6  =  aa,  +  .3.3^  +  yy^. 

Difïerentions  ;  il  vient  (S  étant  un  signe  de  sommation) 

cl.l-  =  2S  (.V  —  X,)  dx  —  2S  (.V  —  X,)  dx,  =  0, 

d  cos  <l  =  Sac/aj  +  Sa^f/a  =  0  ; 

en  effet,  ces  quatre  sommes  S  sont  nulles  :  les  deux  premières, 
parce  que  les  points  M  et  Mi  se  déplacent  normalement  à  l  ; 
les  deux  dernières,  parce  que  da,..,  et  dy.^,,..  sont  des  coeffi- 
cients de  direction  de  la  normale  principale  commune.  Il  s'en- 
suit que  l  et  6  sont  des  constantes,  et  les  deux  trièdres  princi- 
paux relatifs  aux  deux  courbes  sont  invariablement  liés 
entre  eux. 

Dérivons  par  rapport  à  s,  et  pour  l  constant,  les  relations 

x,  =  X  +  a/,  3-,  =  y  +  yly  3,  +  3  +  d  ; 

il  vient,  par  les  formules  de  Frenet  (11,  T  se  rapportant  à  M), 

Multiplions  par  a,  ,j,  y  et  ajoutons,  puis  par  X,  Y,  Z  el  ajou- 
tons ;  il  vient  (en  tenant  compte  du  sens  de  -!/) 

(2)  _^eos6^1--,  _^sm6^-^; 

d'où 


1     _      1  COt']> 


Donc  les  deux  eonrljiires  de  la  eoiirhe  (M)  sont  liées  [hiv  une 
reUilLon  linéaire  et  cette  courbe  est  une  courbe  de  lierlrand. 

Réciproquement,  si  les  deux  courbures  d'une  courbe  (M) 
sont  liées  par  une  relation  linéaire  telle  que 

(-1)  4:  +  ^^^'     ^^^' 
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cette  courbe  eut  conjni(iiée  à  une  autre  courbe  (M,)  ayant  la 
incine  normale  princijKiU',  dont  les  itoints  ^l^  s'ojjtiennent  en 
portant,  en  grandeur  et  signe,  MMj  =  L  sur  la  normale  prin- 
cipale à  (M). 

Eu  en'c't,  l  élaiit  constant,  on  peut  écrire  les  relations  (l),  d'où 
l'on  tire,  en  multipliant  par  a,  ;j.,  v  et  ajoulajit,  i^)>a,  =  0,  ce  ([ui 
montre  tjue  MM,  est  normal  à  la  courbe  (M,).  Ou  en  tire, 
comme  i)lus  liaul,  les  relations  (2)  et  (3)  et,  par  comparaison 
avec  (4),  cot  'l  =  —  /':  /.  Donc  'l  est  constant  ;  et  il  vient,  à 
cause  de  i^Aa,  =  0, 

0  =  J  cos  'l  =  dSrxrj.^  =  -^  Sa  A,, 

du 
0  ^  cl  sin  'l  =  ^/SXa,  -  — i  SXa„ 

où  A,,  u,,  V,  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  princi- 
pale à  la  courbe  (M,).  On  voit  que  celle-ci  est  lujrmale  aux 
directions  a,...  et  X,...  et,  par  conséquent,  coïncide  avec  MM,. 

Rejuarrfues.  —  Les  formules  (2)  montrent  que,  si  •!>  était 
nul,  la  torsion  le  serait  aussi  et  la  courbe  (M)  serait  jjlane. 
Nous  excluons  ce  cas.  Mais  6  peut  être  é^al  j-  -  :  2.  Dans  ce 
cas  particulier,  cos  'l  —  0,  la  torsion  tlisjiarait  de  la  ri'lalion  (;i) 
et  la  courbe  (M)  est  à  courbure  constante.  Nous  reviendrons 
sur  ce  cas  particulier  au  n"  2  15. 

Une  coni'be  gauche  dont  la  normale  princii)ale  est  comninnc 
à  deux  auli-es  courbes,  est  une  liélice circulaire,  et  cette  normale 
est  alors  commune  à  une  inliiiilc'  d'antres  courbes.  Kn  ell'et, 
U  et  T,  étant  liés  pai-  deux  relations  linéaires  distinctes,  sont 
conslaids,  auquel  cas  la  courbe  esl  une  hélice  circulaire 
(n"  212,  1").  D'autre  pari,  on  i)eul  prendre  /  arbili'airement 
dans  (1),  donc  le  segment  MM,  est  ilc  longueur  arbilraire. 
Toutes  les  hélices  décrites  pai*  M,  i)our  les  di\ers  choix  (h-  / 
sont  tracées  sur  des  cylindi-es  concenlri(|ues. 

244.  Autres  propriétés  des  courbes  de  Bertrand.  —  (lon- 
veiu)ns  encore  ilc  désigner  avec  un  indice  h's  ('h'nu'ids  relatifs 
à  la  courbe  (M,)  conjugui'e  de  (M).  Si  les  noiniales  principales 
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sont  de  niême  sens  pour  les  deux  courbes,  les  sens  positifs 
sont  renversés  pour  Z,  et  '!/,,  tandis  qu'ils  ne  le  sont  pas  si  les 
normales  sont  de  sens  contraires.  Soit  donc  z  l'unité  positive 
dans  le  preiuier  cas,  et  négative  dans  le  second  ;  on  peut 
toujours  écrire 

(5)  A,  =  £A,  h=  —  d,  ^,  =  —  4. 

Ecrivons  les  équations  analogues  à  (2)  pour  (M,),  à  savoir 

(b)         _cos4,  =  l-^^,         _.„„i.,  =  -^ 

et  multiplions  membre  à  membre  les  secondes  équations  (2) 
et  (6)  ;  il  vient,  par  (5), 

Donc  :  1°  Les  torsions  des  deux  courbes  (M)  et  (M,)  sont  de 
même  signe  aux  points  correspondants  et  leur  produit  est 
constant. 

Désignons  par  Z  et  Z,  les  centres  de  courbure  des  deux 
courbes  (M)  et  (M,)  en  deux  points  correspondants;  les  pre- 
mières des  équations  (2)  et  (6)  donnent  respectivement 

ds,         ,        MZ,  ds  ,  M,Z 


ds  ^"-^  ^  "  MZ       ds,  ^"^  '  '  "  m;z;  ' 

et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

MZ.       M,Z, 

^""^=    M^  '-    M^- 

Donc   :   2°  Le  rapport  anharmonique   des    quatre   points 
M,  M,,  Z,  Z,  est  constant. 

Dérivons  encore  par  rapport  à  s  la  relation 

aj  =  a  cos  d^  -|-  X  sin  '}  ; 
il  vient 

A,    ds,  '/.           ,         A 

H,   «s  R          '         1 


-rr-  cos  6  +  ^^  sin  >l. 


Multiplions  par  ds,  :  ds  ;  il  vient,  par  (2), 


R,  \ds 


R  \  R^  "^  T- 
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Donc  :  3"  Les  normales  principales  anx  points  correspon- 
dants des  deux  coni'hes  conjuguées  sont  de  même  sens  ou  de 
sens  contraires  selon  que  l'expression 

est  positi^'e  ou  négatii'e 

245.  Courbes  à  courbure  constante.  —  Dans  ce  cas  parti- 
culier tics  courbes  de  Berl ranci,  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

^-- 

Donc  l  =  R,  ce  (pii  montre  que  le  point  M,  est  le  centre  (h» 

courbure  de  la  courbe  (M)  au  point  M.  Alors  les  équations  (I) 

se  réduisent  à 

^1  _   Hi  _   ïi  _        R    ds    _       ^ 
X        Y        Z  T    ds, 

où  s.  est  l'unité  du  sip^ne  de  T.  Donc  la  tangente  à  (M,)  est 
parallèle  à  la  normale  en  M,  et  elle  est  de  sens  contraire  ou  de 
même  sens  selon  que  T  est  positif  ou  négatif. 

DilTérentions  la  relation  a,  =  —  sX  ;  il  vient  <//,  =  —  î(/X 
et,   par  les  formules  de  Frenet, 

Ajds,  _  uls  .        A,  _  R,  ds   _        .,  Rj 

"r7  ^  ~  '  ^^'       ^  '   T   7/^  '    R~" 

On  a,  par  consé<pienl, 

À         ;ji.  V,  R 

Donc  les  normales  [)riii(ipales  en  M  et  M,  st)iil  de  sens  con- 
traires et  les  rayons  tle  courbure  sont  é^aux  :  chacune  des 
deux  courbes  conjuguées  est  le  lieu  du  centre  de  courbure  de 
l'autre. 

Revenons  encore  à  l'écpialion,  écrite  ci-dessus, 

T    ■    ds,       ^' 

et  iniiltiplions-la  membre  à  membre  avec  celle  qui  s'en  déduit 
en  peiinutaut  les  deux  courbes  ;  il  vient  R-  =^  Yi\. 
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Donc  la  coiirhnre  commune  est  Ui  moyenne  géométrique 
des  torsions  des  deux  courbes. 

EXERCICES 

1.  Appliquer  les  formules  oénérales  à  la  courlie 

y  =  .v-  :2  a,  c  =  x'  :  G  a-. 

R.  Eu  clioislssant  couveuableinent  lo  sens  tles  arcs,  on  a 

ds       a  -\-  y 
dx  ~^      a 

Ensuite  (e  désiq-nanl  l'unité  du  même  signe  que  a) 

"       -^'      y      «  +  V  '  /    X  =  sy,  Y  =  —  £|ii,  Z  =  sa. 

—  T==£R  =  (a  +yy-:a. 

2.  Même  question  pour  la  courbe 

3'  =  .v'  :  3  a-,         :■  =  a-  :  2  x. 

K.  Un  a,  en  choisissant  convenablement  le  sens  des  arcs, 

ds  _2x*  +  a* 
dx  2  a'-x- 

Ensuite  (s  désignant  runité  du  même  signe  que  y) 

^-      _   i^ T_         1  .S    "''■  =  —  '(.'^  +  7)'      y=-^y     v  =  sa; 


2«'^x--       2.V'  a*       2x^+a*     (    X  =  zj.,  Y  =-£-;',     Z  =  3,''j, 

(2  X*  4-  a*)- 

T  —  eH  =  — 5 — j-^ • 

8  a^.v* 

3.  Calculer  les  dérivées  des  coordonnées  .v,,  A",,  z•^  du  centre  de  cour- 
bure M,  d'une  courbe  gauche  et  celle  de  l'arc  S;  décrit  par  ce  point. 

R.  Un  dérive  les  relations  Xj  —  x  =  R/,,...  et  l'on  tient  compte  des  for- 
mules de  Erenet.  On  trouve 

x\  =  aR'-  X  ~  s',       y\  =  ;j.R'-  Y  ^  s',        :;'.  =  vR'-  Z  ^  s', 

/.,  R- 

s[-  -  R'-^  +  ^,  s'"-. 

4.  Coiu'hes  Hj)liL'rit[iics.  —  Un  appelle  ainsi  les  courbes  tracées  sur  une 
sphère.  L'origine  étant  au  centre,  on  a 

X-  +  y-  +  i-  =  p2  =  const. 

En  dérivant  par  rappml  à  s  et  en  se  servant  des  formules  de  Erenet, 
on  en  déduit,  de  proche  en  proche, 

ax  =  ,3v  -h  yc  =  (I,         )_v  +  <jy  +  vs  =  —  R,  Xx  +  Yy  +  Zz  =  R'T 

d'où 

X  =  —  aR  +  XTR',        y  =  —  'J.n  +  YTR',  2  =-  —  vR  -|-  ZTR'. 
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Soit  6  l'auglo  (io  la  norinalo  pi-incipalo  on  M  avec  la  normale  inté- 
rieure à  la  sphère,  du  conclul,  sans  peine,  des  formules  précédentes  : 
1'^  ([ue  l'on  a,  les  dérivées  étant  toujours  pris(\s  pai"  rap[>(>it  à  l'arc. 

H  =  s  cos  6,  U-  +  (TR')"  =  ;^  1  :  T=  ±  h'  : 

2"  que  toute  courhe  spliéri<jue  à  courbure  constante  est  plane  et  (jn'elle 
est,  par  conséquent,  un  cercle  de  la  sphère. 

5.  Soit  s  ^^  MM'  un  arc  iiilininii-nl  p<'l  it  d'une  ((tuiltei^anciie.  Dt- montrer 
que  :  la  ilistance  o  du  poiid  M'  au  plan  osculateur  m  M.  la  plus  courte 
dislance  o' des  lan^'<'ntes  en  M  cl  m  M',  la  dilléience  t  entre  l'arc  .s  et 
sa  corde,  ont  respt^clixeun'ut  pour  expressions,  aux  inliniMicnt  petits 
près  du  4*=  ordre  : 


0  =  ,7 


s- 


6RT  12RT  24  R- 

R.  Ce  sont  des  conséquences  faciles  à  tirer  des  foi  mules  (23)  données 
au  n"  23!t,  et  il  eu  est  de  même  de  la  proposition  formulée  dans  l'exercice 
suivant  : 

(j.  Soit  s  =  MM'  un  arc  inlinimenl  petit  d'une  courbe  j^auche.  Démon- 
trer (|ue  la  distance  du  point  M'  à  la  tanj^'cnte  MT  a  poui-  valeui'  s-  :  2R, 
aux  iulininu'ut  petits  près  du  troisième  ordre. 


CHAPITRE   IX 

Calcul  des  aires,  des  arcs  et  des  volumes. 

Évaluation 
approchée  des  intégrales  définies 


§    1.  Quadrature    des    aires    planes. 
Intégrales  curvilignes 

246.  Quadrature  des  aires  planes  (coordonnées  carté- 
siennes). —  Suit  f{x)  une  fonction  continuo  dans  l'inlervalle 
(«,  h)  {a<^h).  Considérons  la  couibc  plane  qui  a  pour  équation 

y  =  n>^), 

par  rapport  à  deux  axes  OX  el  OY  se  coupant  sous  un  ang-le  ),. 
Proposons-nous  d'évaluer  l'aire  comprire  enli-e  la  courbe, 
l'axe  des  x  et  les  deux  droites  x  =  a  et  x  =  h. 

Supposons,  pour  commencer,  que  la  l'onction  f{x)  soit  con- 
stamment positive  dans  l'intervalle  (a,  1)).  Alors  le  problème  à 
résoudre  est  celui  que  nous  a\  ons  déjà  examiné  au  n"  174, 
mais  en  axes  rectangulaires.  La  solution  est  analogue  pour 
des  axes  quelconques.  Décomposons  l'aire  en  segments  par 
des  parallèles  à  l'axe  des  y  d'abscisses  successives  a:,  =  a, 
X.,,  x.,...  a:,,...  a:„_|  1  =  7i  et  soient,  en  général,  M/  et  /n,  les 
bornes  supérieure  et  inférieure  de  f'(x)  dans  l'intervalle 
(.V/,  Xii\)  d'amplitude  o,-.  L'aire  du  segment  de  base  O/ est 
intermédiaire  entre  celles  des  deux  pai-allélogrammes  de 
même  base  o,,  l'un  inscrit  dans  le  segment  et  l'autre  circons- 
crit. Ces  parallélogrammes  ont  respectivement  pour  mesures 
iiiiZi  sin  "/.  et  M,o,  sin  "/..  L'aire  S  à  évaluer  sera  comprise  entre 
les  deux  sommes  : 

"  " 

sin  /.  i;  niiOi  et  sin  "/.  H  M^Oj. 

1  1 
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Elle  a  donc  pour  valeui'  la  liinik;  conimune  de  ces  deux 
sommes  quand  tous  les  o,  lendenl  vers  zéro,  à  savoir,  par 
détinitiou,  l'intégrale  définie  (n"  171) 

-    ['' 

(1)  S  =  sin  A  \    f{x)  dx. 

J  a 

Si  l'on  suppose  mainlenanl  que  la  fonclion  f{x)  soit  con- 
stamment négative  dans  l'inlervalle  {a,  h),  le  raisonnement 
précédent  subsiste,  sauf  que  toutes  les  sommes  considérées 
sont  négatives,  el  la  formule  (!)  donne  pour  S  une  valeur 
négative.  Les  aires  calculées  par  cette  formule  sont  donc  posi- 
tives quand  la  courbe  est  située  au-dessus  de  l'axe  des  x,  et 
négatives  (piand  la  courbe  est  située  au-dessous  (a  étant  <^  7j). 

Enlin,  si  la  courbe  ti-averse  une  ou  plusicuis  fois  l'axe  OX, 
la  formule  fournil  seulement  la  dilTérence  entre  les  aires 
situées  de  pari  el  d'autre  de  cet  axe.  Dans  ce  cas,  si  l'on  veut 
calculer  l'aire  totale,  il  faut  évaluei-  séparément  les  aires 
positives  et  les  aires  négatives  et  faire  la  somme  de  leurs 
valeurs  absolues. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  sin  a  =  1  et  la  for- 
mule se  simplifie  : 

(2)  S=  ["f{x)dx  =  \"y(lx. 

j  (i  j  (I 

Les  formules  précédentes  permettent  aussi  d'évaluei-  l'aire 
comprise  entre  deux  courbes.  Supposons  cpu'  ces  courbes 
aient  pour  é(piations  : 

et  t^ue  l'on  ait  constamment  f\(x)  <^  A(-v).  L'aire  S  conqtrise 
entre  les  deux  louibesct  les  deux  drcùtes  a:  =  a  et  .v  =  /),  sera 
la  dinV'icnce  alg(''bri(|ii('  cntic  les  deux  aires  S.,  et  S,  com- 
prises entre  ces  deux  droites  cl  l'axe  de  .v,  mais  liinil(''»'s 
respectivement  à  cliaciine  des  deux  i-oiirbcs.  ()ii  a  donc 
S  =  S„  —  S,;  la  formule  (1)  s'applitpie  au  cakul  de  S.,  i-t  de  S, 
et  il  vient 

(3)  S  =  siu  Ar|/-,(.v)-/'.(.v)|J.v. 

J  II 

La  formule    (:})  s'emploie  poui'  ealciilrr  l'aire  d'iiiie  courbe 
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fermée  qui  n'est  rcncoiilrée  qu'en  deux  points  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  y.  Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  fournit 
pour  y  les  deux  valeurs  ifiC-v)  et  f^{x)  que  l'on  doit  substituer 
dans  la  formule,  et  l'on  prend  pour  a  et  h  les  valeurs  extrêmes 
de  a;  sur  la  courbe. 

247.  Applications  (coordonnées  cartésiennes).  —  I.  Para- 
bole. —  La  parabole,  rapportée  à  un  diamètre  OX  et  à  la 
tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre,  a  pour  équation 
y^  =  2  px,  d'où 

fix)  =  \/2J)  1  X. 

L'aire  comprise,  au-dessus  de  l'axe  OX,  entre  cet  axe,  la 
courbe  et  la  corde  d'abscisse  .v,  sera  donc,  en  appelant  a  l'an- 
gle du  diamètre  avec  la  tangente, 

S  =  \f2p  sin  A  \    1  X  dx  =  \  2p  sin  a—  .X2  =  —  xy  sin  )., 
J  0  3  3 

Cette  aire  vaut  les  deux  tiers  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  côtés  rectilignes,  de  longueurs  x  et  y,  de  l'aire 
considérée.  La  même  relation  existe  entre  les  aires  analogues 
au-dessous  de  l'axe  OX.  Donc  le  segment  détaché  de  la  para- 
bole par  une  corde  quelconque  est  égal  aux  deux  tiers  du 
parallélogramme  construit  sur  sa  corde  et  sur  sa  flèche  (por- 
tion du  diamètre  conjugué  intérieure  au  segment). 

IL  Cercle.  —  L'équation  d'un  cercle  en  coordonnées  rec- 
tangulaires est 


1/9  O 

a^  —  X-. 


Le  segment  situé  au-dessus  du  diamètre  OX  entre  le  dia- 
mètre a;  =  0  et  la  corde  x  =  .v,  a  pour  valeur  (n"  142) 


8  -  r^/x  1  «2  —  X-  ^  ^\/a^  —  X'+  c 
j  0  2 


X 

arc  sin  — 
a 


Si  X  =  a,  on  obtient  l'aire,  -a"  :  1,  du  rpiarl  de  cercle.  Donc 
l'aire  du  cercle  entier  est  -a'. 

lll.  1]li,if»sk.  L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  sou  éijua- 
tion  se  ramène  à  la  forme 

h  .r-. . 


y^-fji^ 
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Fi«'.  8 


Le  segment  situé  au-dessus  de  l'axe  OX  entre  l'axe  x  —  0  el 
la  corde  x  ^-  x,  s'ohiient  en  multipliaiil  par  ]>  :  a  l'aire  (jue 
nous  venons  d'oblenir  pour  le  cercle.  L'aire  de  l'ellipse  entière 
sera  r.ah. 

W .  Hvi'EUHOLi:.  L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses 
axes  est 

y  =  —  \'x-  —  a% 

L'aire  S  comprise  (fig.  S;  entre  l'arc   AM  de  la  courbe,  l'axe 
horizontal  ()\  et   la  verticale  MPd'abs- 
^yi  cisse  a;(a;  ^  d)  a  pour  valeur 

^^^'ydxvx^^^^, 

Calculons  d'aboi'd  l'intégrale  indéliuic 
Une  intégration  par  parties  donne 

f  f     x'^  dx 

Ç./.vlV-.v'-.vl'.v'-a'-Jj^^f=^r 

Si  l'on  remplace  x-ilx  i)ai"  {x"-  —  (r)  dx  +  (i'dx,  la  dernière 
intégrale  se  décompose  en  deux  autres,  dont  celle  du  jncniier 
membre.  On  en  conclut 

(■  / f       ^^^ 

2  yix  \/x^  —  a'=-x  \x-  —  a—  a'  J  p^f^f^' 

\  dx  I  x"^  —  a-  -^  \^   |Ax-  —  a- .-  Log  (.v  +  [  .v-  —  ir)  ■ 

De  là  résulte  facilement  la  valeur  de  S  : 

It                      .        (ih  ,         X  +  I  -X*  —  a* 
^^^27^-^'  ■^"  -  ""  -  '2    '"« a 

el,  en  se  ser\ant  de  rcMpialiou  de  la  courbe, 


S  ^ 


xy 
2 


.V 


(il)  , 
'À  \  (i 


h 


Le  premier  ternie  de  S  nu  "SU  i-e  l'aire  du  triaii;;le  n|»M  (lig.  S). 
|)»MH'  le  second  lenne,  pris  en  a  aleiir  absolue,  mesure  l'aire  du 
secteur  O AM  (secteur  Iixperbolique). 
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Si  l'hyperbole  est  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équation 
est  xy  =  k'.  L'aire  compiise  entre  la  courbe,  l'asymptote  OX 
et  deux  parallèles  à  l'autre  asymptote  d'abscisses  .x„  et  x,  a 
pour  mesure  ("a  étant  l'angle  des  asymptotes) 


sin  A 


k- 


dx  ^  k-  sin  A  Log 


X 


C'est  cette  propriété  des  logarithmes  népériens  qui  leur  a 
fait  donner  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 

On  remarquera  que  l'aire  S  augmente  indéfiniment  quand  x 
tend  vers  l'infini,  ou  quand  x„  tend  vers  0.  La  portion  du  plan 
comprise  entre  une  branche  de  la  courbe  et  ses  asymptotes  a 
donc  une  aire  infinie. 

IV.  Cycloide.  —  Si  l'on  prend  pour  variable  d'intégration 
l'angle  t  (n"  195),  on  a 

ydx  =  a-{l  —  cos  t)-  dt. 

L'aire  S  de  la  cycloide  comptée  depuis  l'origine  on  t  =  0 
jusqu'à  l'ordonnée  qui  répond  à  l'angle  /,  a  pour  mesure 


S  =  «M  (1 


, ,   ,           ,  /3f        ,    .     .       sin  t  cos  t 
cos  ty-  dt  --  a-  [-^ 2  sin  t  -\ 


Retranchons  cette  aire  OMI*  (fig.  H)  de  celle  de   rectangle 
OPFG  qui  a  paur  valeur  2ax  ou  bien 
2«^  {t — sin  f),    le    reste,    c'est-à-dire 
l'aire  OMFG,  sera  égal  à 


f<' 


sin  t  cos  t), 


Y 

Q  F         B 

1 

A 

V 

\ 

c 

l 

' 

<                   n 

Fii 


ce  qui   est  précisément  l'aire  du  seg- 
ment AMO  (h'terminé,  dans  le  cercle  générateur,  par  la  perpen- 
diculaire MO  sur  le  diamètre  AB.  On  a  donc 

surf.  OMFG  -  surf.  AMQ. 

A  l'extrémité  de  l'arcade,  <  =  2-  et  S  -  3  7:rt'.  Donc  Vaire 
totale  entre  une  arcade  de  cycloide  et  sa  hase  est  triple  de 
l'aire  du  cercle  générateur. 
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248.  Quadrature  des  secteurs  (coordonnées  polaires).  — 
Considérons  rrijiiation  d'une  courl)o  i)laiic  eu  coortloiinôos 
polaires  : 

où  /"(O)  esl  une  fonclion  continue  entre  0,  et  (-)  (0;  <C  H).  Pro- 
posons-nous d'évaluer  l'aire  du  secteur  compris  entre  un  arc 
de  la  courbe  et  les  deux  rayons  vecteurs  d'inclinaisons  0, 
et  H.  Pour  cela,  décomposons  cette  aire  en  secteurs  élémen- 
taires i)ar  des  rayons  vecteurs  intermédiaires  d'inclinai- 
sons successives  Oj...  Oj...  8„,  et  soit  6„^_i  =  8.  L'aire  d'un 
secteur  quelcoiupie,  limité  par  deux  rayons  consécutifs  d'in- 
clinaisons 0,  et  ^h+if  est  comprise  entre  celles  de  deux  secteurs 
circulaires  de  mémo  ouverture  0i-\i  —  '^i)>  m^i»'^  ayant  rcspec- 
tivejiient  pour  rayons  le  minime  rrii  et  le  maxime  M,  de  /"(O) 
dans  l'intervalle  (0,,  0,  |  i).  Ces  deux  secteurs  circulaires  ont  res- 
pectivement ]iour  mesures        mj  (0,4  i  —  0,)  et  — -  Mr(0t4-i  —  0,). 

Donc  le  secteur  entier  de  la  courbe  sera  compris  entre  les  deux 
sommes  : 

4-  ^  mr(0„,-0,),        ~  s  M7(0,,,-0,). 

Si  l'on  multiplie  indéliniment  le  nombre  des  secteurs  élé- 
mentaires, de  manière  à  faire  tendre  vers  zéro  toutes  leurs 
ouvertures  (0,  ,  i — 0,),  ces  deux  sommes  tendent  vers  une 
limite  commune,  (|ui  sera  la  valeur  de  S.  Cette  limite  est  une 
intégrale  définie  ;  on  a  donc 

(4)  ^-^-^'^m-dh^  ]J\'\-dh. 

lÎEMAKon.  I.  —  On  |)('ul  a|)pli(|U(M-  la  forniuli'  (I)  à  d(^s 
courbes  (pii  <!('•(  rivent  |tlusieurs  spires  autour  du  pôle.  Dans 
ce  cas,  l'intervalle  d'inli-^ralion  peut  croître  au  delà  de  (piatre 
angles  droits,  et  la  l'orniul(>  représente  l'aire  tt)lale  balayée  ])ar 
le  ravon  vecteur  (|iiand  il  loiiriu'  dans  le  même  sens  de  0,  a  H. 
Doue,  quand  le  rayon  tourne  de  plus  d'un  tour,  les  aires 
(b'crites  et  (Aabu'es  par  la  loiinule  se  reeouvreni  l'um-  l'autre. 
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Remarque  II.  —  On  peut  transformer  la  formule  (4)  de 
manière  à  la  rendre  immédiatement  applical)le  au  cas  des 
coordonnées  cartésiennes.  On  a,  en  effet, 

Y 

r-dh  =-  (x-  +  V')  d   arc  to-^-  =  xdy —  ydx. 
"  X  »         - 

Supposons  .v  et  y  exprimés  en  fonction  d'une  variable  t, 
qui  varie  de  <j  à  /.,  quand  le  jioint  (.v,  y)  décrit  l'arc  limitant 
le  secteur,  et  prenons  t  comme  variable  d'inlégralion.  La  for- 
mule (4)  se  transforme  dans  la  suivante  : 

249.  Applications  (coordonnées  polaires).  —  I.  Spirale 
d'Archimède  :  /'  =  aH.  L'aire  S  depuis  l'origine  jusqu'au  rayon 
vecteur  r,  a  pour  mesure 

S  =  —  \   r-dh  =  — -  \    f|-rfO  = 


2   Jo  2    3o  6  6« 

Si  l'on  fait  0  =  2-,  on  obtient  l'aire  entourée  par  la  première 

spire,  a  savoir  —  -Vr. 

II.  Spirale  logarithmique  :  7-  =  ra""fi.  Cette  courbe  décrit  une 
inlinité  de  spires  autour  de  l'origine.  Cherchons  l'aire  du  sec- 
leur  S  compris  entre  un  arc  de  la  courlje  et  les  deux  rayons 
vecteurs  /',  et  R  d'inclinaisons  h^  et  8.  On  a 

H   .,...ft  ,,.         cr    ,  tt         .....fi.v       R-— /'f 


S  =  —-       e-'"^^  dh  =  - —  (e-'""  —  e-"''^i)  =  — ^ 
2   Je,  -Im  4 


m 


Si  l'on  fait  tendre  h^  vers  —  cv,  r,  tend  vers  zéro  et  S  vers 
R-:4/H.  On  obtient  ainsi  la  limite  de  la  somme  des  aires 
entourées  par  un  nombre»  ilMniilé  de  spires  qui  se  rapprochent 
indéliniment  du  pôle. 

III.  Lemniscate  ;  r^  —  a-cos2'i.  Cette  courlu'  se  compost-  de 
(h'ux  feuilles  symétriques.  L'aire  du  sccliMir  compris  entre 
l'axe  polaire  et  le  rayon  d'inehiiaison  h,  sera 


=    "    f   cos20r/0  -    "-'  s\n2<i, 
2    jo  4       . 


2(1 
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Si  l'on  fait  f|  =  7i  :  4,  on  ol)tient  l'aire  cr  :  1  d'uno  demi-fonille. 
L'aire  totale  de  la  courbe  est  (r. 

250.  Intégrales  curvilignes.  —  Considérons  un  arc  de 
courbe  plane  adnieltaiil  la  rei)résentation  paraniétri(iuc 

•^  -  ?(0,       y  =  'MO, 

où  X  et  y  sont  des  fonctions  continues  de  f,  et  supposons  f[ue 
le  point  X,  y  décrive  l'arc  L  quand  /  varie  d(>  /,  à  T.  Soient 
V{x,  y)  et  Q{x,  y)  deux  fonctions  conli nues  de  a"  l'I  y.  Décom- 
posons l'intervalle  t^'\^  par  les  points  consécntifs  /,,  /,,...  t„, 
t„^i^  T.  Soient  a;,,  yi  les  valeurs  de  x,  y  an  point  /,.  l-'ormons 
les  deux  sommes  (/  =  1,  2,...n) 

i:  V{Xi,  yi)  (.v,+ 1  —  A-,),         i:  U(A,,  ^•,)  (y, ,  ,  —  .v,), 

Quand  les  valeurs  successives  de  t  se  rapprochent  indélini- 
meut  les  unes  des  autres,  les  valeurs  de  x  et  celles  de  y  sont 
dans  le  même  cas,  et  les  deux  somnu's  précédentes  tendent 
généralement  vers  des  liniiles  déterminées.  On  représente 
respectivement  ces  limites  par 

{  P{x,y)(lx,        [   Q(x,y)(ly. 

}  1,  :  I. 

Ces  deux  expressions  v\  leui-  somme 

(    V<lx  -<    ndy 

.  I. 

sont  ce  cpie  l'on  apix'lk'  des  ink'iiralcs  (•;//'c;7/i;//('.s  clfrrtiu'cs 
stw  1(1  liiiiH'  L. 

Nons  nons  conicnicrons  ici  ({'('tablii'  leur  cxislcncr  dans 
l'hypotlicse  on  la  li;.;ne  L  se  décompose  imi  un  certain  nombre 
de  scf^menls  snr  cliacnn  descpu'Is  les  variations  de  a  cl  de  y 
ne  chaufji'ent  pas  i\o  sens  (piand  on  décrit  la  ligne.  Le  l'aison- 
nement  étant  analo;^nr  |)onr  la  seconde  somme,  il  snllira  de 
raisonnei-  sni'  l;i  première  : 

1P(.V„   V,)     (.V,,  ,-.V/), 

et  nous  allons  monli-ei-  cpu'  la  limite  de  cette  stmime  se  ramène 
à  des  intégrales  délini<^s  ordinaiics  par  rapport  à  la  variable  a. 
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Si  -v  varie  constamment  dans  le  même  sens  de  a  à  ])  quand 
le  Jîoiut  (a-,  y)  parcourt  la  ligne  L,  l'cWjuation  de  la  courbe 
peut  s<^  mettre  sous  la  forme 

où  '^1  est  une  l'onction  continue  de  x  entre  (i  et  h,  et  l'on  voit 
immédiatement  que  la  limite  de  la  somme  précédente  est,  par 
définition,  l'intégrale  définie 

h 


rp(A-,  ■..)f/.v. 

J  a 


Cette  expression  pourrait  d'ailleurs  être  prise  comme  défini- 
tion immédiate  de  l'intégrale  sur  la  ligne  L  quand  l'équation 
de  cette  ligne  est  donnée  sous  la  forme  y  =  'f  i(-v). 

Si  la  ligne  L  était  parallèle  à  l'axe  des  y,  x  serait  constant 
et  l'intégrale  serait  nulle. 

Si  la  ligne  L  se  composait  de  plusieurs  segments  sur  chacun 
desquels  x  varie  dans  le  même  sens,  soit  en  croissant  soil  en 
décroissant,  l'intégrale  curviligne  se  ramènerait  à  une  inté- 
grale ordinaire  relative  à  a:  sur  chaque  segment,  et  l'intégrale 
sur  L  serait  leur  somme. 

Revenons  maintenant  à  la  représentation  paraniélricpie  de 
la  ligne  L  et  supposons  que  les  fonctions  a:  et  y  de  t  aient  des 
dérivées  continues  x'  et  y'  entre  f,  et  T.  On  peut  transformer 
les  intégrales  relatives  à  a;  en  prenant  t  comme  variable  d'in- 
tégration. 11  vient  ainsi 

(    Pix,  y)  ilx  -  f   P(a-,  y)  x'dt. 
On  trouve  d'une  manière  analogue 

\   Q(-v,  y)(/y  -  (  (){x,y)y'  (IL 
et,  par  conséquent,  en  ajoulaiil, 

[    Vdx  i-  Qdy  =  (  (Px'  +  Oy')  dt. 

Ces  formules  subsistent  évidemment  si  hvs  dérivées  a;'  et  y' 
sont  discontinues  en  un  nombre  limité  de  points,  mais  restent 
bornées. 
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Si  l'on  chang-oail  le  sens  du  parcours  sur  la  ligne  L,  cela  ren- 
verserait le  sens  des  limites  dans  les  intégrales  détlnies  en  :v, 
en  y  ou  en  t  et,  })ar  conséquent,  l'intégrale  curviligne  change- 
rait de  signe.  Soient  A  et  B  les  extrémités  de  la  ligne  L  ;  quand 
on  veut  faire  ajiparaitre  le  sens  du  parcours  dans  la  notation 
de  l'intégrale  curviligne,  on  remplace  l'indice  L  par  AH  ou 
par  BA.  On  a  ainsi 

[      Pdx  +  Qdy  =  —[      Pdx  -\-  Qdy. 

J  Ali  J  HA 

Examinons,  en  particulier,  le  cas  où  la  ligne  L  est  un  con- 
tour C  fermé  sans  point  multiple. 

Le  parcours  de  ce  contour  peut  se  faire  dans  le  sens  direct  ou 
dans  le  sens  rétrograde.  Le  sens  direct  est  celui  de  la  rotation 
de  l'axe  de  x  positifs  vers  celui  des  y  positifs.  Ordinairemeid 
c'est  le  sens  contraire  de  celui  des  aiguilles  d'une  montre  et  il 
laisse  l'origine  à  gauche.  Dans  ce  cas,  le  sens  direct  sur  le 
contour  C  est  celui  (jui  laisse  à  gauche  l'intéi'ieur  du  contour. 

On  représente  alors  j)ar  la  notation 


(      P  dx  +  (;)  dy 


I  (C) 

l'intégrale  etTectniH^  le  long  du   contoiii'  (crini'  (1  dans  le  s(mis 
direct. 

251.  Aire  limitée  par  une  courbe  fermée.  —  Nous  savons 
déjà  calculer  une  aire  semhhihN^  lois<|ue  le  coiiloui- se  eomj)ose 
de  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  d'abscisses  a  et  1)  et  de  deux 
courbes  A,B,  et  A,,B.,  qui  ferment  le  (piadrilatère  curviligne  et 
qui  ont  pour  équations  dans  l'intervalle  (d,  h)  : 

r,  =  A(-v),        v,^A(.v),        y,<y,. 

L'aire  intérieure  à  ce  contour  a  pour  valeur  (n    2l(i) 
(6)  S  =  ["y,dx  —  \''y^dx. 


Ces  deux  iiil('-;^i'alcs  soiil  des  iiih'-;^ raies  curvilignes  elTecluées 
respeclivemeul  sur  les  arcs  \Ji.,  et  H|A,.  L'é<|ualioii  ((1)  pi-ul 
donc  s'écrire 

(7)        (        ydx  —  [        ydx  =  t        y,lx        \        vdx. 

J  A   l{  J  A, 11,  Ja„U„  .   li  A 
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Le  sens  direct  laisse  à  gauche  rintérieur  de  l'airo.  Donc, 
dans  les  deux  dernières  inlé^rales,  les  arcs  \.,\i.,  et  B,A,  sont 
parcourus  dans  le  sens  rétrograde. 

Considérons  maintenant  uji  contour  simple  C,  formé  d'un 
nombre  limité  d'arcs  successifs  sur  chacun  desquels  a;  varie 
toujours  dans  le  même  sens  quand  on  décrit  le  contour,  (le 
cas  est  évidemment  très  général.  Je  dis  que  l'aire  S  intérieure 
au  contour  a  pour  mesure 


(8)  S  =  —  \      ydx. 

J(C) 

En  effet,  en  menant  des  parallèles  à  l'axe  des  y  par  les 
points  de  séparation  des  arcs  successifs,  on  décompose  l'aire  S 
en  morceaux,  dont  les  frontières  respectives  n'empruntent  que 
deux  arcs  distincts  du  contour  G  et  qui  s'évaluent,  par  consé- 
quent, par  la  formule  (7).  L'aire  de  chaque  morceau  se  mesure 
par  la  somme  des  intégrales  effectuées  dans  le  sens  rétrograde 
sur  les  deux  portions  du  contour  C  qui  lui  servent  de  fron- 
tières. Faisons  la  somme  de  ces  aires  ;  nous  obtiendrons 
l'intégrale  effectuée  dans  le  sens  rétrograde  sur  tout  le  con- 
toui*,  c'est-à-dire  la  formule  (8). 

Le  contour  G  peut  aussi  comprendre  des  portions  de  droites 
parallèles  à  l'axe  des  y.  Dans  ce  cas,  comme  ces  droites  n'inter- 
viennent pas  dans  l'évaluation  des  morceaux,  elles  ne  doivent 
pas  intervenir  non  plus  dans  l'évaluation  de  l'aire  totale. 
Mais,  comme  l'intégrale  curviligne  est  nulle  sur  une  parallèle 
à  l'axe  des  y,  on  peut  étendre  l'intégration  à  tout  le  contour 
et  considérer  la  formule  (8)  comme  générale. 

La  formule  (8)  est  d'une  application  immédiate  dans  le  cas 
d'une  représentation  paramétrique.  Si  x  et  y  sont  exprimés  en 
fonctions  continues  d'une  variable  auxiliaire  t,  admettant  des 
dérivées  continues,  et  si  le  point  (x,  y)  décrit  lout  le  contour  G 
dans  le  sens  rétrograde  quand  t  varie  de  <,  à  T,  l'aire  S  inté- 
rieure au  contour  G  s'évaluera  par  la  formule 

fT       (]x 

(9)  S=       y^,H. 

Nous  avons  établi  la  formule  (8)  eu  considérant  y  comme 
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fonclioii  do  .v.  Ou  i)eiil  (''lal)lip  une  foniiiilc  analogue  on  coiisi- 
déiaiil  a;  comrao  fDiulioii  de  y.  .Mais  il  faul  supposer  des  coji- 
ditious  (ori'ospoiulaulos.  Celle  nouvelle  formule  sera 


(10)  S  =--  \      Xi] y, 

car  le  contour  doit  èlre  parcouiii  dans  le  sens  direct  pour  que 
l'inlé^ralo  soil  posilive. 

La  combinaison  des  formules  (S)  cl  (10)  donne  encore  une 
formule,  souvenl  employée,  et  (jui  n'est  (pi'un  cas  |)articulier 
de  la  formule  (5), 


(11) 


■^=^\     (xdy  —  ydx). 


252.  Théorème  de  Holditch.  —  Une  corde  de  loni-iieur 
consUiiite  c  +  c'  .se  meut  d'un  nionvement  continu  en  s'ap- 
puyant  par  ses  extrémités  sur  une  courbe  fermée  donnée,  C, 
([ui  ne  se  coupe  pas.  Si  ces  deux  extrémités  font  le  tour  de  la 
courbe  C  (on  suppose  ce  mon^'cnient  possible,  au  Jn-soin  avec 
des  rétrogradations),  Vaire  comprise  entre  la  courlic  et  le 
lieu  du  point  M  ([ui  partage  la  corde  en  deux  segments  c  et  c', 
a  pour  mesure  -ce',  (juelle  (fue  soit  la  courbe  donnée,  pour\'u 
que  M  décrive  un  contoui'  simple. 

Désignons  [)ar  K  la  conrhe  décrite  par  M  et  supposons  (pie 
cotte  combe  forme  un  coidour  simple.  Soieid  {x^,  y^)  et  (.v.,,  ^^,) 
les  cooidonnéos  variables  des  extrémités  de  la  corde  ;  celles 
du  point  M  seront 

cx^  +  c'x.,  _   cy^  +  c'y^ 


X  ^ ^_  ^,   -         y 


c  +  c'         ''  c  +  c' 

Imaf^inons  cpie  les  coordonnées  soiiMit  (>\pi'iméos  en  fonction 
d'un  paramètre  /  (pii  varie  de  /,  à  T  (puind  les  exlriMuilés  de 
la  corde  décrivcid  la  courbe  (!.  l*i'ein)ns  /  comme  varial>le.  Les 
aires  S  (^t  -  inlérieiii-es  aux  courjji's  i\  et  K  pourront  s'é\aluer 
par  les  intc'^rales  : 

'  <-  '  <-  T(c«  +  ce')  y,dx,  +  {ce'  -f  c'*)  y^dx^ 


S=J^,-,,Kv    S^,V'.v,=  5 


i  '  v,/v      rtZL+^'''>'-^)  {cdx.-rc'dx^) 


I  {cdx, 

(c+c'r 


QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES  311 

oii  l'on  suppose  les  x  et  les  y  exprimés  eu  fonction  de  /,  Ou  eu 
déduit  par  soustraction 


Menons,  à  partir  de  l'origine,  une  droite  égale  et  parallèle 
à  la  corde.  Les  coordonnées  de  l'extrémité  seront  r,  =  y.,  —  Yi 
et  ;  =  Xo  —  x^.  Or  cette  extrémité  décrit  un  cercle  de  rayon 
(c  +  c').  L'intégrale  cpii  figure  dans  la  dernière  équation  n'est 
autre  chose  que  l'intégiale  de  T,d^  effectuée  sur  ce  cercle  et  sa 
valeur  est  -(c  +  c')-.  Il  vient  donc 

S  _  V  _  _^c'. 

Si  les  courbes  G  et  K  ne  se  coupent  pas,  le  théorème  est 
donc  démontré.  Si  elles  se  coupent,  il  reste  vrai,  à  condition 
d'attribuer  des  signes  contraires  aux  aires  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  courbe  C.  Mais  le  théorème  tomberait  en  défaut 
si  le  lieu  du  point  M  ne  constituait  pas  un  contour  simple.  Le 
théorème  suppose  encore  les  courbes  C  et  K  soumises  aux 
conditions  que  nous  avons  admises  dans  la  définition  des  inté- 
grales curvilignes. 

EXERCICES 

1.  Aire  de  la  chciiiLclle,  coin|>lée  de  l'axe  de  la  courbe, 

2.  Aire  de  la  e/ssoit/c  :  _r-  =  .v'  :  ('2<i  —  x). 

f-^       x-dx  r""  dt 

I  X 

SI  l'on  fait  .v  =  2a  el  que  l'on  double,  ou  Iroiive  S  =  3t:  a-  pour  l'espace 
iudéliui  couipris  enlre  la  ci.ssfude  el  son  asymptote  x  ==  2«.  C'est  le  triple 
de  l'aire  du  cercle  de  i-ayou  a. 

'.).  Aire  du  liiimroii  de  l'ascal  :  r  =  a  cos  ()  -\-  h. 

4.  Aire  de  la  conchoidc  :  r  =^  a  sec  fj  -\-  h. 

5.  Aire  de  Vèincyvloïde.  —  Ou  a  iudiqu»'  (p.  2Ô8,  exercice  1)  les  érpia- 
lious  de  l'épicydoïde  eng-endr('<'  pai'  le  roulerueul  (Tini  cercle  de  rayon  h 
sur  un  cercle  de   rayon   a.   I);ins  ci's  équations,  le   païainèlre   /  désigne 
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l'aiiglo  dont  le  point  do  (■ontacl  a  loiii'ii»' sur  lo  cercle  fixe.  On  peut  anssi 
prendre  coninie  paraiiK'lie  l'angle  6  dont  ce  [)(»inl  a  lonrné  snr  le  cereie 
mobile.  Un  a  ni  =  />0.  Kii  po^anl  h  :  a  =  ([,  les  é(|iialion.s  dr  ré[)icyclu"ide 
s'écriront 

—  =  (1  +  (/)cos  f/6  — e()s(l  +  </)0,  —==(1  +'/)sinr/0  — '/  siii(l  -H'/)0. 

L'aire  d'un  secteur  se  di'lciinine  alors  par  la  roriniile  (.">)  du  n'IilS; 
on  trouve 

S=  — ri'Wl  +f/)(l  +2(/)l''*(l  +cosO)t/0=  A  («■^+3«/>  +  2/r)(6  +  sin6). 
2  }i)  2  (I 

Si  6  =  271,  on  obtient  Taire  dn  secténr  limité  ]>ar  une  arcade  entière  de 
la  courbe.  Pour  obtenir  l'aire  de  l'arcacb'  (Mle-méme,  il  faut  encore 
retranclier  l'aire  d'an  secteur  du  cercle  lixedoni  l'arc  est  2~h  ;  il  restera 

J!^(3rt-L'/,). 
a 

{}.  ]lypo('Vcloule.  —  Les  é([ualions  tle  riiypocycloïde  s'obtii-nnenl  en 
ren)placaut  dans  les  précédentes  (/  par  —  </.  Problèmes  analo.i;ii(\s  aux 
précédents. 

7.  (k)urltcs  nnicnrstitcs.  —  Les  coordonnées  .\"  et  y  d'une  courbe»  uni- 
cnrsale  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  païamètre  /. 
Donc  la  quadrainre  de  ces  courbes  dépeiui  il'uue  intéi^rab»  ratiimnelb»  et 
peut  toujours  se  faire  sous  forme  Unie.  Dans  le  cas  particulier  o\i  le 
paramètrt»  /  est  éf*al  à  y  :  x,  on  a  xy'  —  yx'  =  a'-'.  L'aire  d'un  secleui-  se 
calculera  par  la  formule  (ô)  dn  n"  LJ4.S,  qui  ])rcndra  la  ioruic  simple 

S  =  1(a^c/,. 

A|>pli(pier'  celle  loruiule  aux  cubi(pies  uuicursales  suivantes,  d(H)t  les 
coordonnées  s'obtienneiU  iuiuicdiatemenl  en  fouet  ion  ra  lion  ne  lie  de  y:  .v, 
.V  (x-  +  y-)  —  2ay'  (cissoïde), 
(.V  +  a)  (x-  +  y-)  =  3«v-  (slroj)lioï(lc). 

x' +  y-'"  ^  3  a.vy  (f'^oliiiin  de  Descai'le). 

§  2.  Rectification  des  courbes 

253.  Courbes  rectifiables.  Rectification  des  courbes  planes. 

—  Ia\  loii^^iKMir  (['1111  arc  (le  coiirhc  (Milrc  (l(Mi\  poiiils  cxlré'HU's 
esl,  par  dc-liiiilioii  (ii  l!M)  cl  220),  la  liiiiilc  (siippusi'c  linic  cl 
(Icici milice)  (In  pi-rimclrc  d'un  polynonu»  insciil  dans  la  conrhc 
donl  Ions  les  cùlcs  Icndcnl  vcis  /cro.  (^cllc  liniilc  n'cxislc 
l)as  lonjoups  ot  l'on  appelle  recti(i(tldi's  les  courbes  dt)nl  l'arc 
a  une  loiii^nciir  linic  cl  ({('Icnnini'c.  Xons  rcn\ cirons  an  Noiniue 
snJNanl    p(tiir    l'cliidc    des    caracicrcs    les    pins    o('.||,'.|-;ni\    des 
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courbes  rectillables  et  nous  nous  bornerons  ici  aux  conditions 
sur  lesquelles  nous  avons  fait  reposer  les  formules  dos  n"'  199 
et  suivants. 

Considérons  d'abord  une  courbe  plane,  ayant  pour  équation 

y  -  fi>^)  ; 

la  longueur  tle  son  arc  tlei)uis  un  point  fixe  M„  d'abscisse  x,, 
jusqu'au  point  variable  M  d'abscisse  x,  s'évahie  pour  la  for- 
mule (n'^  200) 


(l)  '^^)/''^"'  ^'^■^'"• 

Les  formides  de  rectification  qui  conviennent  aux  autres 
formes  d'équation  s'obtiennent  en  chang'eant  de  variable  dans 
l'intégrale  définie 

Dans  le  cas  d'une  représentation  paramétrique,  on  pi'cnd  t 
comme  variable  ;  on  sait  (n°  200)  que  cls  =  dt\  x'-  +  y'^.  Donc, 
f„  et  t  désignant  les  paramètres  des  extrémités,  l'arc  aura 
pour  mesure 

(2)  s  =  r  dt]x'-  +  y\ 

Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  ds  =  \  dr-  +  r'-dh". 
Soient  (/•„  0„),  (/•,  0)  les  extrémités  de  l'arc  à  mesurer.  11  vient, 
suivaut  ({uo  l'on  prend  0  ou  7'  comme  variable  indépendante, 

<^'>  ■^H;:;'Hv;(îf=i:<'i/777(ïp 

254.  Exemples  de  rectifications  (coordonnées  rectangu- 
laires). —  1.  (Chaînette.  On  a,  dans  ce  cas  (n'  211,  \  ), 

-V  X  X  X 

Calculons  l'arc  à  partir  du  sommet  où  x  =  0,  la  formule  (l) 
doune 
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IL  Paraiîolk.  l^reiioiis  l'axo  do  symétiic  poiii-  axo  des  y  et 
le  sommet  pour  origiiu».  Ou  a 


-7>  P- 

DoiK'  l'arc  compté  à  i)arlir  du  soiuiuel,  a  poui-  mesure 


— \     dx  \/x- 


+  P- 


Eu  remplaçant  a-  par  -    />-  dans  l'iulé^iale  iiuléliuie  calculée 
au  n"  2  17  à  l'occasiou  de  l'aire  de  l'hypeibole,  il  vieiil 

\  dx  1  ^M-  p'  =  Y I  ^'  +  P'  +  Y  ^^°^  ^^  ^  '  x'+p-). 
De  là,  la  valeur  de  s  : 


s  =  ^  ,/^M^  +  ^  Log  A^i^!±i^. 
2/3  '  2  p 

I  II.  C^(:l.()lnI•;.  (^ojisidérous  la  i'ei)ré.s(Milaliou  paraméliicjue 
hahihu'llc 

X  =  a{t  —  siu  /),         y  -=  (i{[  —  cos  /). 
L'arc,  comi)lé  à  pailir  de  l\>ri{^iiu'  où  /  ^  0,  a  poui*  mesuiv 

.s  =  «\   dt\  (1  —  cos  f)-H-sin'-<  =  2rt  \  siu -y  <//      L/(l  — cos  ;^  j- 

255.  Intégrales  elliptiques  de  Legendre.  Rectification  de 
l'ellipse  et  de  l'hyperbole.  —  L'aie  de  ces  dcuv  coiirhcs  s'cx- 
pinuc  |)ar  des  iutég'raleK  (pic  l'on  ne  p. Mil  pas  rt-dnirc  aux 
l'ouclious  élémeulaires,  mais  ou  |)(Mit  les  raniciici'  aux  deux 
iiiléf^i'ales  définies  suivanles  : 

où  le  paramèli'c  k  rsl  ,^  1.  Lct^cndrc  a  donné  à  l'cs  inlé^iales 
le  nom  (VinW'ii'rdU's  i'lliidi(i itcs  de  /(/•('/;j/é/'<'  ••!  de  seconde 
C.s/jccc.  On  a  dressé  des  lal)lf>>  (pii  pciinclltMil  dt-  li-^  talciilcr 
pour  les  ili\eises  \aleiirs  de  -^  el  k . 
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Les     intégrales    sont    dites    complètes    si    -^  =  ~;  elles  ne 
dépendent  plus  alors  que  du  paramètre  k  et  se  désignent  par 

"TT  — 


F,(fc) 


S^Tr^fal'       E.(A:)=5%/,ll-/c^sin^,. 


Arc  d'ellipse.  Soit  la  représentation  paramétri([ue 

a:  =  a  sin  z,  y  =  ])  cos  ■:,. 

L'are  BM,  compté  à  partir  du  sommet  li  du  p.etit  axe  où 
^  0,  a  pour  mesure 

0 


s  =  \  '  f/'i  J  x'-  -^  y-  ^  \  '  (l'j  I  rt-  cos-  z  -\-  h-  sin-  '^ 


L'arc  d'ellipse  dépend  de  l'intégrale  elliptique  de  seconde 
espèce.  Posons,  en  efîet,  k-  =  {a-  —  />-)  :  «-;  il  vient 


I  ci'  cos-  'i  -f  7j-  sin'-  -j;  =  «  |  1  —  k'  sin-  'i, 

d'où  fi  =  a  E(/c,  f). 

Si  '^  =  -  :  2,  l'intégrale  est  comi)lète  et  l'arc  égal  au  quart  du 
périmètre  de  l'ellipse.  Le  périmètre  total  sera  donc  4a  E,(/c). 

Arc  d'hyperbole.  On  peut  prendre  comme  représentation 
paramétrique  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  le  système 

X  =  — : ,  V  =  1)  cot  .;, 

sin  'S 

car,    en    éliminant    :;,    on  retrouve  l'équation  classiciue  de   la 

courbe.    L'arc  .VM,  compté  du  sommet  où  z  =  ^  juscju'à  un 

point  M  où  'icst  <^-|^,  a  pour  mesure 

.s  =  \    de  I  X-'-  +  y'-  =  \     ^-^  I  rt-  cos'-  'i  +  h\ 

Une  intégration   })ar  parties  et  une  déconi{)osili(>n  donnent 
facilement 

[T    rt-cos-if/cp 

.s  =  col  i  I  a-  cos*  'i  +  ])-  —  \  -'     '    „  = 

'  J(f  \  a'-  cos  'i  +  yj- 

[2 r2  dz, 

'c  I  a  -  cos-  i  4-  /j-  —  \     </'i  I  rt  -  co.s-  'i  4  /r  +  7r  \     .  — .        *.  • 


cos  ', 
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Posons  k'-  =  a-  :  (ci-  +  7j-),  d'où 

l'rt^  cos'2  'f  +  h-  -  ^  j/T^^^fc^sh^  ; 

l'arc  8  dépuu  1  des  iulcgrales  (!lll|)Li(iiu»s  par  la  formule 

kir 


8^cot'f  I  «'^eos^-.  +  /r  — ^^  [E.(fc)-E(fc/f)J+  -    {l\{k)-V(k,  .)]. 

256.  Exemples  de  rectifications  en  coordonnées  polaires. 
—  Si'iUALi:  LociAiu  I  iiMigUE  :  /•  ^  rte"'0.  IM'eiions  /comme  varia- 
ble iudépiMidaiile  ;  nous  aurons  ;?jO  =  Lo^" /• —  Loga,  d'où 

ils'  =  dr'  +  r-iVï-  =  :; —  dr-, 

m- 


s  == \     a7'  = (7'  —  7',,). 

7)1  J'\,  771 

Donc  Varc  de  Ui  splnilv  logarithmique  varie  {n'oportioii- 
nelleinent  an  rayon  vectenr.  Le  pôle  est  un  point  asympto- 
tique  de  la  courbe,  car  /■  ne  s'annule  (pi'en  faisant  tendre  0 
vei-s  —  oo.  L'arc-limile,  comi)lé  de  ce  point,  conserve  néan- 
moins une  valeur  linie  : 

1/1    +  771- 

S  = 7'. 

771 

II.  SpiHALE  d'Arciiimède  :  7"  =  rtO.  L'arc  comi)lé  à  pailir  du 
l)ole  a  pour  valeni',  en  intég^rant  par  rapport  à  /•, 


(//•       l  +  7--  -— ^  =  —  \   dr     a-  +  7--. 
)       '  dr-        rt  Jo       ' 

C'est  la  même  iidé^rale  (|ue  celle  à  hupu^lle  conduil  l'évalua- 
tion de  l'arc  de  la  parabole  (a  '27}l).  De  là,  le  Ibéorème  ib' 
GnÉCiOiiu:  i>i;  Sain  r-\'i\(:i:N  r  :  Les  <ii'cs  de  la  ixii-aliole  .\-  '2ay 
<•/  de  1(1  .s/)//v//('  /•  ah  onl  même  longnenr,  quand  on  ntmide 
le  prenùer  entre  les  ahscisses  0  et  \  el  /<•  second  entre  les 
i'(tyons  r       0  et  r  =  .v. 

III.  LivMMscATi:  :  /•'  (i-eos'lh.  Si  ['(ui  prend  /"  ciunme 
N'ariable  iudc'peudanle,  un  a 

-        1  r'  dh  _  r 

y  =        }U(' cos       -,  =  —     — ; -• 

2  (r  dr  \  a'—r' 


RECTIFICATION  DES  COURBES  317 

L'arc  compté  à  partir  du  sommet,   où  /'  =  a,  a  donc  pour 
mesure 

/         /   rlUV-  f"       dr 


s  = 


ÏM'^^m^<n^- 


Cette  intégrale  se  ramène  à  l'intégrale  elliptique  <le  pre- 
mière espèce  (n"  255)  en  posant  r  ^  a  cos  cp  ;  il  vient  ainsi 

(p     sin  cp  cH  r  (p  d'f  ^    f  ?  d-t 

s  =  a\    ., .       '     '-—  ^  n  '  ' 


,  j/1  _  cos^^  jo  II  +  cos-  'f      12  Jo  1  /  ,        1     .    , 

I    1— ysin-cp 

257.  Rectification  des  courbes  gauches.  Exemple.  —  Lors- 
cpie  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  de  la 
courbe  sont  considérées  comme  fonctions  de  t,  la  longueur  de 
l'arc  AB,  compris  entre  les  points  dont  les  paramètres  sont  a 
et  h,  a  pour  mesure 


s  ^\'  dt  \  x'^A-  y'-+  z'\ 

J  a 


Comme  exemple,  considérons  l'intersection  des  deux  cylin- 
dres : 

x""     y"-     ,  Cl  (  li  .   ~"^\ 

Prenons   .x   comme   variable  iiulépendante.  On   tire  de    la 
première  écjuation 

y  =  A  \f^c^^^~cr\  y'  ^  —        ""        . 
a  «  [x^—n'' 


et  de  la  seconde 


aLog^i+j;^^!^!"!,        ,'=         " 


a  \'X^  -    a^ 

Comptons  l'arc  à  partir  du  point  où  .v  -  a  ;  il  a  pour  valeur 


F2_  /«'  +  *'  r.>^^cdx_  _  I  «2  +  7>2     — 


a       ùal'X'^  +  a^  Cl        ' 
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EXERCICES 

I.  Epicycluidt'H.  —  Les  é(iiuili<)ii.s   de    répieycloïde   sont    (F.xercice   5, 
p.  :512)  :  ■ 

^=-.(H    (/)c()sr/f)  — ryc()s(l  +  r/)0,       -^-=(1  4   f/)si  ii  f/0  — '/ siii  (  I  +  (/)f). 
a  a      ' 


(  )ii  en  lii'e 

a 


i^  =  l>r/(l  +  r/)sin   1  dO. 

ri  ' 


L'arc  iMMiiptr  à  part  ir  du  point  de  roln"<juss<'iiionl  «m  0  —  0,  a  pour  valeur 

a  V  2 

Touteldis,  ((tnime  l'élémeiil  (/.s  doit  être  positif,  cette  l'oi-iiiide  n'est 
api^licaltle  qne  si  0  varie  de  Oà  Utc.  Si  0  ^^ -"t,  on  obtient  le  périmètre 
d'nne  arcade  entière  : 

S-4r,r/(l  +./)-  i^(«  +  /0. 
a 

L'aie  d'ciiicvcloïde  s'expiinie  al^ci)ri<iuenient  en  ionclinn  du  rayon 
veetenr  ;•.  On  a,  en  ellel, 

/••-=  A-'+ v-^  =  (l  +  -J'/)--  lq(\  +  '/)e..s-  IJ  , 

d'où  l'on  tii-e  cos   ^  ^t^  p;,,.  suite,  .s  en  liMiclion  de  /•. 

Kn  (Langeant  </  en  —  ((  dans  les  l'orinnles  pr(''ct''denles,  on  (dilietit  le.s 
résultats  e<Hrespondanls  pour'  \'liyi)i>cyclonli'. 

Les  reetiticatifuis  de  la  cai'dioidc  (Kxerriee  (i,  p.  'SM'i)  et  de  Wisiroitli' 
(Kxcrciee,  ',i,  p.  1257)  sont  des  cas  particniieis  des  précédentes. 

2.  <',ii>!ioidc  (Kxei'ciee  2,  p.  235). 

I'  —  2a  (sec  0  —  eos  0). 

K.  L'ai'c  coniple  à  |)arlii'  du  piMr  a  pour  \alcui' 

s^2a\    I-  0  (/Ol  Ifi-'-  0  +  1  =  li«  \  /-•  _  3  • 

Iidci^ralion  taciie. 

.'{.  f.o/j/'/»e.s  f^diithcs.  —  Arcs  des  deux  c(uirl>cs  .sui\anles  : 
Y  ==  ,         -S  =  - — -  et  A"        M  Nin    •     .  ;.  ^  |,ol;       . 

\\.  L'aie  coiupii'  lie  r(Mi,:;ine  a  |iour  \alfui-  .s  =  .\"  +  •:■  pour  les  deux 
(«uirlics. 


VOLIMR  d'i  N    SOLIDE  319 


§  3.  Volume  d'un  solide.   Aire  d'une  surface 
de  révolution 

258.  Volumes  qui  dépendent  d'une  quadrature.  —  La  défi- 
nition des  volumes  se  rattache  à  la  Ihéorie  des  intégrales  mul- 
tiples et  sera  exposée  plus  loin.  Nous  n'étudions  ici  ({u'un  cas 
particulier.  Considérons  une  surface  dont  les  sections  paral- 
lèles à  un  plan  fixe  soient  des  courbes  fermées,  et  supposons 
c[ue  l'aire  d'une  section  soit  une  fonction  'continue,  '^(x),  de 
l'abscisse  .v,  c'est-à-dire  de  la  distance  x  du  plan  sécant  au 
plan  fixe.  Limitons  un  solide,  à  l'intérieur  de  la  surface,  en 
menant  deux  plans  sécants  extrêmes  d'aljscisscs  .v,  et  X. 

Pour  définir  le  volume  du  solide  compris  entre  la  surface  et 
ces  deux  plans,  décomposons  ce  solide  en  tranches  par  les 
plans  d'abscisses  consécutives  .\;,,  .v^,...  a:,,,  .v„^i  =  X.  Substi- 
tuons à  chacune  des  tranches,  un  cylindre  ayant  même 
base  'f(.Vfc)  et  même  hauteur  (x^^i  —  Xk)  et  faisons  la  somme  des 
volura.es  de  tous  ces  cylindres.  Cette  somme  sera 

n 

I.'f{Xk)  (Xk  +  i  —  Xk). 

1 
Faisons  décroître  d'une  manière  (pielconque  les  épaisseurs 
Xk+\  —  Xii  de  toutes  les  tranches,  la  somme  précédente  aura 
une  limite  déterminée,  toujours  la  même.  Cette  limite  est,  par 
définition,  l'intégrale  définie 

V^r(x)dx 

.'  x 

I 

et  elle  iieul  être  prise  comme  défiiiilioii  du  volume  du  solide, 
mais  cette  définition  sera  justifiée  plus  rigoureusement  dans 
la  suite  (Chai).  ^)- 

La  formule  précédente  donne  le  volume  compris  entre  les 
plans  .x,  et  X.  Si  l'on  veut  calculer  le  volume  V  compris  entre 
les  plans  x„  et  x,  il  faudra  se  servir  de  la  formule 


(I)  V=  J'^'f(.x)</.v, 


Quand  la  fonction  'i(x)  est  connue,  cette  formule  ramène  à 
une  simple  intégration  la  détermination  du  volume  Y, 
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259.  Exemples.  —  I.  KUipsoïde  :  ^  +  ^  4  -^  =-  1.  Clier- 

n^        h-        c^ 

chons  le  voluiiic  compris  outre  deux  [)lans  perpendiculaires  à 

l'axe  des  x.    La  section   i)ai-  un  plan  x  ((uelcou(pie  est  une 

ellij)se  dont  les  demi-axes  onl  })our  ex})ressions  : 


'  a^  r  Ci- 


Donc,  d'après  la  valeur  connne  de  l'aire  de  rellii)se  (n"2l7), 
nous  avons 

,(.)  =  . ;,..(i^^). 

Le  volume  compris  entre  les  plans  0  et  x  sera 

Si  x  =  a,  on  ol^lienl  la  moitié  du  volnme  de  l'ellipsoïde  ;  le 

I  2 

volume  total seia donc  ..  -a/>c.  (^e  vohum;  vanl  les  du  cylin- 
dre qui  a  l'une  des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  i)our 
base  et  l'axe  normal  à  cette  section  j)our  hanleur,  cylimlre  qui 
peut  être  circonscrit  à  l'ellipsoïde. 

IL  Paraholoïdc  vlUuli(iiw  :-,  ,  -f -^^  =  2x.   La  seclion  laite 

ir        c 

par  le  plan  x  est  une  ellipse,  dont  les  demi-axes  sont  ])\  2x  et 

c  I  2a;,  et  l'aire  .p(.v)  =  2-/)('.v.  Le  volume  tlu  sef^meut  délacMé 

du  paroboloïde  par  un  })lan  x  normal  à  l'axe,  est  donc 


Y  -  27:7,c  f"\v(7A-  -  -/>c.v-, 

I  II 


C'est  la  moilic  de  celui  i\\\  t  ylindi'e  (|iii  a  nu-me  hase  et 
nu-nic  liaulenr  <|ue  le  sc^mciil  du  pai'alioloïdc 

260.  Solides  de  révolution.  —  L'aire  (|ui  a  <l('-  désif;iiér  par 
'^(a)  s'ohiicnl  iinnuMlialcnicnl  dans  le  i;i>  lii'-^  ('■Irndu  des 
solidi's  de  n'-voliilion  anionr  de  Taxe  des  a.  SoienI  /(a)  nne 
(onction  continue,  el  y  /(v)  l'iMpndion  d'une  courbe  en  coor- 
doniK'cs  leclan^ulaii'cs.  En  lournani  aulour  de  l'axe  OX,  cette 
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courbe  engendre  une  surface  de  révolution.  La  section  faite 
par  le  plan  a;  est  un  cercle  de  rayon  y.  Donc  o(.v)  =  -y^-.  Le 
volume  V  du  segment  compris  entre  les  plans  .v,,  et  a;,  sera 
donné  jiar  la  foiniule 


(2).  "^^  ""  ~  \     r'<^-^'^"\     /"(■v)''?-^-. 

Cette  formule  s'appli(iue  aussi  aux  cas  où  la  courbe  est 
délinie  par  une  représentation  paramétrique,  ou  par  son  écjua- 
tion  eu  coordonnées  polaires.  Il  suffit  d'exprimer  y-clx  en 
fonction  de  f,  ou  en  fonction  de  0,  et  de  donner  comme  limites  à 
l'intégrale  les  valeurs  limites  de  t  ou  de  B. 

L'aire  qui  engendre  le  volume  de  révolution  peut  aussi  être 
comprise  entre  deux  courbes  : 

ri=r,Cv),       y.-Ux),       {y.<y-ù- 

Dans  ce  cas,  le  volume  de  révolulion  est  la  ditTérence  des 
volumes  engendrés  par  les  deux  courbes.  On  a  donc 

(3)  Y  =--  -  ï"'  O'i— yï)rf.v. 

Plus  généralement,  on  peut  chercher  le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  l'aire  intérieure  à  une  coui-l)e  fermée  C, 
entièrement  située  au-dessus  de  OX.  Supposons  que  le  con- 
tour G  puisse  se  décomposer  en  un  nombre  limité  d'arcs  sur 
lesquels  x  varie  toujours  dans  le  même  sens.  En  raisonnai! I 
comme  an  n"  251,  on  verra  cpie  le  volume  de  révolution  s'ex- 
prime par  l'intégrale  curviligne 


(1)  ^'  =  -^     y"'^""- 

J((:) 

261.  Exemples  de  volumes  de  révolution.  —  l.  Cyclo'idc. 
Sup])osons  que  la  révolulion  se  fasse  autour  de  la  base  ;  on 
aura 

y-dx  =  rt'(l  —  cos  i)U]L 
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Le  volume  engendré  par  l'aie  compris  entre  l'origine  el  le 
point  qui  a  i)()nr  paramètre  i,  sera 

Y  ^  -aA    (1  —  3  cos  (  +  Scos^  t  —  cos-^  0  iJt 

Jbt         ,    .     ,        3     .     ^         ^       sinM\ 
:fr(— 4  sin  t  +  —  sin  /  cos  l  -h  —^—  )• 


—    ^r.3 


Si  t  —  2-,  on  obtient  le  volume  5--a"  engcndri'  pai'  l'arcade 
entière. 

II.  Tore.  Le  tore  est  engendré  i)ar  la  révolution  d'un  cercle 
autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  cl  ne  coupant  pas  le 
cercle.  Considérons  le  cercle 

•v-'+  (y  —  c)'  -  «■-, 

dont  l'équation  donne  deux  valeuis  pour  y,  à  savoir 


y,  =  c  —  [Cl'—  X-  j2  =  c  +  [a^  —  x"" 

On  en  tire 


r2— vT-   lr|  f/^— A-^ 

Faisons  tourner  le  cercle  autour  di'  l'axe  des  .v,  le  volume 
de  la  tranche  du  tore  comprise  entre  les  plans  0  el  a;  s'évalue 
par  la  formule  (3).  11  vient 

a: 


V  -  4-c  \    1  a-  — A-'-  (Ix  ^  2-c 


A"     (r  —  X-  4-  (!'  arc  sin 
'  a 


Si  X  =  (i,  on  ohlient  la  moitié  <lii  \ olimic  du  tore.  Le  volume 
total  sera  donc  2-^c(r.  C'est  le  |»ro(liiit  de  l'aire  -d'  du  cercle 
générateur  })ar  la  ciicoidVMi'iiee  '2-c  décrite  |tai'  le  ci'ntic 
(TlM''oi"ème  de  ('iri.i»r\). 

262.  Aire  d'une  surface  de  révolution.  —  Considérons 
encore  la  surface  engendrée  par  la  i(''\  (dulioii  d'une  courbe 
rcctifialtlc  fiuelcoinpie  autour  de  l'axe  des  a.  Supposons  seule- 
ment (pie  roi'donnt'e  de  la  courbe  soit  positi\'e.  Prenons  comme 
variable  l'arc  .s  de  la  courbe  ci  un  pi  «'•  à  |  )a  ri  ir  d'une  oiigine  lixi*. 
Les  coordonnées  a  et  ^■  d'un  point  de  la  courbe  seront  des 
foiutions  continues  de  ,s. 
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L'aire  de  la  surface  engendrée  par  la  portion  de  la  conrbe 
comprise  entre  denx  points  extrêmes,  est,  par  définition,  la 
limite  de  Faire  eni(endrée  par  la  révolution  d'un  polyf(one 
inscrit  dans  la  courJje  dnnl  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

Soient  s,  et  S  les  valeurs  de  s  aux  points  extrêmes  ;  mar- 
quons sur  la  courbe  une  suite  de  points  où  s  prend  les  valeurs 
successives  Sj,  s.,...,  s,i,  s„+i  =  S.  Soient  .v,  et  y,-  les  valeurs 
de  X  et  y  quand  s  =  Sj.  Inscrivons  un  polygone  ayant  ces 
points  pour  sommets  et  soit  c,  le  côté  qui  joint  (.v,,  >-,)  à 
(.Yjxi,  A',+i).  Ce  côté  engendre  en  tournant  la  surface  latérale 
d'un  tronc  de  cône,  laquelle  a  pour  mesure,  d'après  la  géo- 
métrie élémentaire. 

L'aire  engendrée  par  le  polygone  entier  s'obtient  en  som- 
mant toutes  les  expressions  semblables  à  la  précédente,  ce 
qui  peut,  en  introduisant  des  termes  qui  se  détruisent,  s'écrire 
comme  il  suit  : 

d,i.  -> \S(+1 — -^i)  — -  '-  -  7)  1*«+1 — -^i)        f 'I- 

1  ^  I  4 

Considérons  d'abord  la  seconde  somme.  Comme  c,  est  la 
corde  de  l'arc  Sj+i — s,,  toutes  les  ditlerences  entre  crochets 
sont  positives.  Donc,  M  désignant  le  maxime  de  y,  cette 
seconde  somme  est  moindre  que 


S  — s,  — Xr, 

I 


2t:MÏI(.S,^i-.S,]-C,]  =  2  7:M 
1 

Comme  l'arc  S  —  s^  est,  par  définition,  la  limite  du  péri- 
mètre i^c'i,  cette  expression  tend  vers  0  avec  les  côtés  c,.  L'aire 
de  la  surface  de  révolution  est  donc  égale  à  la  limite  de  la 
première  somme.  Mais  la  demi-somme  de  yi  et  y,+i  étant  une 
valeur  moyenne  de  y  dans  l'intervalle  (.Sj,  .Si4  i  )  de  .s,  la  pre- 
mière somme  tend,  par  définition,  vers  une  intégrale  déiinie 
quand  tous  ces  intervalles  IcMulcnt  vers  zéro  ;  et  l'on  obtient, 
pour  l'aire  A  de  la  surface,  la  l'oi-niule 


(5) 


A 


=  27:^'  yds. 


324    (MIAP.  IX.  CALCUL  DES  AIHES,  DES  ARCS  ET  DES  VOLUMES 

Cette  formule  suppose  l'arc  rcctiliable.  On  peut  eu  déduire 
d'autres,  applicables  aux  divers  cas  daus  lescpiels  s  u'csl  pas 
la  variable  iudépeudaute.  Celles-ci  se  déduiseul  de  la  précé- 
dente par  un  changement  de  variable,  mais  il  faut  des  hypo- 
thèses plus  restrictives. 

Suivant  que  la  courbe  sera  définie  par  une  représeidation 
paramétrique,  [)ar  l'équation  y  -^  /"(-v),  ou  en  coor(U)nnées 
polaires,  on  aura,  poui'vii  <[U('  les  dcrivces  rcprcscnk'cs  par 
x',  y'  on  /•'  existent  et  soient  eontinnes, 


ds  --=  dt  \^x"  +  .v'^  =  dx  1  1  +  y'2  =  dh  |  r-  +  r'\ 

Prenant  t,  x  ou  0  comme  variajjle  indépcndaiile,  ou  trans- 
formera donc,  suivant  le  cas,  la  valeur  (5)  de  A  dans  l'une  des 
suivantes  : 


27:  \   y\/x'^^y''dl,  2-\    y\  l+y'hlx,  2-      (/-sinO)!  r'  +  z-'^dO, 


les  limites  se  rapportant  aux  extivmités  de  l'arc.  Ce  sont  ces 
formules  (pie  l'on  ajiplicpH*  en  pratique. 

263.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  —  Nous  piciidioiis 
comme  varial)ie  raiiglo  :;  déjà  coiisidéiv  au  n°  255.  On  a  alors 

x  =  a  sin  '^,  y  =  h  cos  -f,  ds  =  d'j>  |  Vcos'cp  +  7r  sin- '5. 

11  y  a  deux  cas  à  disliiif^iicr  siii\aiit  (|ue  l'ellipsoïde  csl  de 
révolution  autour  du  grand  axe  ou   (.lu  pclil. 

1"  Kllipso'ide  snrlumssé  (a  ^>  h).  Soit  ;  (|  a'  —  Jr)  :  (i 
l'excentricité  absolue.  Pour  obtenir  l'aiie  totale  de  rellijjsoïde, 
il  faut  doubler  l'aire  eng<'ndr<V'  par  l'arc  ayant  pour  exlrémités 
©  =  0  et  '^  =  -  :  2.  On  aura,  [)ar  la  relation  z  sin  -i  =  sin  /, 


S  =  4  tmJ)  \     I  1  —  e*  sin^  cp  cos  z  J'v 


1  rMh 


cos-  l  dl, 


S  = 


l-ah 


t  -\-  sin  /  cos  / 


2-a/> 


arc  sm 


+  1    1-3' 


Ce    résultat   se  siniplilic   par   la    rclali(ui   \   l — e'  ^    /»  :  n  ;  il 
vient 


S  =^  2- 


/>■  +  ah 


arc  sin 
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2"   Ellipsoïiïc  sufhaissc   (a  <^  h).   Soit   k  =  (|  />' — d')  :  a; 
on  aura 


/    1 


S  =  4-«7>\"  I  l  +  /c'-siii-'f  cos  '^(ls  =  4TMhk\^    |/       ^t-dt. 
Cette  intégrale  a  été  calculée  au  n"  254  :  il  vient 


S  =^2~ah 


1  1  +  k-+—Log{k  +  1  1  +  /c-) 


et,  par  relation  |  1  +  k'  =  h  :  a, 


S  =  2- 


ah 


7)^+  — Loj^(/c  +  I  1  +  k') 

K 


Ces  deux  expressions  donnent  à  la  limite  l'aire  de  la  sphère 
en  faisant  tendre  h  vers  a  et,  par  conséquent,  s  et  k  vers  zéro. 
On  trouve  la  valeur  connue  4-rt- 

EXERCIGES 


1.  Calculer  les  volumes  et  les  svirfaces  engendrées  par  les  révolutions  : 

1"  d'une  chaînette  autour  de  sa  base  ; 
2"  d'une  spirale  logarittimique  autour  de  l'axe  polaire  ; 
3"  de  la  cardioïde  :  ;•  =  2«  (I  —  ces  6)  autour  du  même  axe  ; 
A"  de  la  leniniscate  :  ;-  =  </-cos2o  autour  du  même  axe. 
Ces  problèmes  coniluisent  à  d(>s  intégrales  qui  s'elfecluenl  liicilemeiil 
sous  forme  linie. 

2.  Volumes  engendrés  par  les  révolulions  : 

1  "  d'une  spirale  d'Arctiimède  autour  de  l'axe  poiaiic  ; 
2"  d'une  cissoïde  autour  de  sou  asymi)lole. 

(les  voluMies  se  calculent  ég-aleuuMil  sous  forme  finie. 

§  4.  Calcul  des  intégrales  définies  par  approximation 

264.  Principe  de  la  méthode.  —  Un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes relatifs  à  la  mécani(pie,  à  la  physique  et  à  l'arl  de 
l'ingénieur  conduisent  à  des  intégrales  définies  (ju'il  est  impos- 
sible d'obtenir  rigoureusement  sous  forme  linie.  Pour  les  cal- 
culer, il  faut  recourir  aux  formules  d'approximation.  Celles-ci 
sont  d'autant  plus  avantageuses  qu'elles  exigent  moins  de 
calculs  et  comportent  une  exactihide  [)lus  grande.  Il  en  existe 
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un  grand  nombre.  Nous  allons  faire  connaître  seulement  les 
plus  utiles  et  les  plus  élémentaires. 

L'intégrale  définie  \    f{x)  dx,  oîi  lunis  supposerons  la  fonc- 
J  f( 
tion  f{x)  positive  et  h  >  a,  représente,  comme  on  le  sait,  l'aire 

S  limitée  par  la  courbe  y  =  f{x),  l'axe  OX  et  les  deux  droites 

X  —  a  cl  X  =  ]).  Le  inoblème   d'éNaliUM-  cdti'   aire   est  donc  le 

même   (pie  celui  de  calculer  rinlc'^ralc  ;   et    récijjrcxpuMuent, 

cette  détermination  a[)procbée  de  l'aii'c  S  fournil    une   Nnicnr 

approchée  de  l'intégrale. 

265.  Détermination  de  limites  supérieures  et  inférieures 
d'une  intégrale  définie.  —  Nous  snpposei-ons  que,  dans  tout 
l'intervalle  {(i,  }>)  de  l'intégration,  la  courbe  y  =  f{x)  toniiie  sa 
concavité  dans  le  même  sens.  Si  cette  condition  n'était  pas 
réalisée,  il  faudrait  commencer  j)ar  décomposer  l'aire  en  pin- 
sieurs  autres  pour  lesquelles  la  condition  aurait  lieu. 

Nous  sui)poserons,  pour  fixer  les  idées,  «pie  Ui  courbe 
lonvnc  Hii  concdK'ité  cc/'.s  /c  bas.  Dans  l'Iiypothèse  inverse, 
l'ordre  des   limites  (pu*  nous  allons  obleidr  serait  interverti. 

Lue  limite  supérieure 
deviendrait  une  limite 
iiderieure  et  récipi'o- 
(piemeid. 

Ceci  posé,  on  l)eut, 
d'a[)rès  Mansion,  pro- 
céder comme  il  snil 
pour  enfernu»r  l'intégrale  entre  des  limites  <pn'  l'on  sait 
évalner. 

On  tlécompose  l'inlerNalie  (a,  />)  en  un  lunnbre  pnir  '2ii  de 
parties  égales  d'amiililnde  h  ^-  (h  —  a)  :  '2n  par  le--  points 
.v,,=rt,  X.,,  x^,  X2,ti-\=^h  ;  |)nis  on  déconqxtse  Taire  S  à  évalner 
en  segments  consécul ifs  7,,  t.^,...  t,,,,  (lig.  10)  en  menant  toutes 
les  ordonnées  correspondantes  ^•^,  y-^,...  ,>'j„    i- 

La  courbe  touriuint  par  hypothèse  sa  conca\  it('>  a cis  le  bas, 
lont  segment  conqiris  entic  deux  ordonni'-es  (|iielr(inqnes  y,  et 
^>'/;- suri)asse  le  tinpè/e  tpn'  l'on  \  insciit  en  j(»ign;inl  les  som- 
mets des  deux  Di'donnees. 


A 

"-^ 

û 

n 

rx 

B' 

a/ 
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/ 
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\ 
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On  trouve  ainsi,  pour  le  segment  7^.-  compris  entre  les 
ordonnées  yk  et  y^+i,  l'inégalité 

(1)  ^>c>^{yk  +  Xk+i). 

De  même,  pour  le  segment  to,-  +  i^i+i  compris  eutre  les 
ordonnées  yoi  et  3^21+2, 

(2)  ^2/   4-    72,  +  ,  >  /l0'2,    +    V2,+2). 

Mais  on  peut  aussi  assigner  une  limite  supérieure  aux  seg- 
ments. Tout  segment  coiupris  entre  deux  ordonnées  verticales 
est  moindre  que  le  trapèze  (pi'on  lui  circonscrit  en  menant  à 
la  courbe,  entre  ces  ordonnées  prolongées,  une  tangente 
intermédiaire  quelconque.  En  particulier,  le  segment  72,4-1+  ^2, 
compris  entre  les  ordonnées  y2/-i  et  ^'2,+!  est  moindre  que  le 
trapèze  qu'on  lui  circonscrit  en  menant  la  tangente  au  sommet 
de  l'ordonnée  médiane  j'2/.  Ce  trapèze  a  pour  mesure  sa  hau- 
teur 2  h  multipliée  par  la  moyenne  j'21  de  ses  bases.  On  a  donc 

(3)  72/-1  +  72,  <  2/1  3-2,. 

De  là  résultent  facilement  diverses  limites  supérieures  et 
inférieures  pour  l'aire  totale  S.  Pour  les  écrire  plus  facilement, 
désignons  par  : 

P  la  somme  des  ordonnées  paires  y'„  +  3^4  +  •••  -H  y-^n  ' 
1  celle  des  oi'données  impaires  y,  -j-  y.^  +  •••  +3'2;i+i  ; 
E,  celle  des  ordonnées  impaires  extrêmes  3^,  +  y2ti+i  ', 
E.,  celle  des  ordonnées  paires  extrêmes  3^2  +  X^n  î 
On  obtient  tl'abord  une  limite  supérieure  L  par  lc\  formule  (3). 
On  a,  en  ott'et, 

S  =  ï:(72Hi+72,)<2/tP; 
1 

par  conséquent, 

(1)  S<L-2/iP. 

Oh  oblicnt  cMsiiilc  une  [H'cinicrc  liinik'  inférieure  l  par  la 
formule  (  1  ),  car  on  a 

S  =  v7fc>A(2P  +  21-E.); 
1  •^ 
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par  coiisé(|iiciit 
(5) 


E, 


S>/  =  /i    P  +  I  — -^ 


Celte  formule  donne  une  valeur  ai)i)rocliée  f  de  S  ;  on  l'ai)- 
pelle  la  formule  des  trapèzes. 

Enliu  on  peut  oblenir  nue  seconde  limite  inférieure  I'  en 
combinant  les  formules  (1)  et  (2).  On  a,  en  elTet, 

(1-1 

S   =    7|   4-    72„  -1 1  (t.^/  +    72/-}-l). 

1 

On  remplace  t,  et  to,,  parleurs  limites  (l)  et  les  parenthèses 
par  leurs  limites  (2),  ce  qui  donne 

E,  +  E, 


S>/i 


+  /t(2P-E,) 


et,  en  réduisant, 
(6) 


s>r=  /i  21* 


E,  — E, 


2 


Celle  dernière  limite  a  ravanla^e  de  ne  pas  faire  iiilervenir 
les  ordonnées  intermédiaires  d'ordre  impair.  Quand  on  se  sert 
des  limites  (1)  et  (fî),  on  peut  donc  se  dispenser  de  calculer  ces 
ordonnées. 

266.  Formules  de  Poncelet  et  de  Simpson.  —  Ces  formules 
s'obtiennent  [)ar  la  combinaison  des  limites  pi-écédeulcs  : 

l"  La  formule  de  Poncelet  s'obtient  en  doiiiiaiil  coinmc 
valeur  à  S  la  moyeiiue  aiillim(''li(|ii<'  des  \;i1(MMn  L  cl  /'.  Ou 
IrcHive  aiusi 


(7) 


S  =  Ii±^^/. 


2r 


E.  — E. 


4 


L'erreur  coiumisc  sera  nn)iii(lre,  eu  valeur  ab>-ttliir,  (pic 
h  —  l'       h   Ej— E, 


mais  on  en  i^uore  le  sens. 

Cette  limite  de  l'erreur  [jcut  s(M-e|)réscnti'r  ^éomélricpu'uienl. 
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Eli  efï'et,  si  l'on  joint  (fîg-.  10)  les  sommets  A  et  B  des  ordon- 
nées extrêmes  y\  et  y^n+i  et  les  sommets  A'  et  B'  des  ordon- 
nées extrêmes  de  rang  pair  y.,  et  y.,,„  ces  deux  droites  AB  et 
A'B'  interceptent  sur  l'ordonnée  du  milieu  y„+i  un  segment  PQ 
({ui  est  précisément  égal  à  (E, —  Ej)  :  2.  L'erreur  est  donc 
moindre  que  la  moitié  du  rectangle  construit  sur  ce  segment 
PQ  et  la  distance  /^  de  deux  ordonnées  consécutives. 

La  formule  de  Poncelet  est  très  sulTisamment  exacte  et  elle 
est  surtout  pratique  à  cause  de  sa  simplicité.  Elle  ne  nécessite 
pas  le  calcul  des  ordonnées  intermédiaires  de  rang  impair. 

2"  La  formule  île  Simpson  s'obtient  en  faisant 

(8)  S  =  ^^'  =  |-(4P  +  2I-E,). 

La  formule  de  Simpson  se  montre  presque  toujours  j)rati- 
quement  la  plus  exacte.  Mais  les  principes  qui  nous  ont  servi 
jusqu'ici  ne  suffisent  pas  pour  justifier  théori({uement  sa  supé- 
riorité. Tout  ce  que  nous  voyons  pour  le  moment,  c'est  que 
l'erreur  ne  peut  surpasser 

Pour  justifier  la  supériorité  de  la  formule  de  Simpson,  il 
faut  chercher,  par  une  autre  voie,  une  expression  analytique 
de  l'erreur  commise.  Cette  expression  que  nous  allons  indi- 
(juer  pourra  servir  en  pratique  chaque  fois  que  la  dérivée  qua- 
trième de  f{x)  sera  connue.  Dans  les  autres  cas,  la  formule  de 
Poncelet  sera  préférable  à  celle  de  Simpson,  car  elle  donnera 
un  résultat  aussi  sûr  avec  moins  de  calculs. 

267.  Reste  de  la  formule  de  Simpson.  —  Nous  appellerons 
veste  de  la  formule  de  Simpson,  la  dilîérence  entre  la  valeur 
exacte  de  l'intégrale  et  celle  (pie  donne  la  formule  de  Simiison. 
Nous  allons  donc  chercher  une  expression  commotle  de  ce 
reste. 

Nous  pouvons  nous  affranchir  de  tontes  les  conditions  cpie 
nous  avons  iini)osées  à  la  fond  ion  f'(x)  tlans  les  numéros  [)ré- 
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ccdeuts.  Par  contre,  nous  dev(*ns  on  iiihodiiirc  une  nouvelle  : 
nous  supposerons  que  les  dérivées  de  ('(x)  sont  déterminées  et 
continues  jusqu'au  (piatrième  ordre  iiu^lus. 

Nous  commencerons  par  former  rex])ressioii  du  reste  dans 
le  cas  où  le  calcul  se  fait  avec  deux  subdivisions  seulement. 
Il  n'y  a  alors  fju'un  seul  point  de  subdivision  de  l'intervalle 
d'intégration,  nous  le  désignerons  par  .v  et  les  valeurs 
extrêmes  stuont  x  —  li  et  a;  +  li. 

Soit  F(.v)  une  intégrale  de  /"(.v).  La  xalcur  exacle  de  l'aire 
cherchée  sera 

V{x  +li)  —  V(x  —  li), 
et  celle  foui  nie  par  la  fcu'uiulede  Simpson 

I  [/'(-v    \-  li)  +  fix-h)  +   l/(.v)|. 

Considérons  :x:  comme  donné  et  h  comme  variable  ;  les  deux 
expressions  précédentes  seroid  fonctions  de  h  et  leur  dilTé- 
rence,  ou  le  reste  de  la  formule,  pourra  se  désigner  par  'f(/j)- 
11  vieni  ainsi 

'^{li)=^F{x+h)-V{x-h)--~[f{x^h)  +  r{x~h)-   \f{x)\. 

(lomnie  le  nionlre  un  (;al(ul  simple,  celle  (onclion  s'annule 
ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  pour  /(  <>  cl  la 
déiivée  troisième  a  i>our  expression 

fVi)  -  -  4  [/""(-v  +  h)  -  /""{x  -  h)\ . 

Désignons  par  ;  une  «pianlih'  inciuiniie  mais  ((unpii^e  enlre 
.v  —  Il  et  .V  +  h  ;   le   I  li/'orènie  des  aceroissemenK  linis  dnune 

?'"(/0  =  -^r(;)- 

Midliplions  sueeessix cnienl  pai-  ilh  el  inU'grons  IioIn  roi»,  de 
Sllit(;  les  lieu  \  nienibics  de  celle  eipial  itui  enl  re  (I  et  //.()n  |ieul 
elia(|ue  fois,  en  verlu  du  Ihéorènu'  de  la  moyenne,  el  sans 
(pTil  faille  changer  li>  sens  g/'iuMal  de  ;,  faire  soi'tir  le  facteur 
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P^d)  du  signe  \  et  n'intégrer  que  la  puissance  de  h.  Ou  trouve 
ainsi,  puisque  'i,  'i'  et  'ç"  sont  nuls  pour  h  ^  0, 

4        ,    /i-' 
r('0=-ôr(;)^ 


3 


o 


TeUe  est  l'expression  simple  et  remarquable  de  l'erreur 
commise  quand  on  applique  la  formule  de  Simpson  avec  deux 
subdivisions  seulement.  Si  la  courbe  est  une  parabole  du 
second  ou  du  troisième  degré,  la  dérivée  4"  de  f{x)  est  identi- 
quement nulle  et  la  formule  de  Simpson  donne  un  résultat 
exact. 

Ilevenons  maintenant  au  cas  général,  envisagé  au  n"  pré- 
cédent, dans  lequel  il  y  a  un  nombre  pair  2n  de  subdivisions. 
Considérons  le  segment  72/-1  +  '^21  de  la  courbe  (n"  205)  compris 
entre  les  ordonnées  yv,_i  et  yoz+i-  On  peut  le  calculer  par  la 
formule  que  nous  venons  d'établir.  11  vient  ainsi 

/  11-5 

72/-1  +  ^2,  =  -^  [y-'i-x  +  y2i+i  +  4y2,]  —  3  ni)  ^ 

où  ;  est  intermédiaire  entra  X2,— 1  et  Xoi+y. 

Faisons  la  somme  des  résultats  précédents  jiour  tous  les 
indices  i  =  1,  2,...  n  ;  il  viendra,  ;  étant  maintenant  compris 
entre  a  et  h, 

S-^  A[2I  +4P-EJ-/rir(;)|T' 


")  p-a) 


Cette  formule  coïncide  avec  la  formule  (8),  à  part  le  dernier 
terme.  C'est  la  foiinule  de  Simpson  complétée  par  rexi)ression 
du  reste.  Celte  expression  permet  donc  d'évahier  une  limite 
de  l'erreur  commise  par  la  formule  ])riniilive.  Si  la  dérivée 
quatrième  ne  cliaiige  pas  de  signe,  h;  sens  de  l'erreur  sera 
connu,  puisqu'on  connaîtra  le  signe  du  reste.  Ce  reste  pourra 


ou,  comme 

2/î/t  = 

h 

—  (i, 

CJ) 

S  - 

4i- 

-i 

4P  — 

h' 
180 
<7.). 

(^> 

332      cnAP.  IX.  CALCUL  des  aires,  des  arcs  et  des  volumes 

mémo  servir  à  rectifier  dans  une  certaine  mesiiie  le  résultat 
obtenu. 

Si  /i  est  très  petit,  l'erreur  commise  i)ar  la  formule  Simpson 
sera  très  petite,  car  elle  est  seulement  du  (pialrième  ordre  par 
rapport  à  /(.  C'esl  de  là  (jue  vieut  la  supériorité  de  celte  formule 
sur  les  antres,  où  l'erreur  est  un  inlIuinuMil  petit  d'un  ordre 
moins  élevé  quand  h  tend  vers  zéro. 


CHAPITRE  X 
Intégrales  multiples 


§  I.  Intégrales  doubles 

Avant  d'aljorder  la  définition  dos  intégrales  donbles,  il  est 
nécessaire  d'étndier  les  conditions  de  continnité  d'une  intégrale 
définie  qui  dépend  d'un  paramètre  variable.  Dans  cette  étude, 
nous  aurons  à  utiliser  une  propriété  nouvelle  des  fonctions 
continues  de  deux  varial)les.  Celle-ci  fera  l'objet  du  lemmc 
suivant  : 

268.  Lemme.  —  S/  une  fonction  f{x,  y)  de  deux  K'(iri(i})les 
indépendantes  est  continue  en  chaque  point  d'un  segment  de 
droite  ah,  à  tout  nomhre  positif  z  correspond  au  nom]}re  o, 
tel  que  Voscillation  de  f{x,  y)  soit  <^  z  dans  tout  cercle  de 
rayon  <^  o  ayant  son  centre  sur  al). 

Supposons,  par  impossible,  que  le  théorème  soit  en  défaut 
pour  un  nombre  z  donné,  nous  allons  montrer  que  f{x,  y)  sera 
discontinue  en  un  point  de  ah.  En  effet,  partageons  al)  en 
deux  moitiés,  le  théorème  sera  en  défaut  pour  l'une  d'elles  au 
moins.  Partageons  celle-ci  en  deux  autres  et  continuons  ainsi 
de  suite  indéfiniment,  en  prenant  toujours  la  moitié  la  plus 
rapprochée  de  «quand  on  peut  choisir.  Cette  suite  de  segments, 
dont  ciiacun  est  une  moitié  du  précédent  et  où  le  théorème  est 
en  défaut,  converge  vers  un  i)oinl  (a,  j)  (pii  ap[)aplient  à  toute 
la  suite.  La  fonction  sera  discontinue  au  point  (-/,  'j)  et  son 
oscillation  sera  ^  z.  En  elTet,  tout  cercle  de  centi-e  (a,  [i)  con- 
tient une  infinité  de  segments  sur  lesquels  la  condition  du 
théorème  est  imi)ossible  à  réaliser,  ce  (pii  suppose  l'oscillation 
de  la  fonction  ^  z  dans  le  cercle,  si  petit  (ju'il  soit. 

Le  lemme  précédent  subsisterait  si  l'on  remplaçait  le  scg- 
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ment  de  (1  roi  le  par  un  .sef,''monl  de  courl)e.  ^^ai.s  nous  n'aurons 
à  l'utiliser  que  pour  un  segment  de  droite  et,  comme  on  va  le 
voir,  pour  un  segment  de  parallèle  à  l'axe  des  :v;. 

269.  Continuité  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un 
paramètre.  —  Si  l'on  inlègre  j)ar  rapjiorl  à  a^  une  l'onclion 
inl(''gral)Ie  f'{x,  y)  (jui  dé})end  d'un  paramèti'e  y,  le  résultai 
sera  une  fond  ion  ^{y)  de  ce  paramètre.  Nous  nous  })ro})osons 
d'indiquei'  des  cojiditions  (|ui  assurent  la  continuité  de  'f(,v). 
Nous  avons  d'abord  la  pro]^ositiou  suivante  : 

I.  Si  f{x,  y)  est  une  fonction  eontinne  de  .\  et  de  y  dans  le 
rectangle  U,  Itorné  par  les  (i})scisses  a  et  A,  les  ordininées  h 
et  B;pliis  généralement,  si  cette  fonction  est  senlenieni  bornée 
dans  ce  rectangle  mais  n'admet  ([u'nn  nomJn'c  limité  de  points 
de  discontinuité  pour  cluujue  K'ateur  particulière  de  y,  l'inté- 
grale (qui  est  bien  définie  en  ^^ertu  des  conditions  précé- 
dentes), 

'r(y)-  rV(-v,  r)  r/A', 

est  une  fonction  ctnitinue  de  y  dans  rinter\'alle  {]>,  H). 

Soit,  en  elïet,  [j  une  valeur  particulière  tle  y  dans  cet  inlei- 
valle,  nous  allons  montrei"  (|ue  '^iy)  est  continue  au    point  [i. 

Supposons  d'abord  que  f{x,  y)  n'ait  aucun  point  de  discon- 
tinuité sur  le  segment  de  droite  d'ordonnée  [j  et  limité  aux 
abscisses  a  et  A.  Considérons  alors  la  relation 

I  riy)  -  rO)  \<y\  /'(-v,  V)  -  f{x,  »  I  dx 

J  II 

et  applijjuons  le  leinnic  (|ui  prc'-cède.  (Jncl(|nf  pclit  (pie  soit  £, 
on  |)eiil  su[)poser,  danscctlc  deniirir  init-gralc, 

I    /-(A,    V)   -  /-(A,   »    I    <  c, 

SOUS  la  condilion  |  y  —  ,^  |  "^C  '^^  au(piel  cas  !<•  point  a,  y  (\'-.t 
dans  le  cei'cle  de  layon  o  et  de  centic  (a,  ^j).  Alors  il  \  icnl,  par 
le  lli(''ol'rnie  de  la  moN'enne, 

I  r(v)  -  f(»  I  <  ^(A  -  a). 
Doni'    la  variation   de    '^{y)    ]>eut     être    rendue   aussi    jK'litc 
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que  l'on  veut  avec  z,  et  cette  fouction  est  conliuue  au  point  [t>. 
Cette  démonstration  s'étend  facilement  au  cas  où  f{x,  y) 
possède  un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  sur  le 
seg-ment  de  droite  d'ordonnée  (i.  En  effet,  admettons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'il  n'y  en  ait  (ju'un  seul,  d'abscisse  a  inter- 
médiaire entre  (i  et  A.  Désignons  par  e  un  nombre  positif 
arbitraire,  et  faisons  la  décomposition 

I  riy)  -  rO)  l<  r~'+  r^     +  r^'  I  r(-v,  y)  -  r(-v,  .3)   I   dx. 

Jx  Ja+£       Ja— £ 

On  peut  d'abord  rendre  la  dernière  intégrale  aussi  petite 
que  l'on  veut  avec  £,  car,  si  M  désigne  le  maximum  absolu  de  f, 
cette  intégrale  est  <^  4Mï  par  le  théorème  de  la  moyenne.  Après 
cela,  les  deux  intégrales  précédentes  sont  aussi  petites  que 
l'on  veut  avec  |  y  —  ,j  |  comme  dans  le  cas  précédent,  car  le 
point  de  discontinuité  d'ordonnée  [j  en  est  exclu.  Donc  la  varia- 
tion de  '^(y)  peut  encore  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut, 
et  z{y)  est  continue  au  poit  [j. 

11.  Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les  deux 
limites  x^  =  'l'iix)  et  .v,  ==  '^«(y)  ''Ont  des  fonctions  continues 
de  y  dans  l'intervalle  (h,  B).  Désignons-la  par 

r(y)  ^  L'^^'^'  ^'^  ^^^^  ^'^''  ^  '^'2^- 

Cette  intégrale  sera  fonction  continue  de  y  dans  L'inter- 
valle {b,  B),  pourvu  que  f{x,  y)  soit  continue  dans  le  domaine 
D  compris  entre  les  deux  cour])es  x  =  '/i(a'),  -v  ^  '^^(y)  <^'^  '^'■'^ 
deux  droites  y  =-  h  et  y  =  B  ;  ou,  plus  généralement,  pourvu 
(/ne  f(x,  y)  soit  Itornée  dans  le  domaine  l)  et  n'ait,  dans  ce 
domaine,  ([u'un  nomJtre  limité  de  points  de  discontinuité  j)our 
cliaque  valeur  parliculière  de  y. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent.  En  efiet,  le  domaine  D 
peut  être  compris  dans  un  rectangle  lî  limité  par  les  ordon- 
nées })  et  B  et  deux  abscisses  convenables  a  et  A.  Désignons 
par  fi{x,  y)  une  fonction  égale  à  f{x,  y)  en  tout  point  de  1)  cl 
à  0  hors  de  I).  Cette  fonction  n'a  pas  d'autres  poiids  de  discon- 
tinuité dans  le  rectangle  11  (|ue  ceux  de  /"dans  le  domaine  D 


336  CIIAPITUE   X.    I.M  l'uilSALKS   Ml'LTII'LES 

et  les  points  de  la  frontière  de  ce  domaine.  Il  n'y  en  a  donc 
qn'nn  nombre  limité  pour  chaqne  Aaknir  de  y.  Par  suite, 
l'intégrale 


J  a 


est  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  (]>,  lî).  Or  cette 
intégrale  se  rédnit  à  cp(j')  à  cause  de  la  délinilion  de  /",,  ce  qui 
prouve  le  théorème. 

270.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle 
par  des  intégrales  simples.  —  Soil  /'(.v,  y)  une  fonction  con- 
linne  dans  le  reclangle  P»  conii)ri.s  enlrc  les  abscisses  «  cl  A, 
les  ordonnées  h  et  B.  L'intégrale,  elTecluéc>  en  considéianl  y 
comme  une  conslante. 


(1)  Vr(x,y)dx, 


est  donc  une  fonclit)n  continue  de  y  tlans  rinlervallc  {h.  H)  cl 
peut,  par  conséqueid,  s'intégrer  dans  cet  intervalle,  dette  inlc- 
gralion  lournit  l'expression  suivanle  : 


(2)  \\lyVf{x,y)dx, 

J  h  J  a 


qui  rcnlcinu'  deux  signes  d'intégralion  supcrposc'-.s  cl  (pic  l'on 
ajjpcllc,  pour  cela,  une  inU'iii'dle  donhlc.  Les  variables  .v  cl  y 
(pii  int(Mviennent  dans  la  délinilion  de  cette  intégrale  vai'ient 
dans  le  rectangle  U.  Celui-ci  s'appelle  Vairc,  le  domdiiw,  ou 
le  cli(uni)  d'uili'iii'dl'nni. 

Nous  avons  supposé  la  fonction  f{x,  y)  continue  duns  1», 
mais  l'expression  (2)  conserve  un  sens  sous  des  conditions  i)ius 
générabvs.  Su|)p()s()ns,  en  elTcl,  <pn*  la  fonction  /"(.v,  ^■),  rcsl;int 
cepcndaiil  bornc'c  dans  15,  dc\icnii^'  discontinue  en  ccilains 
poiids,  mais  «pic  ces  points  puissent  se  répartir  sur  ceilaines 
ii/^ncs  continues,  (pu*  nous  aj)peiU'rons  les  lii^ncs  de  discimti- 
}iiiilcc\  (pii  seront  soumises  à  certaines  l'cstrictions  (juc  nous 
alhuis  iiidi<pici-.  Nous  sui>poserous  (pu*  ces  ligues  puissent  se 
parlai;!'!'  en  un  niunbrc  limite''  de  scgnH'uts  sui'  chacun  di's(piel.s 
.V  et  _>■  varient  conslaniiucnl  dans  le  nu^-nie  sens  ipiand  (Ui    par- 
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court  le  segment.  Un  tel  segment  n'admet,  par  conséquent, 
qu'une  seule  intersection  par  une  parallèle  à  l'un  des  axes. 
Parmi  les  lignes  de  disconlinuilé  pourront  figurer,  en  outre,  le 
cas  échéant,  des  segments  de  parallèles  aux  axes.  Quant  aux 
points  de  discontinuité,  ils  peu  vent  être  disséminés  sur  ces  lignes 
ou  les  remplir  entièrement  ;  il  peut  donc  y  en  avoir  d'isolés.  Si 
les  points  de  discontinuité  sont  isolés,  le  tracé  des  lignes  de 
discontinuité  passant  par  ces  points  demeure  donc  en  partie 
arbitraire. 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  double  conserve  un  sens 
précis.  En  eflet,  d'après  le  théorème  I  du  n"  précédent,  l'inté- 
grale simple  (1)  est  bien  déterminée  et  fonction  continue  de  y, 
sauf  éventuellement  pour  les  valeurs  exceptionnelles  de  y  qui 
seraient  l'ordonnée  d'une  ligne  de  discontinuité  parallèle  à 
l'axe  des  x.  Mais,  comme  l'intégrale  est  bornée,  on  peut  faire 
abstraction  de  ces  valeurs  exceptionnelles  dont  le  nombre  est 
supposé  limité,  et  l'intégrale  (1)  est  une  fonction  intégrable 
de  y  dans  l'intervalle  (h,  B). 

L'intégrale  double  jouit  des  deux  i)roi)riétés  suivantes,  qui 
vont  nous  permettre  d'en  transformer  la  définition. 

l"  L'intégrale  double  est  comprise  entre  les  deux  ])ornes 
niW  et  MU,  m  et  M  étant  les  deux  homes  de  f{x,  y)  dcns  le 
domaine  d'intégration,  et  11  Vaire  du  domaine. 

Ce  théorème  est  celui  de  la  moyenne  pour  les  intégrales 
doubles,  dans  le  cas  le  plus  simple.  Il  se  prouve  aisément.  Le 
théorème  de  la  moyenne  i)our  les  intégrales  simples  donne, 
en  elîet, 

7/1  (A  —  a)  <  ('  i\x,  y)  dx  <  :\f  (A  —  a). 

J  '( 

Multiplions  ces  inégalités  par  dy,  intégrons  <h'  /)  à  IJ  cl 
remar([U()ns  que  (A  —  a)  (B  —  ]))  ^  lî  ;  il  vient 

(3)  mR  <  (  \l y  i    ({x,  y)  dx  <  MR. 

:  h       .  Il 

2"  Si  Von  jxij'lage  le  domaine  d'intégration  \\  en  rerlangles 
jKirliels  [Kir  des  iKifallèles  aux  axes,  l'intégrale  dans  W  sera 
la  somme  des  intégrales  étendues  aux  rectangles  partiels. 

Il  suffit  de  prouver  ce  théorème  (piand  on  ])ar(age  le  rec- 
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tangle  R  cii  deux  autres  par  une  parallèle  à  O.v  ou  une  paral- 
lèle à  Oy,  car  la  dénionstraliou  s'étend  de  proche  en  ])roche  à 
un  plus  grand  nombre  de  subdivisions.  Or  cette  véridcalion 
est  immédiate.  Si  l'on  paringe  \\  par  la  di'oile  .v  =  p,  on  a, 
l)ar  les  propriétés  des  intégrales  simples, 

(  \ly  [  fdx  -  [  \ly  \''f<l.\  +  \    (ly  \    f<lx  ; 
et  si  l'on  i)artage  par  la  dioile  y  ^  (f,  on  a,  de  même, 
(  \ly  ['fdx  =  {\ly  [  filx   f  \  '<ly  [  f<lx. 

271.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle 
par  des  limites  de  sommes.  —  Pailageoiis  |{  en  rectangles 
élémentaires  par  des  [)arallèles  à  chacun  des  deux  axes. 
Désignons  les  aires  de  ces  rectangles  (et,  le  cas  échéant,  ces 
rectangles  eux-mêmes)  pai-  a,,  7,,...  y.„.  Soient,  en  généi-al, 
m,  et  iM,  les  bornes  inférieure  et  supéiieure  de  /"(.v)  dans  le 
rectangle  a,.  Nous  pouvons  énoncer  la  ])roposition  suivante  : 

L'intci>i'(ih'  (hmlilr  de  /"(.v,  y)  duns  le  t-i'claniilc  \\  csl  la 
limite  conuuiiiw  des  deux  sonuiws  : 

ï  M,  7.,,  1  nu  y-h 

it  u 

oldciiucs  en  dccoiiiiinsditl  1!  en  clcnicnls  rcchiiiLiiildirt's  y,  inj't- 
nimenl  petits  diiiis  les  deux  sens,  et  en  fdisdnl  Ui  somme  de 
tons  ees  éléments  multipliés  respeelivement  pdv  les  homes 
supérieure  nu  inférieure  de  Id  f<nietion  ddus  eluicnn  d'eux. 

(l'est  la  consé(pience  des  deux  proprif'tcs  iticccdcnlcs.  lin 
appli(punil  le  I  In-orènic  de  la  nu)\('nne  à  l'intégrale  élcndaran 
rectangle  /,,  on  voit  <|ne  celle-ci  es!  comprise  eidre /ïJ^v.;  el  Mf/,. 
D'autn^  pi<rt,  |tar  la  propiit'le  2',  l'inU'grale  dans  H  est  la 
somme  des  intégrales  étendues  à  Ions  les  -/,.  l']lle  eNl  donc 
comprise  en  t  re  les  deux  sommes  1  //(,  y,  i-l  1!  M,  y.,,  l'oiir  jiisl  Hier 
noire  projiosilion,  il  snllil  donc  de  di-moni  n-r  cpie  la  dillerence 
de  ces  deux  sommes,  à  sa\ oii- 

(I)  Ï(M,  — ;/,,)y,, 

a  i)oui'  limite  /ero  ipiand  l(Uis  les  reclaugles  /,  ti^'ndent  vers 
zéro  dans  les  deux  sens. 
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Cette  conclusion  est  immédiate  si  la  fonction  /"(.v,  y)  est  con- 
tinue dans  R,  car  on  sait  alors  (n"  32)  que  les  oscillations 
]\1,  —  lUi  décroissent  au-dessous  de  tout  nombre  donné  c,  quand 
les  rectangles  a,  sont  sulïisamment  petits.  La  somme  précé- 
dente lombe  alors  an-dessous  de  cila,  =  tW  et  elle  est,  par 
conséquent,  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  s. 

Cette  conclusion  subsiste  si  f(.\,  y),  restant  bornée,  est  dis- 
continue, pourvu  ({ue  l'on  puisse  enfermer  les  lignes  de  dis- 
continuité à  Uintcricur  d'une  aire  (o  aussi  petite  que  l'on 
veut.  En  elTet,  les  oscillations  M,  —  m,  décroissent  encore 
au-dessous  de  c  dans  tous  les  éléments  a,  situés  hors  de  (o  (car 
ceux-ci  sont  intérieurs  à  un  domaine  tixe  où  la  fonction  est 
continue).  La  somme  des  aires  des  autres  éléments  tend  vers 
fo  et,  par  conséquent,  la  somme  des  termes  correspondants  de 
l'expression  (4)  est  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  w.  La  limite 
de  cette  expression  (4)  sera  donc  encore  nulle. 

Il  y  a  lieu  d'observer  que  les  lignes  de  discontinuité  satis- 
feront à  cette  dernière  condition,  si  elles  se  composent  de  seg- 
ments sur  chacun  desquels  x  et  y  varient  constamment  dans 
le  même  sens.  Il  sutfit  de  s'en  assurer  pour  un  seul  des  seg- 
ments. Or  celui-ci,  admettant  une  équation  de  la  forme  y  =  'f{x) 
oîi  'f{x)  est  continue,  peut-être  enfermé  dans  le  domaine  com- 
pris entre  les  deux  courbes  x  ^  <f{x)  i  y,,  dont  l'aire  est  au 
plus  égale  à  2  y,  (h  —  (i),  donc  aussi  jietite  que  l'on  veut  avec  r,, 
({ui  est  un  nombre  ]iositif  arbitraire. 

272.  Théorème  de  l'interversion  des  intégrations.  Nou- 
velle notation  de  l'intégrale  double.  —  On  peni  intervertir  les 
variables  x  et  y  dans  tous  les  i-aisonnements  du  numéro  pré- 
cédent. Comme  d'ailleurs  la  définition  de  l'intégrale  double 
comme  limite  de  sommes  ne  dépend  plus  en  rien  de  l'ordre 
dans  lecpiel  ces  deux  variables  avaient  été  considérées,  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

La  K'alcnr  de  Vinlcgrale  donltlc  (Unis  le  rc('l(ini:;lr  l\  csl 
indcjx'nddiilc  de  l'ordre  dans  leiftiel  on  ftùl  les  iiiléi^rdUons, 
c'csl-à-dirc  que  L'on  a 

\    dx\    fix,y)dy  -^  \    dy\    f{x,y)dx. 
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Dès  lors,  pour  l'oprcseiiter  iino  iiiU-p^ralc  (l()ul)le  dans  le  rec- 
tangle R,  il  est  iialiirel  d'adopter  des  notations  (pii  rap|)ellenl 
à  la  fois  sa  délinition  connue  limite  de  souiines  et  sa  réduction 
à  des  intégrales  simples  consécutives.  Nous  nous  servirons 
des  symboles  suivants  : 

^(|^n-v,.v)^/li       ou  \\^J{x,Y)(lx(ly. 

La  (|uantil('  f'(\,  y)  <l\\  ou  /"(v,  y)  dx  dy  siii'  la(|ucllc  |)()il('  la 
double  intégi-ation  s'appelle  VcLcmcnt  de  l'iiitc ivraie  thnihU'. 
On  voit  (pie  dii  représente  Vclchnciit  d'dire  a,,  et  dx  dy  est  sa 
mesure  quand  y.j  est  un  petit  rectangle  de  côtés  dx  et  dy. 

273.  Intégrale  double  dans  un  domaine  de  forme  quel- 
conque. —  La  délinition  di'  l'intégrale  double  coninie  limite 
de  sommes  s'étend,  sans  dilïicullé  aucune,  au  cas  d'un 
domaine  I),  limité  par  des  courbes  (pielconques  soumisi's  aux 
mêmes  restrictions  que  les  lignes  de  discontinuité  (n"  270). 

(lonsidérons  une  fonction  f(x,  y)  continue  dans  ce  domaine, 
ou,  i)lus  généralement,  bornée  et  ayant  des  lignes  de  discon- 
tinuité soumises  aux  conditions  recpiises.  On  peut,  i)ar  deux 
systèmes  de  droites  parallèles  aux  axes,  décomposer  1)  en 
éléments  a,  inliniinent  [X'tils.  Tous  ces  éléments  d'aire  seront 
rectangulaires,  sauf  sur  le  bord  du  domaiiu».  Soient  M;  et  //}, 
les  bornes  supérieure  et  infcMieure  de  /(.v,  y)  dans  y.,.  La  di-lini- 
tion  de  l'inti-grale  double  dans  I)  es!  fouiiiie  par  le  llu'orème 
suivant  : 

Les  deux  soiiiines  êlcndiirs  à  hm.s  les  élcinents  y,  de  l)  : 

(l)  Ï.M,a„  v,„,,.^ 

n  I) 

lendeiil  ec/'.s  la  mèiiie  liinile  i/ii  iiid  les  rlt'-nieii Is  y,  (h'-ci-nissenl 
indé{'u\imeiil  dans  les  deux  sens.  (U'Ile  limite  cummiine  est 
riiité^iuile  double  de  l'{x,  \)  dx  d\-  dans  le  dmiKtine  D  <•/  (•//<• 
.se  repiu'seiile  fxii'  les  itiddliniis 

\  \   f{x,  y)dx  dy        ou         U    /(.v,  y)  d\). 
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Eu  elTot,  cette  limite  se  ramène  à  uae  intégrale  double  dans 
un  reetang-le.  Circonsci'ivons  au  domaine  1)  un  rectangle  li 
dont  les  cùlés  soient  parallèles  aux  axes.  Soient  a  et  A  les 
abscisses  extrêmes,  ])  et  B  les  ordonnées  extrêmes  de  ce 
rectangle.  Appelons  /',(.v,  y)  une  fonction  égale  à  f{x,  y)  en 
tout  point  de  D  et  à  zéro  en  dehors  de  D.  Les  discontinuités  de 
cette  fonction  seront  soumises  aux  conditions  présupposés,  de 
sorte  que  l'intégrale  double  de  /',(.v,  y)  dans  R  est  bien  déter- 
minée. Partageons  R  en  éléments  rectangulaires  infiniment 
petits  a,,  ce  c[ui  fournira,  en  même  temps,  le  mode  de  partage 
de  D.  Formons,  pour  la  fonction  /",  et  pour  le  rectangle  R 
entier,  les  deux  sommes  : 

(2)  i:M,a„  ^m,y-i, 

analogues  aux  sommes  (l)  du  théorème  qui  nous  occupe,  mais 
qui  ont  pour  limite  l'intégrale  de  f,  dans  R.  Les  termes  relatifs 
aux  éléments  a,  situés  hors  de  D  sont  nuls,  ceux  qui  sont  rela- 
tifs aux  éléments  a,  situés  dans  1)  sont  les  mêmes  dans  les 
sommes  (2)  que  dans  les  sommes  (1).  Les  sommes  correspon- 
dantes ^  et  i^  ne  ditîèrent  donc,  en  réalité,  que  par  les  termes 

D         u 
relatifs  aux  éléments  a^  touchés  par  la  frontière  du  domaine  D. 

Mais  comme  la  somme  de  ces  éléments,  donc  de  ces  termes, 

tend  vers  0,  les  sommes  D  et  —  ont  la  même  limite.  11  vient 

I)         li 
ainsi,  comme  nous  l'avons  annoncé, 


\\ 


f{x,y),lx(ly=  \^\^J\{x,y)in\. 


274.  Réduction  de  l'intégrale  double  aux  intégrales  sim- 
ples. —  l/inli'iivak'  ihnihlc  ilaiis  ic  doinaiiu'  1)  peut  (iiis.si  .se 
rcdiiirc  à  des  iiitcgralcH  conséciith'es  par  vappart  à  x  et  à  y. 

On  a,  en  elTel,  d'apiès  ce  (jui  précède, 

^  Jy-(  v%v)  (Ix  dy=  ^  V  ^  V,  (-v,v)  dx  =  ^\lx\)\{x,  y)  dy. 

Supposons,  ce  (pii  est  un  cas  très  frétjucnt,  ({ue  le  contour 
du  domaine  1)  ne  soit  coupé  qu'en  deux  points  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  ou  i)ar  une  paiallèle  à  l'axe  des  y.  Alors, 
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pour  cha({iio  valeur  de  x  outre  (i  et  A,  y  varie  eutre  deux 
valeurs  v',  et  >'.,  fouctious  do  .v  ;  de  même,  pour  clia([ue  valeur 
de  y  entre  J)  et  B,  x  vaiie  eutre  deux  valeurs  x^  (>l  x.,  fouctious 
de  y.  Ou  peut,  daus  les  torniules  précédeules,  sujjpiimer  les 
intervalles  d'intégration  où  /',  est  nulle,  et,  comme  /,=  /"daus 
les  intervalles  restanis,  il  vieiil 

Ij  ^J{x,  y)  dx  dy=  ij  V  5\(x,  y)  (lx=  \^\lx  jj'  VX-v,  y)  dy. 

Plus  géiuM'alcmeut,  (|uel  (pu^  soit  le  couloui-  du  domaine  I), 
on  peut  écrire  la  lormule  de  réduction  sous  la  forme 

\^  J  J{x,  y)  dx  dy  =  [  dy  J  [{x,  y)  dx  =  J  dx  J  fix,  y)  dy. 

Mais  il  faiii  inlcipréler  ce  résullal  comuK^  il  suit  : 
Supposons  qu'on  intègre  tl'ahord  par  rapport  à  .v,  i)uis  par 
rapport  à  y.  Considérant  y  comme  constant,  on  inlégic  i)ar 
raj)port  à  .v  dans  tons  les  iut(M'valles  où  /",  ^  /",  c'est-à-dire 
daus  tous  ceux  (pii  fournissent,  pour  cette  valeur  de  y,  ties 
points  (x,  y)  du  domaine  1).  En  d'autres  termes,  l'iulégra- 
lion  par  ra])port  à  x  s'étend  à  la  scclioii  du  domaine  1)  pai-  la 
droite  d'ordonnée  y.  Le  i-ésnllat  est  une  fonction  de  y,  (pie 
l'on  intègi'e  eusuit(^  |)ai-  lappoi-t  à  y  entre  les  limites  extrêmes 
du  domîuue  1). 

275.  Propriétés  de  l'intégrale  double.  —  l  '  Soient  I)  /'<///•<• 
du  donidinc  (/'//i/('i;/7///o//,  M  <•/  ///  les  Ixn-iws  siiiH'i'U'tii'C  et 
inférieiivc  de  /(.v,  y)  dans  le  doiiKiinc  I)  ;  on  n 


MD>i  l    f{x,y)d\)    ,-  /ni). 


En  elTei,  l'inlc'j^rale  donhie  e^l  la  limile  fonimnne  des  deux 
sommes  IM,-/,  et  '^nii-J.j,  Ituites  deux  eomplises  eidie  MX-//  el 
7>J^'//,  c'esl-à-dire  entre  M!)  et  ni\).  (l'est  là  une  nouvelle 
forme,  un  peu  plus  ^('uerale,  du  théorème  de  la  nmxcnne. 

2"  .S'/  Von  dci-inni>osr  (c  dinnainc  D  en  i>lnsicni's  ixirlics  imi' 
lies  It'nnsK'iTsdli's,  l'inlrii^rdU'  dnns  Des/  la  xontnu'  des  inlr- 
gi'dlcs  /)/'/.sc.s  dons  cluKinc  inirlic. 
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Nous  pouvons  supposer,  dans  la  démonstration,  qu'on  ait 
tléconiposé  D  en  deux  parties  seulement  D'  et  D"  par  une 
transversale,  car  le  raisonnement  s'étend  de  proche  en  proche 
aux  autres  cas. 

Couvrons  alors  I)  d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires  a, 
comme  précédemment,  el  considérons  la  somme  SM,a,  qui  a 
pour  limite  l'intégrale  dans  D.  Abstraction  faite  des  élé- 
ments a,  touchés  par  la  transversale,  elle  se  compose  des  deux 
sommes  (pii  ont  pour  limites  les  intégrales  dans  D'  et  dans  D". 
Mais  les  éléments  touchés  par  la  transversale  donnent  des 
sommes  qui  tendent  vers  zéro.  On  ne  commet  pas  d'eireur  en 
les  négligeant,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

276.  Généralisation  de  la  définition  d'une  intégrale  double. 
—  Soit  I)  un  <^h)maiu('  d'intégration.  Décomposons-le  par  des 
transversales  droites  ou  courbes  en  éléments  d'aires  bien 
déterminées  a,.  Soient  //i,  et  M,  les  bornes  de  f{x,  y)  dans  a,  : 

Uîntégrale  donlde  de  f{x,  y)  dans  Faire  D  est  la  limite 
cominiine  des  deux  soinmes 

S  M,a,,  S  7)1,7-/, 

éteiidaes  à  tons  les  éléments  de  Vaire  D,  ([nand  tous  les  élé- 
ments a,  décroissent  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

Ce  théorème  se  démontre  exactement  comme  celui  du  n"  271, 
sauf  (pi'il  faut  utiliser  les  deux  propriétés  énoncées  au  numéro 
précédent  qui  généralisent  celles  du  n"  270. 

On  peut  encore  modifier  la  délinition  comme  il  suit  : 
L'intégrale  double  de  f{x,  y)  dans   1)  est  la  limite  de  la 
somme 

([ni  s'étend  à  tons  tes  éléments  a,  de  l'aire  D  el  on  ;,,  y.,  est  un 
point  arbitraire  de  y.j,  quand  tons  ces  éléments  décroissent 
indéfiniment  dans  tous  les  sens  et  que  leur  nombre  augmente 
indéfiniment. 

p]n  elTcl,  /■(;,,  y,,)  est  compris  cuire  //j,  el  M,  ;  par  conséquent, 
la  somme  considérée  dans  ce  nouvel  énoncé  est  iuleiinédiaiie 
entre  les  deux  sommes  de  l'énoncé  précédent. 
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277.  Théorème  de  la  moyenne.  —  Si  la  f'oiiclion  -^{x,  y)  no 
change  pas  dv  sigiu'  dans  l(>  doniaiiie  I),  cl  si  la  loiu-lioii  /"(.v,  y) 
est  comprise  entre  les  liniiles  m  el  M,  rinlé^iale 

\  \  r(-v,  y)  r(-v,  V)  (Jx  dy 

sera  comprise  entre  les  deux  ex[)r('ssi()ns  suivantes  : 

m  \  (   'f(.v,  y)  (Ix  dy,         M  \  [   -^(.v,  v)  dx  dy. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  llu'ori'uic  de  la  moyenne,  (pii 
est  l'analogue  du  théorème  corr(!spondant  sur  les  inlégiales 
simples  et  dont  la  démonstration  est  tout  aussi  immédiate. 

278.  Intégrales  triples.  —  Les  considérations  piécédentes 
s'étendent  à  trois  variables  indépendantes  .v,  y,  z  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  la  notion  des  ititéi>;r(iles  tfiples.  Nous  nous 
contenterons  d'énoncer  les  résultats,  les  démotist rations  se 
faisant  comme  pour  les  intégrales  doubles. 

Faisons  varier  le  point  .v,  y,  z  dans  un  i)risnu'  rectangu- 
laire R,  borné  par  les  vahnirs  a  et  A  de  .v,  7>  el  H  de  y,  e  et  G 
d(^  z.  Soit  /'(.v,  y,  z)  une  fouclion  continue  de  a%  y,  z  dans  ce 
domaine,  ou,  [)lus  généralement,  une  fonetion  bonu'edont  les 
})oints  de  discontinuité,  isolés  ou  non,  se  répartissent  sur  un 
nombre  limité  de  surf ixco,^  plancfi  ou  cofir/>p.s  appelées  surfaces 
de  discontinuité.  Les  surfaces  ('o«;'7je.s  sont  (Tailleurs  soumises 
à  certaines  restrictions.  11  faut  (ju'en  les  coupant  i)ar  un  plan 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  système  de  lii>nes  de 
dis(<nitinnilé  (pii  en  résulte  satisfasse  aux  conditions  imposées 
jus(pTici  à  ces  lignes  dans  le  plan  dr  deux  \arial)lcs. 

Ceci  posé,  l'oi'mons  rcx[)i-ession,  bien  (b'-lcrniint'c  : 

(1)  V  dx  [  \ly  \    r{x,y,  z)dz, 

<pii  résulte  de  trois  intégrations  consécutives,  la  i)remièi-(>  par 
rapjtort  à  r-  en  considéi'aut  A",  >' comme  constants,  la  deuxième 
par  rapport  à  y  en  cousidi'ianl  a  coninie  couslanl ,  la  troisième 
par  rapport  à  a.  (iellc  expi-ession  est  une  intcixcali'  tiiidc 
étcndni'  tin  cohune  ou  an  donuiinc  W. 
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Ôii  peut  la  définir  aussi  coninio  une  limite  de  sommes  : 
L'intégrale  triple  de  f{x,  y,  r)  dam-i   R  est  la  limite  eom- 
miine  des  deux  sommes 

S  »ï   7  '^M-7- 

oJdennes  en  décomposant  le  domaine  R  en  éléments  de 
Kudume  prismatiques  et  infiniment  petits,  y,, par  trois  systèmes 
de  plans  respectivement  parallèles  aux  plans  coordonnés, 
et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  volumes  élémentaires, 
multipliés  respectivement  par  les  J>ornes  inférieure  nij  et 
supérieure  M,  de  f{x,  y,  z)  dans  chacun  d'eux. 

L'ordre  des  variables  u'iulervient  plus  dans  cette  di'linilion, 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  intègre  successivement  une  même  fonction  f{x,  y,  z) 
par  rapport  aux  trois  varialdes  x,  y,  z  entre  des  limites  con- 
stantes, le  résultat  ne  dépend  aucunement  de  Vordre  dans 
lequel  on  effectue  ces  trois  intégrations. 

La  définition  de  l'intégrale  triple  s'étend  aussi  à  un  volume 
(V)  limité  par  une  surface  fermée  de  forme  quelconque  qui  eu 
fait  la  frontière.  Toutefois,  pour  que  la  théorie  précédente  des 
intégrales  doubles  se  généralise,  il  faut  assigner  à  cette  fron- 
tière des  restrictions  analogues  à  celles  que  nous  avons  impo- 
sées aux  surfaces  de  discontinuité.  Supposons  que  l'on  coupe 
le  domaine  (V)  par  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coor- 
donnés, par  exemple  par  le  plan  d'ordonnée  ;  ;  les  points  du 
domaine  (V)  qui  appartiennent  au  plan  z  forment  un  domaine 
à  deux  variables  x,  y,  (pie  l'on  appelle  la  section  du  domaine 
(V)  par  le  plan  z.  Il  faut  admettre  que  le  contour  de  cette  sec- 
tion satisfait  aux  conditions  (jup  nous  avons  imposées  précé- 
demment à  la  frontière  d'un  domaine  à  deux  variai)les,  et 
faire  la  même  hypothèse  pour  toute  autre  seclit)n  parallèle  à 
l'un  des  plans  coordonnés. 

L'intégrale  triple  de  f{x,  y,  z)  dans  un  dimiaine  (V)  de 
forme  ([uelconque  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
SM,a,-  et  S/«,a,  que  l'on  olttient  en  décomposant,  par  des  sur- 
faces (fuelconques,  {\)  en  V(dumes  a,  infiniment  iictils  en  ions 
sens  et  en  faisant  la  somme   de   ces  éléments   a,   miilliitliés 
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respecU^'CDWiit  par  les  ])()rni's  siipcrionrc  M,  et  infcricuro  du 
de  f(x,  y,  z)  dans  cIkiciui  fFeiix.  Celte  liniile  se  désigne  pur 


(2)  \\^\^J\x,y,z)dxdydz. 


dette  intégrale  .s(M^aitaiissi  la  liniitede  la  somnic  ^/"(c,,  ^,,  E,)  a,- 
étendue  aux  mêmes  éléments  en  clioississanl  arbitrairement 
dans  a,   le  point  (;,,  y,,,  ^,). 

Si  l'on  partage  le  volune  (\')  en  plnsionis  nulrcs,  rinl(''giale 
triple  dans  (\')  est  en(U)i"e  la  somme  des  inli'graics  étendues  à 
chacnn  des  volumes  partiels. 

Le  théorème  de  la  moyenne  s'étend  aux  intt'giales  triples. 
Nous  en  énoncerons  seulement  le  cas  particulier  sui\ant.  Si 
l'on  désigne  par  \'  la  mesure  dn  volume  (rinlégratiou  (\'),  et 
par  ;j.  une  valeui-  moyenne  de  /'  tlans  ce  donmine,  ou  peut 
écrire 

(3)  \^^^J-ix,y,z)dxdydz  =^  y.W 
Kn  particulier,  si  f  ^  1,  il  vient 

(4)  V=^  JJ^'^J.vr/.rr/:., 

ce  qui  donne  Vexpression   i>énéi'(ili'  <V(ui   \nlinne  sous  loruie 
d'intégrale  triple. 

279.  Réduction  des  intégrales  triples  aux  intégrales  sim- 
ples.—  (Considérons  riiiti''gial(>  t'Ieudue  à  un  \oluuie  (\)de 
forme  quelconque 


\\\ax,y,z)dxdydz. 


dette  intégrale  SI'  lamèue  aist-nieul  à  une  autre  prise  dans 
un  j)iisme.  Soient  a  et  A  les  \;deurs  exlrénu-s  de  a-,  I,  d  \\ 
ci'Ues  de  y,  e  et  Cî  celles  de  :•  dans  le  domaiue  (\  ).  Le  prisuu'  lî 
borné  j)ar  ces  trois  couples  de  \aleurs  (outieut  le  (hnmiine  (\  ) 
el  lui  es!  circouscril .  |)onc,  si  l'on  doii^ue  par  /,  une  l'onc- 
litui    t'j^ale  à    /'  en    huil    |ioiul    de  (\  )  e(   à  /ero  en   dehors,   on  a 

/■(a-,  y,  :■)  dx  dy  dz  ^  \\\    l\(x,  y,  z)  dx  dy  dz. 
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L'intégrale  dans  II  se  calcule  par  trois  inl«''g-ratioiis  simples 
consécutives,  effectuées  par  rappoit  à  .v,  y,  z-  dans  un  ordre 
arbitraire,  par  exemple  le  suivant  : 


(5)  [\lx  f\/y  \  'f,{x,Y,z)dz. 

J  f(  J  //  Je 


On  peut  remplacer  cette  intégrale  par  une  autre  portant  sur 
la  fonction  f.  11  sullit,  pour  cela,  de  réduire  les  intervalles 
d'intégration  à  ceux  dans  lesquels  f  =  f^. 

Mais  ceci  demande  un  peu  d'attention.  Si  le  point  {x,  y,  z) 
varie  dans  le  volume  (V),  le  point  (.v,  y)  varie  dans  une  aire  Dj 
du  plan  a:,  y,  qui  est  la  projection  de  (V)  sur  ce  i)lau  et  dont 
le  contour  G,  est  le  contour  apparent  de  (V)  sur  ce  même  plan. 

Supposons  que  la  surface  (|ui  limite  {\)  ne  soit  rencontrée 
([n'en  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  z.  Les  coor- 
données X,  y  de  cette  droite  devront  appartenir  à  D,  pour 
qu'il  y  ait  intersection,  et  les  ordonnées  c-,  et  r-.,  des  deux 
points  d'intersection  seront  des  fonctions  continues  de  .v,  y 
dans  Dj.  Gomme  f^  est  nulle  hors  de  D  et,  par  conséquent, 
hors  de  l'intervalle  (r-j,  ;.,),  l'intégrale  (5)  peut  se  réduire  à 


(6)  y^J.V(/yJ;/V/r.. 


Supposons  que  le  contour  apparent  G,  du  volume  (V),  lequel 
limite  l'aire  l^i  dans  le  i)lau  xyy  ne  soit  rencontré  qu'en  deux 
points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y.  Les  ordonnées  y,  et  y., 
de  ces  deux  points  sei'ont  des  fonctions  continues  de  a:  entre  a 
et  A,  et  la  réduction  de  l'intégrale  double  dans  D,  nous 
donnera  la  formule  de  réduction  de  l'inlégrale  triple,  à  savoir 

(7)  J\/.vJ'v/y  J >'/-•• 

G'est  la  formule  cliercliée.  I>a  première  int(''graliou  se  fait 
par  rapport  à  r-  (pour  X"  et  y  constants)  sur  la  section  du 
volume  (\  )  par  la  droite  x  =  x,  y  =  y  ;  la  seconde  se  fait  par 
i-ai)port  à  y  (pour  x  constant)  sur  la  section  \y,\v  la  droite 
X  ^-  X  de  la  piojection  de  (V)  sur  le  plan  xy  ;  la  troisième  se 
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fail  i)ar  rapport  à  x  siii-  la  pi'ojci'lioii  du  voliinio  (^')  sui-  l'axe 
des  X. 

Celle  règle  s'applnpie  au  cas  général  ;  la  seuU'  dilTérciicc  es! 
que  ces  diverses  seclious  peuveul  se  composer  d'un  in)nil)i'e 
])lus  ou  nu)ins  grand  et  niénie  variable  d'inleivalies  dislincls. 
On  écrira,  dans  lous  les  cas,  les  limites  i-estanl  à  lixei', 

(8)  [  \  ij    fdx  (ly  (h.  =  [  (Ix  [  (ly  l  fdz. 

La  l'oiinule  ((>),  cpii  nous  a  seivi  tl'iiilerniédiaii'e  [)()ur  arri- 
ver à  la  formule  (7),  ramène  le  calcul  de  l'intégrale  lrii)le  à 
rintégralion  double  tl'une  intégrale  simi)le.  On  j^miI  encore 
procéder  aulreinent.  Si  l'on  coupe  le  volunu>  (\  )  i)ar  un  plan 
lîoimal  à  Ox:  cl  d'abscisse  x  iulermédiaire  eidre  a  el  A,  les 
ct)ordonnées  y,  :2  d'un  j)oiul  de  la  section  varient  dans  un 
domaine  Sy  à  deux  dinu'usions  (|iu'  Ton  appelle  aussi  la  .scc- 
tioii  du  volume  (V)  par  le  plan  x.  Si  l'on  atlribue  cette  valeur 
à  X,  la  fonction  /',  est  donc  nulle  hors  de  S^.  La  formule  (.")) 
peiil  ainsi  se  réduii'e  à 

(9)  Sj'\/x  \^\jdydz.. 

La  réduction  de  l'intégrale  double  dans  l'aire  S^  ramènerait 
encore  à  la  formule  (S). 

On  pourrait  évidemnu'ul  changer  l'ordre  des  iuti'grations 
dans  la  formule  (S),  nuiis  il  faudrait  i^iMUM-alenienl  changer  les 
limites  des  intégrales  sim[)les  successives.  La  manière  de 
déterminer  ces  limites  résulte,  dans  lous  les  cas,  des  considé- 
ralions  cpii  précèdent. 

280.  Intégrales  multiples  d'ordre  quelconque.  —  Lu  supei- 
posanl  des  intégi'ations  pai'  rapport  à  (piaire,  cin(|,...  n  \aria- 
bles  iu(l(''peu(lanles,  ou  loinie  des  intégrales  (pia(lru|)lcs, 
(piinlu})les,...  /j-u[)les.  Les  théories  précédentes  s(>  généralisent 
d'elles-ménu's.  (îes  intégrales  multiples  d'ordre  (pielcompu'  se 
rencontrent  fi-écpu^nmeid  en  théorie,  mais  elles  ne  ligurenl  le 
plus  s(Mi\ cnl  dans  les  i-aisonncmenls  <|U('  par  leui'  (h'-li  iiil  ion 
et  il  est  i'ai'<'  (pi'on  ait  à  les  calculer.  Il  niiIHI  donc,  ponr  le 
nnunenl,  d'en  signaler  rcxislence. 
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§  2.  Formule  de  Green  dans  le  plan. 
Déterminants  fonctionnels.  Changement  de  variables 

281.  Formule  de  Green  dans  le  plan.  —  Green  a  fait  u.sage 
d'une  formule  importante,  (|ui  ramène  une  intégrale  dou])le  à 
une  intégrale  eurviligne  et  à  la- 
quelle on  a  donné  son  nom.  Nous  Y 
allons  la  faire  connaître. 

Considérons  un  domaiue  J)  limité 
par  un  contour  fermé  C.  Suppo- 
sons d'abord  qne  ce  contonr 
(fîg.  11)  se  compose  de  deux  arcs 
de  courbes  RS  et  PQ  et  de  deux 
parallèles  à  l'axe  des  y,  RP  et  SQ. 

Les  ordonnées  y,  et  y.^  (Vj  >3'i)  des  deux  courbes  sont  sup- 
posées fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle  («,  A)  corres- 
pondant aux  deux  arcs  considérés.  Nous  admettons  d'ailleurs, 
comme  cas  particulier,  que  les  deux  arcs  puissent  se  rejoindre 
par  leurs  extrémités,  au(juel  cas  l'une  des  droites  du  contour  C 

ou  toutes  les  deux  disparaîtront.  Soit  alors  P(.v,  y)  une  fonc- 

^P 
tion   continue  et   uniforme   ainsi  crue  sa  dérivée  ^- —  dans  le 

domaine  D.  On  a,  par  la  formule  du  n°  274, 


Fia    il 


2P 


dx  dv 


■^     çy.^  DP 
dx\    -—dv 

y.  ^y  ' 


P(.v,y,)//.v—     P(.v,  .^-,)(/A■ 


^ 


Ces  deux  dernières  intégrales  simples  sont  des  intégrales 
curvilignes  :  la  première  est  eflectuée  sur  l'arc  PQ,  la  secon<le 
sur  l'arc  RS.  Il  vient  donc 

Or  je  dis  (pie  ce  résultat  peut  encore  s'éci'ire 

En  efTel,  (|ii;iii(l  ou  suit  le  contour  C  dans  le  sens  direct,  on 
parcourt  successivement   les  deux  arcs  HS  et  QP  et  les  deux 
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droites  SQ  et  PR  ;  mais,  l'intégrale  élant  nulle  sni'  ces  deux 
droites,  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte, 

La  formule  précétlenle  s'étend  sans  ]ieine  à  une  aire  D 
entourée  par  un  contour  C  de  forme  fpu>leonïpu\  ])ourvu  (pie 
ce  eoidonr  satisfasse  aux  condilions  liahilurllcs.  l]n  cITcl,  on 
peut  alors  par  des  transversales  décomposer  D  en  morceaux  1),, 
1  ).,...  limités  par  des  coidours  semblables  à  celui  sur  le(]uel 
nous  venons  de  raisonner.  L'inlé^rale  double  dans  chaque 
morceau  se  ramèiu;  à  une  intégrale  euivili^ne.  Vlw  faisant  la 
somme  de  ces  intégrales  doubles,  on  obtient  l'intégrale  dans  1). 
D'autre  part,  la  somme  de  ces  intégrales  cuivilignes  se  réduit 
à  l'intégrale  sur  C,  car  celles  sur  les  transversales  dispa- 
raissent. En  elTet,  eluKpie  tiansversale  est  parcourue  deux 
fois  en  sens  contraires  suivant  f|u'on  la  considère  comme 
fi'ontière  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  morceaux  (|u'elle 
sépare,  et  les  deux  iidégrales  cori-espondantes  se  (b'I misent. 

Soit  maintenant  Q(.v,  y)  une  autre   jonction,  continue  dans 

,        ,     2Q 
1  aire  1)  ainsi  ({ue  sa  dérivée^; —  ;  la  l'ormule 

vX 

4^  (Ixdv  =  \   ()(lv 

U^X  •  J,; 

s'établit  comme  la  précédente.  En  i-etiauclianl  les  {]cu\  érpia- 
tions  l'uiu^  de  l'autre,  il  vient  entin 
DO         M' 


,      .clxdv  -  \    Pdx  -\    {)<lv. 
i,\D.v         Dy  J  •         Je 

Telle  est  la  formule  de  Green.  Elle  ramène  le  calcul  i\v  l'in- 
tégrale double  dans  l'aire  1)  à  celle  d'une  int(''grale  (iii\ilii:ne 
elîectuée  sui'  le  contour  de  cette  aire. 

Posons,  en  particulier,  Q  -^  a*  el  1*  —  — y;  il  vient,  helaiil 
la  nu'siii'e  de  l'aire, 

\    {xdy  —  ydx)       'l\[   dxdy       2  1). 

C'est  l'une  des  formules  (pii  expriment  l'aiie  D  inlcMieuie  au 
contour  (I  par  une  intégrale  sui-  le  contour  (n'  2r)l).  Les  deux 
autres  : 

D  =  —  \    y  dx  -  l    .V  dy, 
s'obtiennent    en    [)osant    (J        (>,    1'  -  — y   un    (J       a",    P  ^  0. 
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2821.  Déterminant  fonctionnel  ou  jacobien.  —  Soient  u,  v 
deux  variables  indépendantes  ;  .v,  y  deux  fonctions  de  ces 
variables  : 


X  -  'ç(u,  V')» 


'M",  ^')> 


continues  ainsi  que   leurs  dérivées   partielles  premières.    Le 
déterminant 

?.v      ^.v 


J 


1)11         Î)V' 


se  nomme  déterminant  fonctionnel  ou  jacobien  de  .v,  \- par 
rapport  à  u,  \\  Il  se  reju'ésente  par  l'un  des  symboles  : 


D 


(-V,  y) 

(u,  <') 


d(x,  V) 
d{ii,  V) 


Kx,  y) 


qui  rappellent  la  notation  des  dérivées.  Et,  en  effet,  nous 
allons  voir  que  le  déterminant  fonctionnel  possède  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  de  la  dérivée.  Nous  signalerons  les 
suivantes  : 

I.  Les  variables  u,  v  peuvent  être  elles-mêmes  des  fonctions 
de  deux  nouvelles  variables  indépendantes  n',  v',  admettant 
aussi  des  dérivées  partielles  continues,  aucpiel  cas  on  a 


Hy      Tiy 


lix     2iii         7>x     "bv      Hx     lu         lix     2v 
2)y     1)11         "Dy     TfK'      2  y     2\u         Dy      ?v' 


et,  d'api'ès  la  règle  de  la  mnltiplication  des  délei-minanls, 

d{x,  y)  _  d{x,  y)     d(n,  e) 
din\  r')        d(n,  V)     din',  e')" 

Cette  formule  est  analogue  h  celle  de  la  déiivation  des  fonc- 
tions de  fonctions.  On  l'utilise  aussi  sous  la  forme 

d{x,  y)  _   d{x,  y)   .    d{ii,  v) 


d{n,  V)         d{n',  e')        d(ii',  e') 


352  CHAPITRE  X.   INTÉGRALES  MLLTII'EES 


IL  Quand  a'  =  x  et  v'  --^  y,  la  formule  précédente  devient 
d{x,  y)        ^      d{u,  <') 


(1(11,   V')  <1{X,  Y) 

Donc  le  jacobien  de  x,  y  par  rai)[)oi'L  à  n,  \'  est  l'invei'se  de 
celai  de  /*,  v'  i)ar  rapport  à  .v,  y,  ce  qui  i'ap[)('lie  la  rè^le  de 
dérivation  des  fondions  inverses.  Cette  rè^le  suppose  l'exis- 
tence des  fonctions  u,  v'  inverses  de  x,  y.  Mais  on  peut  s'en 
assurer  pai'  le  Ihéorèine  suivant  : 

III.  Si  les  fondions  x,  y  prennent  les  valeurs  x,,,  r„  au  point 
II,,,  e,,  et  que  leur  jacobien  J  ne  s'annule  pas  en  ce  point,  réci- 
|)rocpiement  ii,  v  sont  des  fonctions  de  A",  y  continues  dans  le 
voisinage;  du  point  a:,,,  y„  et  preiuml  les  valeurs  «„,  vv,  au 
|)oint  .Vo,  3',,.  Ces  fonctions  sont  univoepies  et  admettent  des 
diM-ivées  i)artielles  (n"  122). 

IV.  Voici  une  règle  ({ui  généralise  celle  de  (h'-rivation  des 
fondions  composées.   Soient  x  et  y  deux   fonctions  de  ;,  y,,  '1  : 

X  =  'f(;,  Y„  ■^),         y  =  '1(1,  f,,  0- 

Si  ;,  7,,  Z  dépendent  de;  deux:  vai'iables  //,  e.  l*i'oposons-m)Us 
iVciï  calculer  le  déterminant  luiidioniid 

j  _  d{x,  y) 
d{u,  e) 

Nous  allons  di'inout ler  (juc  l'on  a 

^  '     '        d{l,  Y.)  d{ii,  V)  '^   rf(y.,.0  d{ii,  e)        ^/(:,  ç)    f/(H,  v)' 

l{ernplac()iis    d'aboi'd,    daus    .1,   a    seul    par    :;(;,   r,,  ^),    donc 

i)a  2x     îç 

^: — par — r h  etc.  Ce  ddeimiiiaiit   se  décompose  en    une 

î>«  De     7)11 

somnu'  d'autres  : 

dix^y)    _  3-v    d{l  y)        3^  ^H'nX)         ^v    (/(:,  V) 
r/(//,e)^       '?r  '/(//,  e)  ?ï,     J(/;,  e)       "    ?:     f/(a,  c)  ' 

C'est  une  expi'essiou  II  mcmI  re  des  (N'-terniiiiaiits  fonel  ionuels 
de  (;,  ,\"),  (y,,  y),  (~,  y).  I  îeuiplaeons  maintenant  daus  l'cux-ci  y 
par  '!^(;,  y,,  ^)  ;  ils  VDut  s'exprimer  à    leur  lour  liut'aiiement  au 
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moyen  de  ceux  de  (;,  y.),  (y,,  t),  Ci,  ;),  car  ceux  de  (;,  ;),...  sont 
nuls.  Or  on  voit  immédiatement  que  les  termes  qui  renferment 
le  déterminant  fonctionnel  de  (;,  r.)  sont 

"Hx    2y   cJ{z,  Y,)         S.x    Dy   d{r„  l) 
'W  T^  (1(11,  v)   "^  T^  ^"  d{ii,  <ô' 

ce  qui  prouve  la  formule  (i),  car  cette  somme  revient  à 

djx,  y)    (/(;,  Y,) 
d(i,  Y.)     rf(zz,  V)' 

La  définition  du  jacobien  s'étend  à  un  nombre  quelconque 
de  fonctions  x^,  .v., .v„  du  même  nombre  de  variables  indé- 
pendantes ll^,  11^,...  ii„.  On  pose 


J  = 


^  ...  ^ 


Les  propriétés  I,  II,  111  et  IV  se  généralisent  d'elles-mêmes. 

283.  Correspondance  de  deux  aires  ;  uniforme,  directe  ou 
inverse.  Calcul  d'une  aire  en  coordonnées  curvilignes.  — 
Rapportons  les  variables  ii,  v  à  deux  axes  rectangulaires  Ou 
et  Ov  ;  les  variables  .v,  y  à  deux  axes  rectangulaires  O.v  et  Oy. 
Les  formules 

dans  lesquelles  -^  et  6  vérifient  les  conditions  du  n"  précédent, 
établissent  un  certain  mode  de  correspondance  entre  les  points 
du  plan  nv  et  ceux  du  plan  .vy.  Nous  supposerons  qu'elles 
font  correspondre  les  points  d'une  aire  D'  intérieure  à  un  con- 
tour C  dans  le  plan  xy  à  ceux  d'une  aire  D  intérieure  à  un 
contour  C  dans  le  plan  m\ 

La  correspondance  sera  uniforme  si  à  tout  i)()int  de  D  cor- 
respond un  point  de  D'  et  un  seul,  à  tout  i)oint  de  D'  un  point  D 
et  un  seul.  En  d'autres  termes,  elle  sera  uniforme  si  à  tout 
contour  fermé  décrit  par  le  point  (u,  v)  correspond  un  contour 

23 
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fermé  décrit  par  le  point  {x,  y)  et  réciproquement.  Il  est  clair 
que  les  contours  C  et  C  des  deux  aires  se  correspondront 
alors  en  particulier. 

La  correspondance  est  directe  si  les  points  correspondants 
{il,  e)  et  (x,  y)  décrivent  les  contours  fermés  dans  le  même 
sens  (direct  ou  rétrograde)  ;  elle  sera  inverse  si  les  sens  des 
parcours  sont  opposés  pour  ces  d(Hix  points.  Cette  définition 
suppose  évidemment  que  le  mode  de  correspondance  soit  le 
même  quels  que  soient  les  contours  fermés  considérés. 

Supposons  que  le  déterminant  J  ne  change  pas  de  signe 
dans  l'aire  D  et  que  la  correspondance  des  deux  aires  D  et  1)' 
soit  uniforme.  Proposons-nous  d'évaluer  Taire  D'  par  une  inté- 
grale étendue  à  D.  A  cet  effet,  nous  allons  nous  appuyer  sur 
l'expression  connue  (n"  2S1)  de  l'aire  D'  par  une  iidégrale  cur- 
viligne : 

D'  =  (    xdy. 

Celle-ci  se  réduit  à  une  intégrale  ordiiuiii-e  en  ctnisidcMant  //, 
V  et,  par  suite,  x,  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante t  qui  varie  de  tf,  à  T  (piand  le  point  ii,  v  décrit  le 
contour  C,  et  le  point  correspondant  x,  y  le  contour  G'.  Xous 
supposerons  que  le  point  x,  y  décrit  C  dans  le  sens  direct, 
alors  on  aura 

La  dernière  intégrale  est  la  transformée  en  l  de  rinlc'grale 
curviligne  sur  C 

X    -^-    (lu  -f     '      (IV 
c     \  OU  dv 

oïl  £  désigne  l'unité  positive  ou  iK'gativc,  à  savoir  -  I  si  le 
contour  C  est  parcouru  dans  le  sens  direct,  —  1  s'il  est  par- 
couru dans  le  sens  rétrograde. 

Cette  intégrale  est  encore  égale  à  D'  et  nous  allons  la  trans- 
former par  la  loiiniilc  de  (Irccn.  l'osons 

ou  Dv' 
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tl'oii,  en  supposant  l'existence  et  la  continuité  de  ^    \    , 

lu         Dv        211    Dv         2v    "du  ' 

il  viendra  * 

D'=  ^\JPau  .  U  ,/>■)  ^  .  \  l{§-^yi"  "'•  -  \  \  ,;l  ""  .'- 

Observons  que  D'  est  positif  et  que  J   ne  change  pas  de 
signe  ;  il  s'ensuit  que  îJ  =  |  J  |  et,  par  conséquent, 


J  Ju 


J    du  dv. 


C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir.  La  démonstra- 
tion que  nous  venons  d'en  donner  est  due  à  M.  Goursat. 

La  quantité  '  J  du  f/v'  sous  le  signe  d'intégration  s'appelle 
Vêlement  de  l'aire  D'  dans  le  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes u,  V.  La  formule  précédente  est  la  formule  générale 
pour  la  quadrature  des  aires  planes  en  coordonnées  curvi- 
lignes. 

Remarque.  —  Puisque  sJ  est  positif,  il  faut  en  conclure  que 
£  =^  +  1  ou  —  1  suivant  ({ue  J  est  positif  ou  négatif,  donc  les 
points  (u,  v)  et  {x,  y)  décrivent  les  contours  G  et  G'  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  contraires  suivant  que  J  est 
positif  ou  négatif.  Gomme  les  mêmes  raisonnements  peuvent 
se  faire  sur  une  portion  quelconque  de  Faire  D'  et,  par  suite, 
sur  un  contour  quelconque,  il  s'ensuit  que  la  correspondance 
des  aires  D  et  D'  est  directe  ou  inverse  suivant  que  J  est  posi- 
tif ou  négatif  dans  l'aire  D. 

284.  Théorème.  —  Si  le  jacolncn  J  de  x,  y  par  rapport  à 
u,  V  ne  s'annule  pas  dans  raire  1),  si,  de  plus,  le  point  (x,  y), 
lié  à  {u,  c),  décrit  dans  son  plan  un  contour  simple  C  quand 
{u,  v)  décrit  le  contour  C  de  l'aire  D,  les  aires  D  et  D'  respec- 
tivement intérieures  à  G  et  à  G'  se  correspondent  uniformé- 
ment. 

Désignons  provisoirement  par  A  le  domaine  du  point  x,  y 
quand  n,  v   varie    dans  le  domaine  1).   Nous  allons  montrer 


356  CHAPITRE  X.   INTÉGRALES  MULTIPLES 

d'al)<)r(l  (jiie  A  ne  i)cul  avoir  d'autre  froiilière  ({uc  C,  et  pour 
cela,  que  tout  point  .Vy,  y^^y  qui  correspond  à  un  i)oint  «„,  v„  de 
V intérieur  de  D  est  lui-même  intérieur  à  A.  A  cet  effet,  remar- 
quons que,  J  n'étant  pas  nul,  on  peut  appli(juer  le  théorème 
d'existence  des  fonctions  implicites  (n"  122)  :  u  et  r  sont  fonc- 
tions continues  de  x  et  y  et  varient  tlans  le  voisinage  de  «oCt  i^, 
donc  à  Vintérieur  de  1),  quand  .v  et  y  varient  dans  un  cercle 
suffisamment  petit  autour  de  .v„,  )'„  ;  donc  ce  cercle  sulfisam- 
ment  petit  fait  partie  du  domaine  A  et  son  centre  est  inté- 
rieur à  A. 

Le  domaine  A  ayant  C/  pour  uni(jne  frontière  et  ne  pouvant 
s'étendre  à  l'infini,  ne  peut  être  que  la  partie  D'  du  plan  inté- 
rieur au  contour  C.  Donc  les  aires  D  et  D'  se  correspondent. 

Il  est  clair  (pu>  le  })oinl  .v,  y  décrit  un  contour  fermé  si  u,  v 
en  décrit  un.  Pour  établir  l'uniformité  de  la  correspondance, 
il  reste  à  montrer  que  //,  c  décrit  aussi  un  contour  fermé  en 
même  temps  (|ue  x,  y. 

Sup]K)sons,  par  impossible,  (|u'un(^  lij^ne  L  (|iii  joint  deux 
points  distincts  </„.  c„  et  //,,  \\  de  l'aire  1)  ait  pour  coiivspon- 
dante  dans  D'  une  lig-ne  feiinée  L'  partaid  du  j)oint  .v,,,  y,,  et  y 
revenant.  Nous  allons  montrer  qu'il  y  a  là  une  contradiction. 

Puisque  J  ne  s'annule  pas,  les  variables  u,  v  sont  fonctions 
continues  et  uniformes  de  x,  y  dans  le  voisinage  de  tout  point 
de  la  ligne  I/,  de  sorte  que,  si  l'on  déforme  1/  d'une  manière 
continue,  la  ligne  correspondante  L  se  déforme  aussi  d'une 
manière  continue.  On  peut  ])ar  une  'déformation  continue 
réduire  la  ligne  L'  au  seul  point  .v„,  y,,,  sans  eu  cliangcr  les 
extrémités  qui  coïncident  eu  ce  point.  Donc  la  ligne  L  devrait 
se  réduire  en  même  temi)s  à  un  seul  j)()int,  ses  extrémités 
restant  fixes  aussi  (à  cause  de  l'unilormité  des  fonctions), 
chose  impossible  puis(pu'  ces  extrémités  sont  distinctes. 

285.  Changement  des  variables  dans  les  intégrales  dou- 
bles. —  Soit  /(.v,  y)  une  fonction  de  .v,  >',  iutégi'able  dans 
l'aire  D' consich'iée  au  u"  28)^.  l'ormous  l'iulégiale  de /'dans 
cette  aire  et  pi'oposons-nous  de  chau^'-cr  de  vaiiables  par  les 
relations  x  ^  '-^(f/,  c),    y-  ^  ■!^(/;,  \')   du   même   uunu'i'o.  Le  i»ro- 
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blènie  consiste  à  remplacer  l'intégrale  dans  D'  par  une  autre 
équivalente  effectuée  par  rapport  à  u,  e  dans  l'aire  1).  Il  se 
résout  par  la  formule 

t  (  ^^^  f{x,  y)  dx  dy  =  J  J  ^^  f  ('^,  '!>)  1  J  1  du  dv. 

Nous  allons  la  démontrer  en  suivant  la  méthode  de  M.  Gour- 
sat.  Décomposons  l'airè  D  en  éléments  infiniment  petits  a,-  par 
des  transversales,  l'aire  D'  en  éléments  intîniment  petits  a',  par 
les  transversales  qui  correspondent  aux  précédentes.  Soient 
m,  et  M,  les  bornes  de  f'{x,  y)  dans  a,'  ou  (ce  (pii  est  la  même 
chose)  de  f{o,  ii)  dans  a,  ;  il  vient,  })ar  le  théorème  de  la 
moyenne  (n**  277), 

iiii  \[     I  J  j  du  Jr  <  (  (     I  J  I  /-('i,  'l)  du  ^/o  <  M,-  f  (     I  J  i  du  dK\ 

Les  deux  membres  extrêmes  ont  respectivement  pour 
valeurs  m,a-  et  Mja-  par  la  foi-mule  du  n"  283.  Donc,  si  l'on 
somme  toutes  les  inégalités  comprises  dans  les  précédentes 
par  la  variation  de  l'indice  l,  il  vient 

Sm,a;  <(^|  J  i  /('f,  '!>)  du  dv  <  }CM,a:-. 

Or  les  deux  membres  extrêmes,  par  détinition,  ont  pour 
limite  commune  l'intégrale  de  f{x,  y)  dans  D'.  Cette  intégrale 
est  donc  égale  au  terme  du  milieu,  ce  que  nous  voulions 
démontrer.  D'où  la  règle  suivante  : 

Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale  double,  il 
faut  reniidacer  x  et  y  par  leurs  valeurs  en  fonetions  des 
nouvelles  variaJdes  u,  v,  et  l'élément  d'aire  dxdy  par  l'élé- 
ment d'aire  dans  le  sy^stème  de  coordonnées  u,  v.  On  rem- 
place le  domaine  d'intégration  relatif  à  x,  y  par  celui  qui  lui 
correspond  dans  le  plan  uv. 

286.  Transformation  en  coordonnées  polaires.  —  C'est  un 
cas  particulier  de  la  transformation  générale  i)récédente.  Le 
passage  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
polaires  se  fait  par  les  formules 

'  x  =  r  cos  i,  y  =  r  sin  i. 
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Le  jacoliieii  a  pour  valeur 


J  = 


cos  'S  —  r  siu  'ç 
sin  'S        r  cos  's 


r. 


L'élément  d'aire  eu  coordonnées  polaires  est,  par  conséquent, 
r  dr  d'^.  La  formule  de  transformation  d'une  intégrale  par 
rapport  à  x,  y  eu  une  autre  par  rapport  à  /',  'i,  sera  donc 


f{x,  y)  dx  dy  =  \  \    /"(/'  cos  -i,  /•  sin  ■:,)  r  dv  d's,, 
n  "  "^        j  j  I) 


les  domaines  d'intégration  se  corrcspoudant, 

EXERCICES 


I.  Si  l'un  pose  F(X,  Y)  =  \    ilx  \    j'{.\,y)dy,  on  a 


VF 


Uécipro<inoni('nl,  si  F  salisfail  à  la  socoiulc  r(iiialion,  on  a 

(/.v  \    f(x,  v)  dv  =  F(X,  Y)  —  F(r/,  Y)  —  F(X,  h)  +  V(,t,  h). 

Il  J  h 

Flondi'c  L'OS  résultais  à  trois  vai'iabios. 

2.  Km  considri-ant    une   inlt'^iaic  donhlc  dans   un  li'iani;l('.  druiontri-r 
que 


dx  \   f(x.y)dy=  \   dy  \    f(x,y)dx. 


',].  Soit  A  une  rc-^'ion  du  plan  liniiir'e  par  deux  coui'ltcs  de  niveau  d'une 
fonetion  eontinue  l'(x,y),  c'esl-à-dire  par  deux  li,t;nes  sur  les(|uelles  /" 
^•arde  i-espeelivenuMit  les  valeurs  ecuislantes  /",  et  f,  (fi  ■<  [■>)•  On  sup- 
pose ([ue  l'on  trace  les  lignes  de  luveaux  inlerniédiaiies,  *pie  toutes  ees 
lignes  soient  l'erinées  et  (jue  l'cui  sache  calculer  l'aire  F,  comprise  dans 
l'intérieur  de  cliaipu'  li^ne  (/").  Soient  li,  et  \].,  les  vali'urs  de  K  p<Mir  les 
M'hues  extièines,  on  aura,  selon  (pr<ui  (  onsidi' lera  1".  cuuinie  fonction  tic  / 
ou  l>ien  /"eoninie  l'onction  de  K, 


\\ 


f(x.v)dxdv=\      fdV. 

J  J  A  Ji: 


V.f 


-\^K./A 


U.  C.ousidértuis  /"  connue  fonction  de  K;  soit    ^1",   la    porlicui   du   plan 
cniuprisr   clilrc   deux     Niques    succcsivt's    df(l')    et    (/'    •     A/)-    '•'    vall'Ulilc 
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l'iutéfjrale  double  dans  \E  esl  f  AE  où  /"'  est  une  valeur  intermédiaire 
de  /"dans  ^E.  Donc,  en  faisant   tendre  les  \E  vers  0,  il  vient 

f{x,  V)  dx  dv  =  Uni  Sf  AK  =  \    '/'(-v.  .V)  c/E. 

4.  Coordonnées  elliptuiues.  Considérons  les  coniques  lioniofocales 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  Par  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  cette  espèce,  une  ellii)seet  une  hyperbole,  car,  pour  chaque 
système  .v,j^, cette  équation  a  deux  racines  positives  X  et  [a  comprenant 
entre  elles  c^.  Les  quantités  X,  [>■  sont  les  coordonnées  elliptiques  du 
point  v,  y.  Montrer  que  l'on  a  : 


\fl\^  t/(X-c^)(c^-|^) 

X  =  -^'  y  = ' 

dix,y)  _  _  J_  X-l>- 

d(X,  (X)  4  |/x^x  —  c2)  (c^  —  {A)  ■ 

Paludier  le  mode  de  correspondance  des  aires  situées  dans  les  plans  x, 
y  et  X,  (A- 

5.  Déterminer  deux  fonctions  P  el  (J  de  deux  variables  .v  et  y  de  fac^^on 
que  rinlét-rale  curvilif^ne 

I  P(.v-  +  a,  y  +  'i)  dx  +  o(.v  +  a,  y  +  ,3)  dy-, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé   quelconque,  soit  indépendante  des 
constantes  *  et  [i  et  ne  dépende  que  du  contour  lui-même. 

R.  Transformant  en  intég-rale  double  par   la   formule  de  Cireen,    on 

2»P         2Q 

remarriiu' (lue  ^^ r —  dnil  se  réduire  à  une  constance  k.  il  est  facile 

'       '       liy        D-v 

(l'en  déduire  les  expressions  de  P  el  de  (J. 

§  3.  Aire  d'une  surface  courbe 

287.  Définition  analytique  de  l'aire  d'une  surface.  —  Gou- 
sidc'ioiis  mu;  siii-face  doiméc  par  iiiu^  re[)r(>.s(Milati()ii  parainé- 
Iriquo  (ou  eu  coordonnées  curviiigiu'.s)  : 

Nous  supposons  la  conliruiilé  d(;  ces  trois  fonctions  et  de 
Icuis  dérivées  premières  ;  nous  posons 

^  _   iljy,  z)  ^  g  _  d(z,  X)  ^  ^  ^  cl(x,y) 


(l(ll,  O)  (l{ll,  v)  (l{u,  v) 
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et  nous  admettons  que  ces  trois  déterminants  fonctionnels  ne 
s'annulent  pas  simultanément  dans  une  aire  iî  du  plan  h,  v. 
Si  le  point  (a,  v)  décrit  l'aire  12,  le  point  {x,  y,  z)  décrit  une 
portion  de  surface  (S).  Nous  définirons  a  priori  l'aire  S  de 
celle  portion  de  surface  par  la  formule 

(1)  S  =  J \^^j  \^+WTW(iii (h^, 

et  nous  dirons  que  l'élément  de  cette  intégrale  double,  à  savoir 


dn  =  |/A'^  +  B'-  +  CUliidv, 

est  Vêlement  d\iirc  de  la  surface  (S)  en  coordonnées  curvi- 
lignes n,  t'. 

Pour  justifier  ces  définitions,  nous  montrerons  a  ponteriovi 
que  la  valeur  de  S  ne  dépend  (pie  de  la  forme  de  la  surface  et 
s'accorde  avec  ce  que  la  notion  d'aire  peut  avoir  d'intuitif. 

Il  existe  entre  l'élément  d'aire  et  l'élément  d'arc  sur  la  sur- 
face une  dépendance  qu'il  importe  tout  d'abord  de  signaler. 
L'élément  d'arc  a  pour  expression 

(/.s2  =  dx-  +  dy'  +  dz"  =  EJji-  +  2¥du  dv  -\-  (W/v-, 
oîi  l'on  ;i  posé 

^11-       <)h^       t)u- 
_  Sx     7)x         ()y    3y         ^3     t)3 

Ik"        <)v'-         Dv- 
Or  on  a  id(Mili(|U('m('nt 

A^  +  li-  +  G^  =  EG  —  F-  ; 
il  ^  ieiil  donc 

(2)  S  =  (Lj  EG  — G-(/// Jv. 

Celle  nouvelle  expression  de  l'iMénicnl  il'airc, 


1  EG  —  F-  du  Jv 
dépend    nnicpuMiienl    de   la    foi  nie    (|ii;i(li;ili(pie   ds'    exiniinée 
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en  du,  (h\  Elle  mel  eu  évidence  que  la  valeur  de  S  reste 
invariable  dans  un  changenienl  d'axes  rectangulaires,  car 
dx'^  +  dy-  +  dz-  ou  ds'-  n'est  pas  altéré  par  cette  transforma- 
tion (ni,  par  conséquent,  E,  F,  G,  puisque  du  et  dv  sont  arbi- 
traires). 

La  formule  (1)  est  susceptible  d'une  interprétation  géomé- 
trique. Supposons  d'abord  G  dilîércnt  de  zéro  dans  tout  il.  Les 
cosinus  directeurs,  cos  X,  cos  Y,  cos  Z  de  la  normale  à  la  sur- 
face sont  proportionnels  à  A,  B,  G.  Comme  cos  Z  ne  s'annule 
pas,  la  normale  n'est  en  aucun  point  perpendiculaire  à  OZ  et 
nous  pouvons  la  mener  dans  le  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu 
avec  cet  axe.  Nous  avons  alors,  le  cosinus  étant  positif, 

^  I  G  I 

cos  /  = 


|/A2  +  B^  +  G'^ 
Ainsi,  la  formule  (1)  prend  la  forme 


ii  '      '  cos  z 

Soit  D  la  projection  de  la  surface  (S)  sur  le  plan  xy.  Les 
points  de  il,  de  (S)  et  de  D  se  correspondent  uniformément,  de 
sorte  que  nous  pouvons  transformer  l'intégrale  précédente  en 
une  autre  étendue  à  l'aire  D  du  plan  xy.  Le  détermiuant  de  la 
transformation  est 

j  _  dju,  y)  _  ^    d{x,y)  ^^  ^  .  ç, . 
d{x,y)         ■  d{n,  v)         '      ' 

il  vient  donc 


(3)  S  = 


dx_dy 

D  cos  Z 


Nous  avons  supposé  G  +  0.  Si  A  ou  B  ne  s'annulait  pas,  on 
obtiendrait  deux  autres  formules  analogues  à  (3),  mais  en  pro- 
jetant sur  l'un  des  deux  autres  plans  coordonnés.  Dans  le  cas 
général,  on  peut  partager  la  surface  en  morceaux  sur  chacun 
desquels  l'un  ou  moins  des  tiois  déterminants  n'est  pas  nul,  et 
l'aire  totale  de  la  surface  est  la  somme  des  aires  partielles.  I^a 
formule    (3)    et    ses    analogues   mettent    en    évidence  que  la 
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valeur  S  de  l'aire  no  dépend  ])as  non  plus  du  choix  des 
coordonnées  curvilig'nes  ii,  v  qui  sont  éliminées  de  cette 
formule.  Elle  ne  dépend  donc  (|ue  de  la  forme  de  la  surface. 
Dans  des  conditions  où  la  formule  (3)  a  été  étaJjlie,  c'esl-à- 
dire  quand  aucun  plan  lang-ent  à  la  surface  (S)  n'est  per- 
pendiculaire au  plan  xy,  cette  portion  de  surface  ])('ut  être 
délinie  par  l'équation 

z  =  f{x,y). 

Soient  p  et  q  les  deux  dérivées  j)artielles  {supi)osées  conti- 
nues) de  z  par  rapport  à  a:  et  à  y,  nous  avons 


cosZ=  1  :  1  1 +p-  +  g% 
d'où  la  foimule,  j)ropi*e  au  calcul, 

(I)  S^  [^^j'i+p'  +  qUlxdy. 

288.  Définition  synthétique  de  l'aire  d'une  surface.  —  En 
s'appuyaiil  sur  les  résultats  précétlenls,  ou  peut  doiiaer  de 
l'aire  d'une  surface  une  déliuilion  synthéticpu'  iiulc'itcndaiitc 
de  toute  représentation  anfdyti(ine  de  La  surface.  Il  faut 
seulement  supj)oser  la  surface  tlouée  d'un  plan  lancent  dont 
l'oiieutation  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du 
point  de  contact. 

Xous  énoïK'eions  d'abord  le  lemme  suivant,  (pii  lésnlle  de 
rapi)licatit)n  du  Ihéoi'ème  de  la  moyenne  à  l'inté^i-ale  (3)  : 

Soit  (P)  un  plan  tel  ([u'il  ne  soil  normal  à  aucun  des  plans 
tani^cnls  menés  à  une  portion  de  surfiu-c  (S)  ;  l'aire  S  de  celte 
portiini  de  surface  est  égale  au  <iuotienl  de  raii-e  de  la  pro- 
jection de  (S)  sur  te  plan  (P)  par  le  cosinus  de  rangle  que  fait 
«ecc  (P)  l'un  des  plans  tangents  à  (S)  couK^enattlemeut  clioisi. 

N'oici  nuiinlcnanl  la  (h'Iînition  annoncée  : 

L'aire  d'une  poi-tion  (S)  de  surface  est  la  litnite  de  la  somme 
des  aires  des  ])roJecti(ms  de  cluuiue  élément  sur  l'un  de  ses 
plans  tangents  quand  on  pai'lagc  (S)  en  éléments  injiniment 
petits  dans  tous  les  sens. 

\]\\  cIlVI,  soient  :  t,  un  ('•h'mcnl  de  (S),  y,  l'aire  de  la  pi'ojcclion 
de  ?,  sur  l'un  (I*,)  de  ses   |)lans  tan^^cnts,  Z,  l'an^^le  inlinimenl 
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petit  (le  (Pj)  avec  un  autre  plan  (P,')  tang-eut  au  même  élément 
convenablement  choisi.  On  a,  par  le  lemme  précédent  qui 
s'applique  à  chaque  élément  7f, 

S  =  lim  ï  7,  =  lim  i:  ^V  =  lim  ïa,. 
cos  Li 

En  efîet,  cos  Z,-  tend  uniformément  vcis  l'unité  pour  tous  les 
indices  et  peut  être  négligé. 

Cette  nouvelle  définition  est  indépendante  et  tout  système 
d'axes  ;  elle  ne  fait  appel  qu'aux  propriétés  intrinsèques  de  la 
surface  et  elle  s'accorde  tout  naturellement  avec  ce  (pi'il  peut 
y  avoir  d'intuitif  dans  la  notion  de  l'aire  d'une  surface. 

§  4.  Formules  usuelles  de  cubature  et  de  quadrature. 

Applications 

289.  Volumes  en  coordonnées  rectangulaires  et  semi- 
polaires.  —  Un  solide  étant  limité  en  tous  sens  par  des  sur- 
faces planes  ou  courbes,  les  points  de  ce  solide  forment  un 
domaine.  (N  )  En  axes  rectangulaires,  le  volume  ^  du  solide  est 
donné  par  l'intégrale  triple  (n"  278) 

(1)  ^'  ^  ^^^    dxdydz. 

Les  intégrations  peuvent  se  faire  de  diiîérentes  manières  : 

1"  Sommation  par  ti'anches  parallèles.  Soient   a  et   A  les 

valeurs  extrêmes  de  .v  dans  D.  Désignons  i)ar  S^.  la  section  du 

solide   par  le   plan   d'abscisse  .v  normal  à  Ox,   ou  encore  le 

domaine  du  point  y,  z  dans  cette  section.  On  a  (n"  27U) 


^■  =  S>iSs;'^"'^- 


Mais  l'intégrale  d(^  dy  dz  représente  l'aire  (fonction  de  .v)  de 
la  section  S^,  de  sorte  qu'il  vient,  '^(x)  désignant  cette  aire, 

(2)  \  =  ['^{x)dx. 

Donc,  qnand  on  connaît 'i(.v),  la  (N'icrniiiiatioii  dn  volume  V 
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se  réduit  à  une  simple  quadrature.  Quand  on  emploie  celte  for- 
mule, on  dit  que  le  calcul  du  volume  se  fait  par  tranches 
parallèles.  En  elï'et,  l'élément  Z'{x)  dx  de  l'intégrale  est  la 
valeur  principale  du  volume  de  la  tranche  du  solide  comprise 
entre  les  plans  a:  etx  +  clx.  C'est  la  formule  (2)  que  l'on  a  appli- 
quée dans  un  chapitre  antérieur  (n"  25S).  On  poiiiiait  en  écrire 
deux  autres  analogues  relatives  à  y  et  à  2;. 

2"  Sonimatioii  par  jlleis  iwlsmatiqucs.  ilevenons  à  la  for- 
mule (1)  et  ell'ectuons  une  première  intéj^ralion  pai-  ra|)i)orl 
à  z.  Supi)osons  que  la  surface  du  solide  ne  soit  coupée  qu'en 
deux  points  par  une  i)arallèle  à  O*.,  et  soient  z^  et  z.^  les  ordon- 
nées fonctions  de  x,  y  de  ces  deux  poinls.  Désignons  enfin 
par  D,  la  porlioii  du  i)lan  x\\"  sur  huiuellese  })rojette  le  solide, 
portion  limitée  par  le  conlour  ap})arenl  de  ce  (hMiiicr.  Ou 
a  (n"  279) 

(3)         V  =  JJ^^   J.vr/yJ'%/r.=  JJ^^  (-.---,)  '/-vJy. 

La  délerminalion  do  Y  est  ramenée  à  une  inl(''fj^rale  double. 
On  ilit  (|ue  la  sommation  des  éléments  se  fait  par  lilets  pris- 
matiques, parce  que  l'élément  (z.^  —  r-,)  </.v  <Iy  île  cette  inté- 
f'-rale  est  la  vahuir  })riucii)ale  du  volume  d'un  lilet  compiis 
dans  le  solide  entie  deux  plans  x  et  x  +  dx  peri)eudiculaii'es  à 
O.v  et  deux  autres  plans  y  et  y  4-  dy  perpendiculaires  à  Oy. 

La  formule  (3)  se  simplilie  lors(pie  le  solide,  ayant  une 
base  B  dans  le  plan  xy  lui-même,  est  limité  latéralement  |iar 
une  surface  cylindrique  parallèle  à  Or-,  l't  supéiieurement 
par  une  surface  z  —  fi^t  y)-  l^-ii  base  H  constitue  aloi's  le 
domaine  l),  ;  on  a  3,  =  0  et  z.^  —  z  (.l'on 


(I)  ^ ^\\  ^•'^■'"'y 


3"  Soinni(iLi<ni  luir  lilets  in'isiiKtliijiws  en  coordoimccs  scnii- 
iwldirca.  La  sommation  par  fdets  ])rismali(pu\s  se  fait  souvent 
au  moyen  des  coordonnées  semi-polaires  dans  l'espace,  r-,  /•  l't  0, 
ce  (pii  re\  ient  à  se  servir  des  coordonnées  polaires  ;•  et  'j  dans 
le  plan  .v\-.   Tiansformons  ainsi  l'intégrale  (1)  :  il  faut  icnipla- 
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cer  l'élément  d'aire  dx  dy  pai'  r  dr  d'i  (n"  286),  ce  qui  donne 

(5)  ^^  ^  \\    -'''^'''^^^• 

L'intégration  s'étend  au  domaine  du  poinl  (/,  0)  daus  la 
base  B. 

290.  Volumes  en  coordonnées  polaires.  —  Considérons 
comme  pôle  O  l'origine  dc  trois  axes  rectangulaires  OXYZ.  En 
coordonnées  polaires,  un  point  M  est  délini  par  son  rayon 
vecteur  r  (sa  distance  à  l'origne  O),  par  sa  latitude  fj  (l'angle  de 
0^1  avec  OZ)  et  par  sa  longitude  '^  l'angle  du  demi-plan  méri- 
dien ZOM  avec  ZOX).  Quand  M  décrit  tout  l'espace,  r  varie  de  0 
à  oo ,  9  de  0  à  -  et  '^  de  0  à  2  -. 

La  transformation  dans  l'espace  des  coordonnées  rectangu- 
laires -v,  y,  Z'  en  cordonnées  polaires  r,  cp,  h  revient  à  deux 
transformations  successives  de  coordonnées  rectangulaires  en 
coordonnées  polaires  dans  le  plan  : 

La  première  transformation  a  lieu  dans  le  plan  équatorial  xy 
et  se  fait  par  les  formules  : 

(A)  .v  =  p  cos  'i,  y  =  ?  sin  cp, 

p  étant  la  projection  de  r  sur  le  plan  xy  ; 

La  seconde  transformation  a  lieu  dans  le  plan  méridien  z,  p 
et  se  fait  par  les  formules  : 

(B)  z=  7' cos  0,  p  ^  r  sin  0. 

La  transformation  résultante  est,  en  délinitive, 

x  =  r  sin  0  cos  'j,  y  =  r  sin  0  sin  tp,  z  =  r  cos  0. 

Pour  évaluer  un  volume 

faisons  successivement  les  deux   transformations  (A)  cl  (B). 
Il  vient,  i)ar  (A), 


\^\dz\\dxdy^  \d-z\\.d;.d'y, 
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ensuite,  en  changeant  l'ordre  d'intégration,  il   vient   par  (U) 

V  =  [  (i^  [  {  p  fjç^dz  -  [  (h  [  [  z  rdrd'i  ; 
et,  en  éliminant  p  par  la  relation  (H), 

(6)  \  ^[[[r'HinfulrMdz, 


Cette  intégrale  doit  être  étendue  au  domaine  du  i)oiiil  (/',  0,  :;) 
dans  le  volume  (V). 

L'expression  à  intégrer 

r'~  s'iuh  (Irdhd-:^ 


est  Vêlement  de  volume  en  coordonnées  poldirea.  11  est  facile 
d'en  doniuu'  l'interprétation  géométiique.  A  cet  eflet,  décom- 
posons le  voliime(V)en  éléments  i)ar  trois  familles  de  surfaces  : 
des  sphères  de  centre  O  définies  i)ar  leur  layon  /•,  des  cônes 
d'axe  OZ  définis  par  l'inclinaison  H  de  leur  génératrice,  et  des 
plans  passant  ]iar  OZ  définis  })ar  leur  orientation  i.  L'élénuMit 
de  volume  en  coordonnées  i)olaires  est  celui  (pii  est  compris 
entre  les  deux  sphères  r  et  /•  +  dr,  les  deux  cônes  0  et  0  -t-  dh, 
les  tleux  plans  'f  et  .p  +rf'^.  En  elTet,ce  volume  i)eut  être  assimilé 
à  un  prisme  infiniment  petit,  ayant  pour  arêtes  dr,  rd'l  et 
/•  sinhd'f,  donc  pour  volume  /•-  sin  0  dr  dh  d-^. 

Supposons  que  le  rayon  vecteur  Jie  coupe  la  surface  du 
solide  (iiTen  (huix  j)()ints.  Soient  r,  et  /'/les  valeurs  (fondions 
de  0,  -z)  de  v  en  ces  deux  points.  Désignons  par  K  le  {k)maine 
de  (0,  i)  dans  le  solide.  On  jieut  eltectuer  la  première  intégra- 
tion par  rapport  à  ;•,  ce  ({ui  donne 


(7)  V  =i((    (riJ  — r?)sinOJO^/-^. 


lin  particulier,  si  l'origine  est  dans  rinliMieur  d\\  solide  el 
que  le  layon  vecteur  iu>  coui)e  la  surface  frontière  tlu  solide 
(pi'en  un  seul  point,  il  faut  faire  r,  -^  0  dans  la  formule  pré- 
cédente. Il  vient,  /•  se  rapportaid  maintenant  à  la  fionlière  du 
volume. 


1     f  i:Tt  ÇTZ 

(8)  V  =  J\     d-A    r'sinhdh. 
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Dans  ces  deux  dernières  formules,  l'élément  de  l'intégrale 
double  est  le  volume  d'un  cône  élémentaire  compris  entre  les 
deux  cônes  0  et  0  +  dh  (de  révolution  autour  de  Oz)  et  les  deux 
plans  cp  et  f  +  ds,  (passant  par  Or). 

Nous  allons  donner  quelques  applications  de  ces  formules. 

291.  Sommation  par  filets  prismatiques.  —  Soit  à_calculer 
le  volume  compris  entre  le  plan  xy,  le  paraboloïde  elliptique 

z  =  a.v-  H-  [ty- 

et  le  cylindre  vertical  (pii  a  pour  base  l'ellipse 

—  +  ^^  =  1. 

La  base  du  solide  est  plane,  c'est  la  portion  B  du  plan  xy 
intérieure  à  cette  ellipse.  La  formule  (4)  donne 

V  =  J  J  ^z  dx  dy  ^  a  J  J  ^x'  dx  dy  +  [i  ^  J  ^y'  dx  dy. 

Les  valeurs  extrêmes  de  x  dans  B  sont  —  a  et  -\-  a  ;  les 
valeurs  extrêmes  de  y  pour  un  même  x  se  tirent  de  l'équation 
de  l'ellipse,  elles  sont 

A,A-s V- 

Il  vient  donc 

\\    x'^dxdy=\       .v-(/.v  \      "rfy=4\    X'y^dx^  —  \  x-dx\'^a'^ — x^. 

Par  le  changement  de  variables  a;  =  «  sin  '^,  cette  expres- 
sion se  ramène  à  l'intégrale  connue  (n"  187) 

4  a^h\  'sin-.i  cos^-s  d'^  =  a^h^- 
Jo         '  '     '  4 

L'intégrale  de  yhlx  dy  dans  iî  sera  ah-  ^,  car  elle  se  déduit 

de  la  précédente  par  une  simple  permutation  de  lettres.  Il  vient 
donc 

V  =-^a7j(art2-f  '^K-). 
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292.  Problème  de  Viviani.  Coordonnées  semi-polaires.  — 
On  coupe  un  cylindre  circulaire  droit  indélini  inir  une  .sphère 
dont  le  centre  se  tiunive  sur  la  surface  du  cylindre  et  dont  le 
rayon,  a,  est  égal  au  diamètre  de  la  section  droite  du  cylin- 
dre. Calculer  le  volume  commun  à  la  sphère  et  au  cylindre. 

Prenons  l'orig-ine  an  centre  de  la  .si)lière,  l'axe  des  ^  paral- 
lèle an  cylindre.  La  section  (droite)  dn  cylindre  par  le  plan  xy 
est  un  cercle  passant  par  l'origine.  Menons  l'axe  des:x;  par  son 
centre  ;  l'équation  de  ce  cercle  sera,  en  cot)r(lonuées  polaires, 

r  =  a  cos  0  ; 

celle  de  la  splière  sera,  en  coordonnées  rectangulaires, 

.v-  +  y^  -\-  z-  =  a-, 
d'où,  en  coordonnées  semi-polaires, 


a- —  r^ 


(Iherclions  d'abord  le  volume  Y  commun  à  la  demi-sphère 
située  dans  la  région  des  ;•  j)ositifs  et  au  demi-cyliiulrc^  situé 
dans  la  région  des  y  j)ositifs.  (]e  volume  a  pour  hase  B  dans  le 
plan  xy  la  demi-section   droite  du  cylindre  dans  laquelle  0 

varie  de  0  à  y.  D'autre  i>art,  pour  une  même  valeur  de  0,  le 

rayon  r  varie  dans  celte  base  de  0  à  a  cos  0.  11  vient  donc,  par 
la  formule  (5), 

V-\\    zrdrdh=yd^i\  rdr\'a'  —  r'=^-^\    {l —sïuh)  dh 

t: 

--|^r'(l— sinO  +  sinOcos-'O)  JO       (  ^ |-j -^. 

l*our  obtenii-  \v  volume  (>nlier  commun  à  la  sphère  et 
au    cylindre,    il    faut    ([uadrnpler   ce    résultat,    ce    cpii    (h)nne 

j-;^ ct)"'  ^""^  premier  terme  est  égal  au  volume  de  la  demi- 
sphère.  Donc  Vexcès  du  K'olume  de  la  demi-sphère  située  du 
coté  des  .X  positifs  sur  celui  t/u'cn  détache  le  cylindre,  est 
égal  au  ncw^'ièmc  dn  cuhc  du  diamèlre.  (l'est  un  exemple 
classi(pie  d'une  cubature  (pii  se  fait  exaclement  (c'est-à-dire 
sans  introduire  d'in  alionnclle). 
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293.  Quadrature  des  aires  courbes.  Aire  du  dôme  de 
Viviani.  —  Les  intégrales  les  plus  employées  pour  évaluer 
l'aire  d'une  surface  courbe  (S)  sont  celles  du  n"  287  : 

étendues  à  la  projection  D  de  (S)  sur  le  plan  .v^^,  et  celle  qu'on 
en  déduit  par  l'introduction  des  coordonnées  polaires  7'  et  G 
dans  le  plan  .v>'  : 

rdrclH 


(10)  S  = 


D      COS  Z 


C'est  de  celle-ci  que  nous  allons  nous  servir  pour  évaluer 
l'aire  du  dôme  de  Viviani. 

Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  l'exemple  du  n"  292, 
il  s'agit  de  trouver  l'aire  de  la  portion  de  surface  spliéri([ue 
comprise  dans  le  cylindre. 

Conservons  les  mêmes  axes  que  précédemment  et  considé- 
rons seulement  la  demi-sphère  située  dans  la  région  des  z 
positifs  et  le  demi-cylindre  situé  dans  celle  des  y  positifs.  Soit 
S  la  portion  de  l'aire  de  cette  demi-sphère  comprise  dans  ce 
demi-cylindre;  sa  i)rojection  sur  le  plan  xy  est  l'aire  B  consi- 
dérée au  n"  292,  de  sorte  (pie  l'on  a 

dxdv        Ç  ['     rdrdh 


I H    COS  z  J  J 15    cos  Z 

Ce  cosinus  s'obtient  de  suite,  car  on  a  3  ^  rt  cos  Z,  d'oîi 


„        2        \' cr — r' 

cos  /  =  —  = — 

a  a 

Portons  cette  valeur  dans  l'intégrale  (h)nble  ;  les  limites  de  /• 
et  de  0  sont  les  mêmes  qu'au  292,  il  vient  (k)iu' 

S  =  [  '  r/0  ('""'    -^-    =  a'  [\i-  sin  0)r/0  =(~-  []a\ 

Pour  obtenir  l'aire  de  la  portion  de  la  surface  sphérique 
comprise  dans  le  cylindre,  il  faut  ([ua(lrnj)ler  ce  résultat,  ce 
qui  donne  (2-  —  4)  «'-.  Le  premier  terme  est  égal  à  l'aire  de  la 

24 
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demi-sphère.  Donc  l'excès  de  Vaire  de  la  demi-sphère  située 
du  coté  des  x  positifs  sur  celle  que  le  cylindre  en  détache,  a 
pour  valeur  4a^.  Donc  cette  aire  est  égale  au  carré  fait  sur  le 
diamètre  de  la  sphère.  C'est  le  i)romier  exemple  <iu'oii  ait 
trouvé  d'une  surface  courbe  exactement  quarrable. 

294.  Quadrature  des  aires  courbes  en  coordonnées  curvi- 
lignes.  —    La   formule  générale   <[uc   nous   avons  établie  au 

n"  288, 


(il)  S=  ^Jj^^l'EG-F^^/jM/s', 

est  aussi  d'un  grand  usage.  Elle  ramène,  comme  les  précé- 
dentes, le  calcul  de  l'aire  S  à  une  intégrale  double.  Mais  il  y  a 
trois  cas  principaux  dans  lesquels  cette  quadrature  se  ramène 
immédiatement  à  une  intégrale  simple  : 

1°  Surfaces  engendrées  par  le  mom^ement  hélicoïdal  d'une 
courlic.  On  appelle  mouvement  hélicoïdal  celui  qui  se  com- 
pose d'une  rotation  et  d'une  translation  dont  les  axes  coïn- 
cident. Prenons  l'axe  du  mouvement  pour  axe  des  x,  et  soient 
X  =  çp(«),  Y  =  <^{u)  les  équations  de  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  .vv.  Lorsque  cette  section  (considérée  comme  généra- 
trice de  la  surface)  auni  tourné  de  l'angle  v,  sa  translation 
sera  av  (a  constant)  ;  le  point  (X,  Y,  0)  sera  venu  en  (.v,  y,  c) 
où  l'on  a  : 

a;  =  X  +  ra',         y  ^  V  cos  v,         z  =  Y  sin  \', 

ce  (pii  donne  uni»  représentation  (!<'  la  suiface  en  coorchjnnées 
curvilignes  u,  \\  K\\  acccninant  IcsdiM'ivées  piir  rapport  à  u,  on  a 

ds^  =  (X'2  +  Y"-)  du'  f  2^/  X'  du  dv  +  (Y"  +  «'')  r/v-  ; 

ï)ar  suite, 

EG  —  F^  -  YMX"  +  Y'-)  +  a- Y'". 

Cette  expression  ne  dépendani  ipu'  de  u,  l'inlégialion  par 
i-apport  à  v  dans  la  formule  (U)  sera  ininn-diate. 

2"  Surfaces  de  révolution.  Si  la  lianslation  est  nnlie  dans  le 
déplacement  précédcMit,  la  surface  est  de  révolution.  Dans  ce 
cas,  rt  =  ();  d'où  l'on  conclut 

[  EG  —  F''  =  Y  |/X'«  +  Y'*. 
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Par  conséquent,  l'aire  engendrée  par  une  révolution  entière 
de  la  section  génératrice  sera,  en  appelant  .s  l'arc  de  cette 
section, 


S  =  (  Yj  X'-  +  Y'-  du  {'""cW  -  2-  (Yd«|/X'2  +  Y'^  =  2-  (  Y 


ds. 


C'est  la  formule  obtenue  au  n°  260. 

1"  Surfaces  réglées.  Elles  sont  définies,  en  coordonnées  cur- 
vilignes u,  V,  par  trois  équations  : 

X  ^  a^  +  b^u,         y  =  «^  +  ^^2"'         --  ^  ^3  +  ^^3"» 

où  les  a,  h  dépendent  de  v  seul.  Désignons  les  dérivées  des  (i,  h 
par  des  accents  ;  il  vient 

ds-  =  [{a[  +  })[u)-  +  •••  ]  dv'  f  2[a[b'i  +  •••]  du  rfv  +  [hi  +  ---]du-. 

On  aura  donc.  M,  N,  P  dépendant  de  0  seul, 

EG  —  F^  =  M  4-  2Nh  +  PuK 

L'élément  d'aire  ne  contenant  que  la  racine  carrée  de  ce  tri- 
nome,  nous  saurons  l'intégrer  par  rapport  à  u  (n"  154). 

295.  Aires  limitées  par  des  lignes  d'égale  déclivité.  — 
Appelons  lignes  d'égale  déclivité  d'une  surface,  celles  sur  les- 
quelles l'angle  Z  de  la  normale  avec  l'axe  Oz  est  constant. 
Dans  beaucoup  de  cas  importants,  pour  les  surfaces  du  second 
degré  par  exemple,  on  obtient  immédiatement  l'aire  E  de  la 
projection  sur  le  plan  xy  d'une  portion  (S)  de  surface  limitée 
par  des  lignes  d'égale  déclivité.  La  détermination  de  l'aire  S 
ne  dépend  plus  alors  que  d'une  intégrale  simple. 

En  effet,  appelions  AE  l'accroissemenl  de  E  entre  les  pro- 
jections de  deux  lignes  successives  (/)  et  (Z  +  AZ)  ;  l'accrois- 
sement correspondant  de  S  sera  AE  :  cos  (Z  +  OAZ),  en  vertu 
du  lemme  du  n"  288  (0  <<  S  <^  1).  Donc,  si  l'on  considère 
d'abord  Z  comme  fonclioii  de  E,  on  aura,  en  faisant  tendre 
les  AE  vers  0, 

S  _  v\s  _  V  -^E  _ 

cos  (Z  +  f)AZ) 
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Si  l'on  veut  calculer  l'aire  S  comprise  entre  deux  lignes  (Z,) 
et  (Z,),  on  aura,  en  prenant  Z  comme  varial)lc  indépendante, 

\  rfE       d'L 


S 


z    f/Z     cos  Z 


296.  Aire  de  l'ellipsoïde.  —  domine  apjjlicalion  de  la 
méthode  du  n"  précédent,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde 

.y.2  «^2  /»2 

Il  faut  donc  déterminer  la  projection  de  la  li^iie  sur  hiquellc 
cos  Z  a  une  valeur  constante  ii.  Nous  oi)tiendrons  son  équation 
en  tirant  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  les  valeurs  de  p  et  de  q 
en  fonction  de  x,  y  et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

1  4-  7)^  +  (f  =  — • 

IV 
Cette  équation  se  met  facilement  sous  hi  forme 


x'IV  —  oHt 


+ —^   — ^  M^  A'     en  posant 


Donc  la  projection  cherchée  est  une  ellii)se  dont  on  connaît 
les  demi-axes  et,  pai-  consécpient,  l'aire  E.  On  a 

E  =  ~ah — 7-rr-f  en  posant  ) 

A  A'  )  A'"-  1  — [i'jz-. 

Comme  ii  (ou  cos  Z)  varie  de  1  à  0  pour  la  nappe  supérienre 
de  l'ellipsoïde,  l'aire  totale  de  la  surface  sera 

'  <1E    <ln 


Jo  du      II 


S 

Tiansformons  d'ahoid  rinlé^rak'  indéfinie.  On  a 
E  du  ,       du  ,    (lu 

-ah  -    „   r-r-, -  (il) 


u^  ir\y  w 

d'autre  part,  en  dilléivn liant,  on  a 

,  AA'  a*  A'  ,  .3-' A  A  A'    ,  a*  A'  A 

d = T—du —    ,,   du —       ,  du  = .    du ,.,«« 

u  A  A  w  A  u^y 

a^A'   ,  du  „    du 

=  — r'''"-«^AÂ'  +  ^'Ây' 
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d'où,  en  substituant  la  valeur  de  du  :  ii-y  tirée  de  là, 
E  du 


=  -ah 


,  AA'        a-^A'  du 

-d- -dn-{V-.-)  ^^, 


Par  suite  de  cette  relation,  on  a 


(/RE         r  Erffi 
a  II        j    11^ 


~ah 


1  —  II"        AY 


A',        ,,        „.r  du 


ziAA'  u  ]   A 

D'après  cela,  l'aire  totale  S  de  l'ellipsoïde  sera 


2- ah 


1  —  U-—  A'-A"- 


hAA' 


+  aM    ~-du  -f  (1  —a-) 


19  A   ""    '    ^^        -■  '  Jo  AA' 

ou,  en  remplaçant  dans  le  terme  aux  limites  A  et  A'  puis  a  et  ^ 
par  leurs  valeurs, 

S 


2  r.  ah        ah 


Ces  intégrales  se  ramènent  aux  intégrales  elliptiques  de 
Legendre  (n"  255)  par  la  substitution  aji  =  sin  i.  L'expression 
de  S  :  2-rt/j  devient  ainsi 


^2  '- arc  sin  a 

ah 


+  a  \  f/'i  I  1  —  fc-  sin-  '^  + 

j  (I 


1  — aV^ 


dc5 


1  1  —  k-  sin^  'i 


où  l'on  a  posé  /c  ==  ,  j  :  a  =   Il  —    -^j   :   (  l A,  (juaiitité  <^  1 

par  hypothèse. 

EXERCICES 

1.  \ Oliiiiic  corniiiiiii  à  rdlipsoido  et  au  iiiii'aholoïdc  : 


.V-       y-        5' 


b'^^  c^~  a 


l\.  On  applique  la  formuln  (2);  «>(.v)  ost  l'airo  d'uno  cllipso. 

2.  Aire  de  la  portion  de  la  surface  couicpie  j-  =  '2xy  comprise  entre  les 
plans  :  X  =  0,  X  =  a,  y  =  0,  y  =  b. 


R. 


W'4"- 


+  1,). 


374  CHAPITRE  X.    INTÉGRALES  MULTIPLES 


3.  Airo  do  la  porlion  do  sphère  .x-  -\-  y-  +  (:•  —  (')-  =  c-,  coinpi-iso  tlans 
'  2a      2  h 

1.  Aire  de  ce  inèine  paraboloïdo  a  rinlérleiir  du  cyliiulio  — ï  +  -t^  =  1. 

/       3  N 

R-  s=— ^— V2--i;- 

5.  Aire  du  nièuio  paraboloïdo  à  l'iulériour  d'une  courbe  (rôijale  déeli- 
vilé  Z. 

2tz  ab  f      1 


R.  S  =  — 5—     ^TV-  —  1 

0.  Volume  commun  au  paraboloïdo  el  au  cylindre  de  l'exercice  3. 

R.  On  décompose  en  lilots  j»rismarK[ues.  Les  inléiçrations  sont  faciles. 

7.  Volume  compris  entre  la  sphère  de  rayon  (i  qui  a  son  conti-o  à  l'oi-i- 
gine,  le  plan  XY  et  le  cylindre  .v-(.v-  -\-  y-)  —  a-(x-  —  y-)  =  0. 

R.  On  décompose  en  lilels  prismatiques  par  les  coordonnées  semi- 
polaires.  (  )n  Irouve 

^  =  T(y-'  +  '**^'-)' 

s.  Calculer  l'aire  de  la  porlion  de  sphère  (do  rayon  R) 

.\--  +  y-  +  c-  •=  2  Rx. 

qui  est  inlérieure  au  cône  olliptiipio 

(ly-  +  b:-'  =  -V',        (a  el  b  '>  0). 

R.  I/élémonl  de  l'aii'O  spliéi'icpio  proposée  est ,  en  coordonnées  polaires, 

(h        1  R-  sin-  0  cos  cf  (/O  df. 

Vax  l'inlé^rant  à  l'intérieur  du  cône,  il  vient 

^ 4TtR^ 

l/(a  +  l)(/,+  l)' 

9.  Il  existe,  poui'  le  calcul  des  aires  sphériques,  une  formule  analogue  à 
colle  de  quadrature  des  aires  |)lanos  en  coordonné(>s  ])oIaires.  Soient  1* 
et  P'  deux  pôles  opposés  sui'  la  sphère.  Un  contour  simple  ('.  sur  la  sur- 
face sphéi'iquo  la  décompose  en  deux  aires  dislinclos  A  et  A'.  Soil  A 
celle  qui  ne  contient  pas  1*'.  Considérons  un  point  M  (jui  décrit  lo  con- 
tour C  dans  lo  sens  direct  autour  de  A.  Soil  r  le  rayon  vecleur  1*M, 
0  l'ani^le  dont  lo  plan  l'.MI"  a  lourné  dans  le  sons  dii-ocl  autour  de  PP'. 
Démontrer  (pic  l'airo  A  rsl  ddum'-o  pai'  l'iuli-i^rah'  cuix  ilii^ne 

On  pi'ul  aussi  appliipior  cotio  formule  à  l'i'xoi'cico  [)récédonl  r'I  à 
l'(>\oi'cico  .'(. 
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§  5.  Intégrales  de  surface. 
Volumes  en  coordonnées  curvilignes 

297.  Définition  des  intégrales  de  surface.  —  Soit  f{x,  y%  z) 
une  fonction  continue  de  x,  y,  z,  \Kmv  tous  les  points  d'une 
portion  (S)  de  surface.  Décomposons  (S)  en  éléments  infini- 
ment petits  d'aires  7j,  7.,,...  t,,  et  désignons  par  (;,-,  t„-,  'Ci)  un 
[)oint  arbitraire  de  l'élément  7,.  Formons  la  somme,  éteinlneà 
tous  ces  éléments, 

Cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée,  que  l'on 
représente  par 


^^J{x,y,z)d^, 


et  que  Von  appelle  Vintégvale  de  f{x,  y,  z)  d'y  étendue  à  la 
surface  (S). 

Montrons,  en  effet,  que,  sous  les  conditions  de  continuité 
habituelles,  cette  expression  se  réduit  à  une  intégrale  double 
ordinaire. 

Si  la  surface  est  donnée  par  une  représentation  paramé- 
trique, les  coordonnées  a;,  y,  z  sont  fonctions  de  deux  para- 
mètres u,  V  dans  une  aire  il.  Ces  fonctions  sont  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières.  Je  dis  ({ue  l'intégrale  de 
surface  revient  à  l'intégrale  double  suivante,  elîectuée  par 
rapport  à  u,  v  dans  l'aire  ii  : 

(l)     ^  ^J{x,  y,  z)  d^  =r  \^^J{x,  y,  z)  \''\'  +  B^  +  C^  du  dv 

=  [  \j{x,  y,  ;)  l  EO  —  F^  du  dv. 
Soil  (o,  la  portion  de  1.2  (pu  correspond  à  7/;  on  a 

min  r.n  :,)^/  =  i:Ç  \    nli,  r,,  'C'-  l/A^  +  B^  +  C-^  du  dV. 

1!  faut  monlrer  (pu;  la  dilTércMice 

}Lf{l,  Y„-,  r,)  7,-J  [f{x,  y,  z)  |/A2+  B^+  CUludv 
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tend  vers  zéro   avec   les   7,-  et   les   (Oj.    Or  elle    peut    s'écrire 

^  S  L  ^^^^"  '"■'  ^''^  ~  ^^'^'  '''  ^'^^  1  ^^'  +  B^  +  G^  du  f/c. 

Les  diflerences  f  (;,,  y,,,  Ç,)  —  f{x,  y,  z)  finissent  j)ar  devenir 
inférieures  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  positif  donne  s 
dans  chaque  terme  ;  alors,  S  étant  l'aire  de  la  surface  (S), 
la  somme  entière  est  de  module  inférieur  à  Set,  =  sS  qui  i)cul 
être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut.  Cette  somme  a  donc  pour 
limite  zéro  et  la  proposition  est  démontrée. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  équalion  de  la  forme 

z  =  'i{x,y), 

le  point  (x,  y)  variant  dans  une  aire  1),  l'intégrale  (1)  se  trans- 
formerait, comme  au  n"  287,  en  une  intégrale  étendue  à  D. 
11  faudrait  remplacer  d'élément  d'aire  d-y  pav  son  evpiession  en 
coordonnées  x,  y  et  il  viendrait 


(2)  ^\^J{x,y,z)ch=^\^\^J{x,y,'^) 


dx  dy 
cos  Z 


\  [   A-V,  V,  'f )1  1  +  p'  ^-  q'dx  dy. 


298.  Intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  d'une  sur- 
face. —  Soil  (S)  une  portion  de  surface  limitée  par  un  contoui- 
déterminé  qui  eu  forme  le  bord.  Nous  supposons  (jue  celle 
surface  a  deux  côtés  distincts.  Il  faut  entendre  par  là  (pie  si 
l'on  regarde  (S)  comme  un  lambeau  de  surface  matérielle,  d'une 
épaisseur  inlinimenl  petite,  mais  impéiu'trable,  un  point 
mobile  sur  cette  surface  ne  jx'ul  passer  d'un  ccMé  à  i'aul  ic  (nrcii 
faisant  le  tour  par  le  bord. 

Ceci  posé,  supposons  d'abord  que  le  plan  langent  à  (S)  ne 
soit  normal  au  plan  xy  en  aucun  |»oint  de  (S),  ou  tout  au 
moins  ne  le  soit  (pu*  sur  le  bord,  et  niellons  l'éipialiou  de  (S) 
sous  la  l'oruu' 

:3  =  '.(.v,v). 

Daus  iu)lr(>  hypothèse,  il  y  a,  sur  la  surface,  un  cnfc  sujuTicur 
(vei's  les  :•  positifs)  et    un   (•()/(•   hifcvh'ur   (veis   les  ;  m'^alits), 
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auxquels  correspondent  respectivement  une  normale  supé- 
rieure et  une  normale  inférieur^.  Ces  deux  normales  sont 
donc  deux  demi-droites  «le  sens  contraires. 

Soient  R(-v,  y,  z)  une  fonction  continue  en  tout  point  de  (S), 
et  D  la  projection  de  (S)  sur  le  plan  xy.  Considérons  rintéj^rale 
de  surface 


w 


R  cosZr/7, 


où  Z  désig'ne  l'angle  de  la  normale  avec  O;  ;  suivant  que  cet 
angle  est  celui  de  la  normale  supérieure  ou  celui  de  la  normale 
inférieure,    l'intégrale  revient   à   l'une  ou  à  l'autre  des  deux 


intégrales  doubles 


Rdxdy,  —[[    Rdxdy. 

I)  J  Ji) 


Cette  réduction  résulte  des  calculs  précédents  (piaïul  aucun 
plan  tangent  n'est  normal  au  pla)i  xy  et  elle  s'étend,  par  un 
passage  à  la  limite,  au  cas  où  cette  condition  n'est  mise  en 
défaut  que  sur  le  bord  de  (S). 

Nous  dirons  que  l'intégrale  de  surface  s'étend,  dans  le  pre- 
mier cas,  au  côté  supérieur,  dans  le  second,  au  côté  inférieur 
de  la  surface  (S).  Nous  conviendrons  d'ailleurs  de  la  représen- 
ter, dans  les  deux  cas,  par  le  môme  symbole 


^"^RrMj, 


sous  la  condition  de  faire  connaître  le  côté  auquel  s'étend 
l'iiitégi-ation.  Cette  connaissance,  en  effet,  sullit  pour  déter- 
miner celle  des  deux  intégrales  doubles  étendues  à  l'aire  D  du 
plan  xy  que  représente  l'intégrale  sur  (S). 

Nous  pouvons  maintenant  faire  disparaître  les  restrictions 
que  nous  avions  imposées  au  plan  langent,  et  considérer  une 
surface  de  forme  quelconque,  fermée  ou  non,  pourvu  qu'elle 
ait  toujours  deux  côtés  distincts.  En  elîet,  il  est  possible  de 
l)arlagor  la  surface  en  morceaux,  de  telle  sorte  que  le  plan 
tangent  ne  soit  normal  au  plan  xy  que  sur  le  bord  des  mor- 
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ceaux  ou  dans  un  certain  nombre  de  morceaux  tout  entiers  (*). 
Dans  ces  derniers  (portions  de  cylindres  parallèles  à  OZ),  l'in- 
tégrale de  surface  est  nulle  avec  cos  Z  ;  dans  les  autres,  elle 
est  définie  par  ce  (jui  précède.  Enfin  l'intégrale  étendue»  à  un 
côté  de  la  surface  entière  est  la  somme  des  intégrales  étendues 
aux  côtés  correspondants  de  chaque  morceau. 

On  définit  d'une   manière   analogue  les  deux  antres  inté- 
grales : 

J  J^l>(.v,y,r.)  dydz,         ij  J^Q(x,r,r.)  dxtlz. 

En  faisant  la  somme  des  trois  intégrales,  on    obtient   I'^a:- 
pressioii  la  plus  générale  d'une  intégrale  de  surf'aee,  à  savoir 

(  [   (P  dydz  +  g  dzdx  +  R  dxdy). 

Gelt(;  intégrale  étendue  à  un  côté  délerniiné  de  la  surfaee  (S) 
revient  ainsi,  par  définition,  à 

(  (    (P  cos  X  +  Q  cos  Y  +  R  cos  Z)  d'y, 

on  cos  X,  cos  Y,  cos  Z  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  ce  côté  de  la  surface. 


299.  Transformation  des  intégrales  de  surface.  —  Consi- 
dérons une  intégrale,  étendue  à  un  côté  (h'iermint''  d'une  >-ui- 
face  (S), 

P{x,  y,  z)dxdy  ; 

et  sui)posons  (jue  les  formules  de  Irausfoi'malion  : 

X  =  'i,(;,  Y.,  1),  y  =  'f,(;,  y„  O^  -  =  r;,(;»  ^'  0' 


(*)  Dans  la  (IrcoiiiiKisilioii  pivcrdmlc,  les  liL'iH's  di'  pailai^c  di'  S  soiil 
celles  sur  lesquelles  1<>  [)ian  Uniment  est  miriiial  au  phni  .\\\  et  crllcs  qui 
liniilenf  les  jjoilious  (•%  liiulriques  de  S  uoiinales  à  (<■  plau.  i'our  (|u'<ui 
puisse  a|)|)li(|uei'  les  théories  exposées  préeédeiiiimtit .  il  laut  doue 
adiuellre  <(ue  ees  li^^iies  sont  formées  tie  Iroiuvuis  couséeutifs  sur  les- 
(juels  les  variations  tle  x  et  \- ne  clian^enl  pas  de  sens.  I,es  IliécMèines 
subsistent  sous  des  c<)n<litions  plus  ^•«'•lU'ra les,  ruais  cette  ^t'neralisatifui 
présente  aetuelleineni  peu  d'iuléi-él. 
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fassent  correspondre  uniformément  les  points  d'une  surface  (S) 
dans  l'espace  xyz  et  ceux  d'une  autre  surface  (S)  dans  l'es- 
pace cr,^.  Le  problème  de  la  transformation  consiste  à  rempla- 
cer l'intégrale  étendue  à  (S)  par  une  autre  étendue  à  (S), 

Pour  le  résoudre,  considérons  les  coordonnées  x,  y,  z  et  ;,  y,,  t 
des  points  correspondants  sur  les  surfaces  (S)  et  (S)  comme  des 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  u  et  v  qui  décrivent 
une  aire  12  dans  le  plan  uv. 

Pour  la  surface  (S),  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
vérifient  les  formules 


cos  X        cos  Y 


cos  Z 


A- 


d{y,  z) 


A  B  G  j  A-^  +  B'-+  C'    "      f/(",  <') 

Marquons  avec  l'indice  l  les  quantités  analogues  pour  (S)  ; 


on  a 

cos  Xj  _  cos  Y, 


cos  Z , 


d{r,,  :) 


A.  B,  G.  |/a^4   B?+Gî'  ^^("'^') 

.  Mais  la  formule  (1)  du  n"  282  peut  se  mettre  sous  la  forme 


d'où,  par  les  égalités  qui  précèdent, 

(Hx,  y) 


d{l,  Y.) 


cos  Z  I    A^   A-    W-  +    G'^  =    zt: 

d{x,  y) 


+ 


cos  Zj 


d{r.,  0 

f 


„        dix]  y) 
cos  X,  +    '      •;    cos  \  1 


AI+  BI+  Gî. 


D'ailleurs  on  peut  prendre  le  signe  +  à  condition  de  mener 
la  normale  à  (S)  du  côté  convenable.  Multiplions  encore  les 
deux  membres  de  l'équation  précédente  par  P(/ju/^' et  intégrons 
dans  le  domaine  12.  Le  résultat  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


P  cosZ  d'j  = 


"(SHt-^^'- 


dn.. 


où  Jt  et  di,  sont  les  éléments  d'aires  de  (S)  et  (il)  en  coor- 
données H,  t'. 

Gette  formule  revient  à  la  suivante  : 


(3)    \\^^dxdy^\\v 


^^<"' ^^M:  +  ^gi^;^  jrrf;  +  ^#^^  ./i.i. 


d{:u,  ;) 


dÇ..  ;) 


^/(ç,  -0 
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C'est  la  formule  de  transformation  ;  l'intégration  doit  se 
faire  sur  (S)  du  côté  convenable  (celui  de  la  normale  ({u'on 
vient  de  considérer). 

Par  une  permutation  circulaire  simultanée  de  P,  Q,  Il  et  des 
lettres  x,  y,  z,  on  obtient  deux  autres  formules  analogues, 
qu'il  est  inutile  d'écrire. 

11  reste  à  donner  une  règle  pour  lixer  le  côté  d'iiilégration 
sur  la  surface  (S).  Définissons  d'abord  ce  que  nous  appellerons 
côtés  correspondants  sur  les  surfaces  (S)  el  (ï).  Imaginons  un 
point  infiniment  voisin  de  (S)  d'un  côté  de  celte  surface,  son 
correspondant  sei'a  infiniment  voisin  de  (X)  d'un  certain  côté 
de  cette  seconde  surface.  Ce  sont  ces  deux  côtés  qu'il  est  natu- 
rel de  considérer  comme  correspondants.  On  peut  alors  énon- 
cer la  règle  suivante,  dont  nous  donnerons  la  déinonsti-alion 
au  11"  302  : 

Les  deux  intégrales  de  la  formule  (3)  sonl  étendues  aux 
côtés  correspondants  des  deux  siirl'aees  si  le  jacohieii  J  de 
X,  y,  z  par  rappoi't  à  l,  /,,  ;  es/  />o.s////,  niix  ei'>lés  iiiwi'ses  si  .1 
est  négatif. 

300.  Formule  de   Green  pour  l'espace.  —  Soient  (S)    une 

surface  fermée  et  (V)  le  volume  qu'elle  renferme.  Il  y  anra, 

sur  celte  surface,  un  côté  intérieur  et  un  côté  extérieur  el,  i)ar 

consécjuent,  une  noimale  inlérieureet  une  normale  exléi'ieure. 

..  .    .    :^iî 
Soit  Il(.v,  3',  ;•)  une  lonchon,  conlinue  ainsi  (pu*  sa  dei-nce 

dans  loule  l'élendue  du  volume  (V)  et  de  la  surface  (S).  Xcuis 
allons  élablir,  pour  commencer,  la  formule  suivante,  (pii  esl 
un  cas  pailieuliei'  de  celle  de  (Ireen  : 

(4)  [\[     ^l]    dxdydz.    -  [\     Wdxdy. 

Elle  ramène  le  calcul  d'une  inh'grale  triple  dans  un  volume 
(V)  à  celui  d'une  intégiale  (U)uble  étendiu'  au  ciilé  extéiietir 
de  la  surlace  (S)  (pii  limile  ce  volume. 

Supposons  d'abord  (|ue  la  suitaee  (S)  ne  soit  rencontrée 
(|u'eu  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axi'  des  r-  ;  ulors  celle 
surfai-e  se  paitage  en    deux   autics  (S,)  el  (S,,),  l'une  inlV-iieure 
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limitant  le  volume  (V)  par  au-dessous,  l'autre  supérieure 
limitant  le  volume  par  au-dessus.  Nous  désignerons  respecti- 
vement leurs  ordonnées  par  3,  et  z-.,  {:i<C  z^).  Ce  sont  des  fonc- 
tions de  X  et  y,  continues  à  l'intérieur  du  domaine  D  limité  par 
le  contour  apparent  de  (S)  sur  le  plan  xy. 

Si  l'on  elTectue  une  première  intégration  par  rapport  à  z-,  il 
vient 

y^  dx  dydz^  [  [   R(.v, y,  z..)dxdy—  [  \   R{x,y,  z,)dxdy. 

V  <^z  J  Jd  j  Ji) 

Considérons  ces  deux  intégrales  doubles  avec  leurs  signes. 
Elle  reviennent  à  des  intégrales  prises  respectivement  sur  les 
surfaces  (Sg)  et  (S,),  mais  la  première  s'étend  au  côté  supérieur 
de  (Sg)  et  la  seconde  au  côté  inférieur  de  (S,).  Dans  les  deux 
cas,  c'est  le  côté  extérieur  de  la  surface  (S),  de  sorte  que  les 
deux  intégrales  prises  ensemble  s'étendent  au  côté  extérieur 
tout  entier  de  (S)  et  l'on  trouve  la  formule  (4). 

La  formule  (4)  subsiste  si  le  volume  (V)  est  limité  latérale- 
ment par  des  portions  de  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z, 
séparant  l'une  de  l'autre  deux  surfaces  (S,)  et  (S^)  analogues 
aux  précédentes.  En  efTet,  les  portions  de  surfaces  parallèles 
à  0^  ne  donnent  que  des  intégrales  nulles  et  il  n'y  a  pas  lieu 
d'en  tenir  compte. 

Enfin  la  formule  (4)  subsiste,  quelle  que  soit  la  surface  qui 
limite  le  volume  (V),  car  on  peut  toujours  découper  le  volume 
(Y)  en  morceaux  limités  par  des  surfaces  satisfaisant  aux  con- 
ditions supposées  jusqu'ici.  On  pourra  appliquer  la  formule  (4) 
à  chaque  morceau  et,  en  additionnant  les  résultats,  on  trouvera 
la  formule  sous  sa  forme  générale.  En  effet,  les  intégrales 
étrangères  relatives  aux  surfaces  qui  séparent  les  morceaux 
sont  étendues  successivement  aux  deux  côtés  de  ces  surfaces, 
car  chaque  côté  est  extérieur  relativement  à  l'un  des  deux 
morceaux  limitrophes.  Donc  ces  intégrales  se  détruisent. 

On  établit,  comme  la  formule  (4),  les  deux  formules  ana- 
logues : 
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et,  en  les  ajoutant,  on  trouve  la  formule  de  (Irecn 

les  intégrales  de  surface  étant  toujours  extérieures. 

301.  Expression  des  volumes  par  les  intégrales  de  sur- 
face. —  Si  l'on  fait  P  =  .v,  Q  =^  Il  =  0  dans  la  formule  i)iécé- 
denle,  on  trouve  la  première  des  deux  formules  suivantes,  les 
autres  s'obtenant  par  analogie  : 


(6) 


V  =  (  (   xdydz  =  [  [  ydzdx  =  (  (   zdxdy  ; 


elles  expriment  un  volume  par  une  intégrale  étendue  au  coté 
extérieur  de  sa  surface  frontière.  Eu  les  ajoutant,  il  vient 

V  =  —  \  \    xdydz-  4-  ydzdx  +  zdxdy. 

D'où,  par  l'introduction  des  cosinus  directeurs  tle  la  normale 
extérieure, 

V  =  —  \  \    (.V  cos  X  +  y  cos  V  +  s  ct)s  Z)  d-7. 

Ce  résultat  est  facile  h  transformer.  Si  l'on  désigne  par  (r,  n) 
l'angle  de  la  normale  cxtcriciirc  avec  le  rayon  vecteur  /•  issu 
de  l'origine,  on  a 

X  cos  X  +  3'  cos  Y  -H  :5  cos  Z  =  r  cos  (/*,  n)  ; 
d'oîi 

(7)  V  =  -iJJ^rcos(r, /O^/^, 

302.  Volumes  en  coordonnées  curvilignes.  Détermination 
de  l'élément  de  volume.  —  llcprenons  les  formules  de  lians- 
foinialioii  i\y\  n"  299 

X  =  'f ,(;,  r,,  ^),  y  =-  '^j(;,  y,,  ^),  :•  -  '^,(;,  y.,  ^) 

et  supposons  (|u'('llcs  fassent  correspondre  nnifoinit-nuMit  les 
|)()iiils  d'im  volunu'  (\)  limilc'  par  une  sui'face  (S)  dans  l'es- 
pace .V,  y,  z  et  ceux  d'un  volume  {il)  limil»'  par  uiu'  surface  (1) 
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dans  l'espace  ;,  t.,  ^.  On  anra,  en  appliquant  à  l'ujie  des  inté- 
grales (6)  du  n"  précédent  la  foiniule  de  transformation  (3) 
du  n"  299, 


"*-^'-^'>rf-,<;:+'-^fe4rf:riS+^'&^ri=*, 


Nous  savons  que  l'intégrale  étendue  à  (S)  l'est  au  côté  exté- 
rieur, mais  nous  ignorons  encore  sur  quel  côté  est  prise  l'inté- 
grale étendue  à  (H).  Nous  allons  le  reconnaitre  en  observant 
que  V  doit  être  positif. 

Transformons,  j»ar  la  formule  de  Green,  l'intégrale  étendue 
à  (S)  en  une  intégrale  triple  étendue  à  (il).  Il  faut  poser  : 

_    d(x,  y)  _  _ d{x,  y)  ^  d{x,  y) 

rf(^,^)  d{^,t)  d{z,f) 

auquel  cas  l'on  a,  en  désignant  par  J  le  jacobien  de  la  trans- 
formation, et  en  admettant  l'existence  des  dérivées  secondes 
de  X,  y,  z, 

:)P         2)Q         2>R    _    Iz  d{x,  y)  _  d{x,y,z)  _ 

■èi,  ^  ir,  '^  K      rz  d{r,,-:) '^ '"     d(c,A,:)      ' 

car  on  vérifie  immédiatement  que  les  dérivées  secondes  se 
détruisent.  La  transformation  de  Green  donne  donc,  en  choi- 
sissant le  signe  +  ou  —  suivant  que  l'intégrale  a  été  étendue 
au  côté  extérieur  ou  au  côté  intérieur  de  (S), 

(8)  V  =  ±  t  f  (    J  dldf.d'^  =  \\\     I  J  I  rfçrfr.rf'C. 

C'est  la  formule  générale  pour  le  calcul  des  volumes. 

Si  ,J  est  ^  0,  il  faut  prendre  le  signe  +  dans  la  formule 
précédente  et  l'intégrale  s'étend  au  côté  extérieur  de  'ï.  ;  si 
J  <^  0,  elle  s'étend  au  côté  intérieur.  Les  côtés  extérieurs  sont 
considérés  comme  correspondants  par  définition  (n"  299). 
Donc  les  intégrales  sur  (8)  et  sur  (S)  sont  étendues  aux  côtés 
correspondants  ou  aux  côtés  inverses  des  deux  surfaces  sui- 
vant que  J  est  positif  ou  négatif. 

La  règle  qui  termine  le  n"  299  est  ainsi  établie  pour  deux 
surfaces  fermées.  Elle  subsiste  pour  deux  portions  de  surfaces 
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quelconques,  car  on  peut  les  considérer  comme  des  portions 
de  surfaces  fermées. 

L'expression  |  J  |  rf;  dr,  dÇ  sous  le  signe  d'intéfj;-ralion  dans  la 
formule  (8)  s'appelle  l'élément  de  volume  dans  le  système  de 
coordonnées  ç,  y,,  ^.  On  peut  la  transformer. 

L'élément  d'arc,  ds^  ^  dx-  +  dy^  +  dz'^,  est  une  forme  homo- 
gène du  second  degré  en  dq,  dr„  d^,  qu'on  peut  écrire 

ds- - H,f/i2  ^ h,(/y;^  +  H.r/:^  +  2  V.drjK  +  2 F.,d''^dl -f  2  F,dldf,, 
en  posant,  en  abrégé. 


H, 
F, 


c;" 


H.,- 


D.v\' 


Dy. 


-^  -LL  ^L  -\ p    =  _    -  >-  + 

Dyj  2"^       ()y,  DÇ       <)Y|  c)!:^'     ^        <)^  Dç 


f  ...,  H,  ^ 


2x\- 


K 


+ 


_  3a;  Sa: 


Son  discriminant  M  sera 
M  = 


H,  F,  \\ 
F,  11,  F, 
F,   F,  H3 

Or  il  siillit  d'élever  J  au  carré,  par  la  l'èglc  liahiluellc  de 
formalion  du  cai-ré  d'un  délei'ininant,  ponr  obtenir  -P  ^  M. 

L'élément  de  volume  est  donc  égal  aussi  à  \  M  f/;  dr,  d'i. 

On  dit  que  le  système  des  coordonnées  ;,  y.,  t  est  <)]'t}i()i>(>i^(tl 
si  F,  =  F2  =  F2  =  0.  Dans  ce  cas,  on  a 

ds'  =  u,dl'  +  n,dfr  +  H^f/:-. 


et  l'élément  de  volume  devient  [  H,HoH.j  dldr.dC. 

Le    système    lies    coordonnées    jtoldires   dons    resiKicc   csl 
orthogonal,  car,  des  relations 

a;  =  r  sin  0  cos  'i,         y  =  r  sin  0  siu  .p,  r-  =  /•  cos  0, 

on  II  1-e  directement 

f/.s'-  =  f/r^  +  r'^r/O*  +  r'sin'Of/i-. 

L'eit'/neni   de   K'oluine   en   cooi-données    jtoloires    est    (lonc, 
d'après  la  formule   pri'cédeule,   7-'siii0  drd'id-^.  (  !(•  i(''sullat  est 
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facile  à  obtenir  par  des  considérations  géométriqnes  directes 
(n"  290). 

303.  Transformation  des  intégrales  triples.  —  Soit  à  trans- 
former une  intégrale  triple,  étendue  à  un  volume  (V)  dans 
l'espace  x,  y,  z, 


\^\^'^J{x,y,z.)dxdYdz, 


en  une  autre  étendue  à  un  volume  (iî)  dans  l'espace  ç,  /,,  t.  Les 
formules  de  transformation 

sont  supposées  établir  une  correspondance  uniforme  entre  les 
points  des  deux  volumes  (V)  et  (1.2).  On  aura 


(9) 


$  \  \  /<-•"-'■'  '-^'^-^ ">'  "'■  -  \  \  \j<-^'  ^''  '^  Hffl  "^  '"■  "'• 


La  démonstration  est  la  généralisation  immédiate  de  celle 
qui  a  été  donnée  dans  le  cas  de  deux  variables  (n°  285). 

304.  Intégrales  curvilignes  dans  l'espace.  Formule  de 
Stokes.  —  La  notion  des  intégrales  curvilignes  s'étend  d'elle- 
même  à  l'espace.  Décrivons  un  arc  de  courbe  L  sur  lequel  x 
varie  en  croissant  ou  en  décroissant  constamment  de  a  à  h. 
Les  deux  autres  coordonnées  y  et  s  seront  fonctions  continues 
de  X  entre  a  et  h,  de  sorte  que  toute  fonction  continue  P{x,  y,  z) 
des  trois  variables  est  une  fonction  continue  de  x  le  long  de  la 
courbe  L.  Nous  poserons,  par  délînition,  le  sens  du  parcours 
sur  L  et  l'ordre  des  limites  a  et  h  se  correspondant, 

P  dx  =  [   Pdx. 

L  J  a 

Cette  première  définition  de  l'intégrale  curviligne  s'étend 
immédiatement  à  toute  ligne  L  composée  de  plusieurs  seg- 
ments consécutifs  sur  chacun  des((uels  .v  varie  dans  le  même 
sens  ou  reste  constani  (l'intégrale  sur  le  segment  étant  nulle 
dans  ce  dernier  cas).  Enfin,  faisant  la  somme  de  trois  expres- 

9S 
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sions  définies  d'une  manière  analogue,  on  Irouve  l'expression 
la  plus  générale  d'une  intégrale  curviligne,  à  savoir 


{    (P  dx  -f  Q  (ly  +  W  dz). 


Passons  maintenanl  à  la  formule  de  Stokes,  cjui  a  i)oui- 
objet  do  ramener  une  intégrale  de  surface  à  une  inlégi-ale 
curviligne  elïectuée  sur  le  contour  (|ui  limite  la  surface. 

Soient  (S)  une  portion  de  surface  limitée  par  une  ligne  L,  et 
P(.v,  y,  Z-)  une  fond  ion  de  x,  y,  z  continue  ainsi  que  ses  déri- 
vées sur  cette  surface.  Nous  commencerons  par  établir  la  for- 
mule suivante,  qui  est  un  cas  particulier  de  celle  de  Stokes  : 

r  r  [ ^p  ^P         1        f 

(10)         \  \       ,      dx  dv —  dx  dz   =  —  \    P  dx. 

Supposons  d'abord  <|U('  le  plan  langent  soil  (»l)li(|uc  au 
plan  xy  dans  loulc  retendue  (1(>  (S),  sauf  peut-être  sui-  le  bord. 
La  surface  (S)  aura  un  coté  supcrieur  et  un  cote  infcricur;  elle 
se  projettera  sur  une  aire  D  du  i)lan  xy,  bornée  aussi  par  un 
contour  simple  C  ((pii  sera  la  projection  de  L)  ;  enfin  l'équation 
de  la  surface  pouria  se  metti'e  sous    la  foinie 

z  -  'f(.v,  y), 

où  cp  est  une  fonction  continue  de  .v,  y,  admettant  des  dérivées 
partielles  continues  p  et  ([. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que,  dans  la  formule  (1<0> 
l'intégrale  de  surface  s'étende  au  côté  supérieur  de  (S).  Soient 
cos  X,  cos  ^',  eos  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  intruidic  sujn'- 
ricurc  (cos  Z  ^  0)  ;  on  auia  (u  '  2Î)S) 

^     dx  dv  —  -    dx  dz]  ==  \\    k     cos  Z  —  ^    cos  ^     (h. 

Mais  les  cosinus  sont  proportionnels  à  —  />,  —  //  et  I,  de 
sorte  fpie  le  (|m)tieid  cos  V  :  cos  Z  est  ('-gai  à  —  (j .  Il  en  l'ésulle, 
en  dési^iianl  encore  par  P|(.v,  ^')  ce  (|ue  (le\  ieul  P(.v,  ,^^  :•) 
(piaiid  ou  y  rem|)lace  ;•  j)ai-  -^(.v,  y),  que  l'iulégiale  |)r(''cédeiite 
devient  successiveiueul 
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Donc  l'intégrale  de  surface  est  réduite  à  une  intégrale  double 
étendue  à  l'aire  D  du  plan  xy.  Par  la  formule  de  (Ireen  (n°  281), 
celle-ci  peut  se  transformer  en  une  intégrale  curviligne, 
étendue  au  contour  C  de  l'aire  D  dans  le  sens  direct  (sens  de 
la  rotation  de  O.v  vers  Oy).  11  vient 

car  les  deux  intégrales  curvilignes  sur  C  et  sur  L  ont  la  même 
signification,  pourvu  que  le  parcours  sur  L  se  fasse  aussi  dans 
le  sens  de  la  rotation  de  Ox  vers  Oy.  Donc  l'intégrale  sur  L 
est  égale  à  l'intégrale  de  surface. 

La  formule  (10)  est  ainsi  établie  dans  un  cas  particulier  : 
l'intégrale  de  surface  s'étend  au  côté  supérieur,  et  l'intégration 
curviligne  se  fait  en  tournant  dans  le  sens  de  la  rotation  de 
O.v  vers  Oy.  Si  l'intégrale  de  surface  s'étendait  au  côté  infé- 
rieur, la  formule  subsisterait  en  renversant  le  sens  de  l'inté- 
gration. 

Mais  on  peut  comprendre  les  deux  cas  dans  une  seule  règle. 

Imaginons  qu'un  observateur  placé  du  côté  des  z-  positifs  et 
marciiant  sur  le  plan  xy,  décrive  un  cercle  autour  de  l'axe  Oz 
en  tournant  dans  le  sens  de  O.v  vers  Oy  ;  l'intérieur  du  cercle 
sera  soit  à  sa  droite  soit  à  sa  gauche.  Nous  dirons,  d'une 
manière  générale,  qu'un  observateur  qui  marche  sur  un  côté 
déterminé  d'une  surface  et  parcourt  un  contour  fermé  tracé 
sur  ce  même  côté,  décrit  le  contour  dans  le  sens  dii'cct,  si 
l'intérieur  se  trouve  par  rapport  à  lui  du  même  côté  (droit  ou 
gauche)  que  l'intérieur  du  cercle  dans  le  cas  précédent.  D'après 
cette  délinition,  le  sens  direct  change  pour  un  même  contour 
suivant  le  côté  de  la  surface  sur  le({ucl  il  est  tracé.  La  dis- 
tinction des  deux  cas  disparait  en  énonçant  la  règle  suivante  : 
dans  la  formule  (10),  rintéij,T(de  eiir\'iligne  est  elJ'ectuée  dans 
le  sens  direet  relath'enient  au  côté  considéré  de  la  surface. 

Pour  faire  disparaître  les  restrictions  imposées  au  plan  tan- 
gent et  étendre  la  formule  (10)  à  une  surface  (S)  de  forme  ([ucl- 
conque,  mais  ayant  deux  côtés  distincts,  il  suffit  de  partager 
la  surface  en  morceaux  et  de  raisonner  comme  dans  le  cas  de 
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la  formule  de  Green  (n°  300).  On  aura  seulement  à  considérer 
des  lignes  de  partage  tracées  sur  la  surface  (S)  au  lieu  de  sur- 
faces de  partage.  Nous  ne  recommencerons  pas  cette  démon- 
stration. 

Arrivons  maintenant  à  la  formule  générale  de  Stokes, 
Soient   P,  Q,  R  trois   fonctions  de  x,  y,  z,  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées.  On  obtient  deux  autres  formules  analogues 
à  (10)  par  une  permutation  circulaire  simultanée  des  lettres  P, 
Q,  R  et  X,  y,  z.  En  ajoutant  les  trois  formules,  on  trouve 


/  -  —  [  l^dx  +  Qrfy  +  lldz. 

\  Jl 


C'est  la  formule  générale  de  Stokes,  l'intégrale  curviligiu- 
doit  être  effectuée  dans  le  sens  direct  relativement  au  côté 
considéré  de  la  surface.  Si  les  axes  sont  donnés  comme  d'ha- 
bitude, les  rotations  de  Ox  vers  Oy,  de  Oy  vers  Or-  et  de  Or. 
vers  O.v,  se  font  dans  le  sens  de  celle  des  aiguilles  d'une 
montre  pour  un  observateur  debout  sur  le  plan  de  la  rotation 
du  côté  du  troisième  axe.  Dans  ce  cas,  le  sens  direct  est  celui 
qui  laisse  l'intérieur  de  l'aire  à  droite.  C'est  l'inverse  de  ce  qui 
avait  lieu  dans  le  plan,  et  cela  provient  de  ce  que  les  axes  Ox, 
Oy  ne  sont  pas  choisis  d'habitude  avec  le  même  sens  de  rota- 
tion dans  l'espace  que  dans  le  plan. 

EXERCICES 

1.  Inlt'i^idh'  de  (iduss.  Soiciil  :  (S)  une  surface  foniK'o,  .M  un  point  lixo, 
;•  le  rayon  vecteur  issu  de  M,  (r,  n)  l'angle  de  r  avec  la  normale  exté- 
rieure à  la  surface.  Selon  (jue  M  est  à  l'intérieur  de  la  surface,  en  dehr>i's 
d'elle  ou  sur  la  surface,  on  a 

ÇC  cos  (r,  n)  dff 

l{.  On  remarque  que  l'élément  de  celte  inléi;iale  rejxésenn-  l'angle 
solide  sous  lequel  l'élément  da  est  vu  de  M. 

2.  Coordonnccs  r'//;/)//'(/U('.s.  ('.onsidc-rons  les  (|na(lri<|iies  iiiitiKifocales 

x«  ys  -î 

z — -.7^  +  :^ 1  =  0. 

;  —  a  —  h        :  —  c 
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Pour  chaque  système  x,  y,  z-,  cette  équation  a  trois  racines  Yi,  Yj»  Ts» 
[c  <  Yi '-^  b  <  ^\<  a  <  Ys]  ^"^  ^'^'^  appelle  les  coordonuées  ellip- 
tiques du  point  x,y,  z.  Par  chaque  point  passent  donc  trois  surfaces  :  un 
ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un  hyperlxiloïde  à  une 
nappe.  On  a 

^.o  _    (Y3-«)(»-Yi)(«-Ï2).  2d.V    _        ^ïl        +        ^T^       +        ^T3     . 

(a  —  />)  (a  —  c)  X         Yi  —  "       T2  —  "       Ts  —  « 

et  d'autres  équations  analogues  en  perniutanl  cireulaireinent  x.  y,  cet 
a,  /),  c.  ^lontrer  que  le  système  est  orthogonal  et  calculer  l'élément  de 
volume  1  H,  H.,  H.j  dY]  dY2  ^'Tr 

R.  On  trouve,  H.,  et  H.,  s'obtenant  par  permutation  circulaire, 

.„  (Ts  — Ti)  (Ta  — ïi) 

'      (ïi-«)  (;',-/>)  (ïi-e)* 

3.  La  condition  pour  que  l'intégrale  de  surface 

^(p  dy  dz.  +  U  dz  dx  +  H  dx  dy 

étendue  à  une  surface  limitée  par  un  contour  L,  ne  dépende  que  de  ce 
contour,  est  que  l'on  ait 

3P         2)0         2R 

Dans  ce  cas,  on  peut  trouver  trois  fonctions  A,  B,  C.  telles  que 

3B         Î)G  ()_''C  2)A  R_    ''-^         ^^ 

"bz         "iy  3.V         ?c-  "dy         ?.v 

et  l'intégrale  de  surface  revient  à  une  intégrale  curviligne  sur  L  par  la 
formule  de  Stokes. 

R.  L'intégi-ale  de  surface  sera  nulle  sur  une  surface  fermée.  On  la 
transforme  en  intégrale  de  volume  par  la  formule  de  (Ireen,  d'où  la 
condition  indiquée.  Celle-ci  ayant  lieu,  on  choisit  A  arbitrairement, 
ensuite  B  et  C  sont  doiun'-s  par  des  quadratures. 


GHAPITIÎE    XI 
Séries 


§  1.  Généralités  sur  les  séries  à  termes  constants. 
Séries  positives 

305.  Définitions.  —  On  appelh»  série  une  suite  indéfinie  de 
quantités,  réelles  ou  complexes,  u,,  u^,...  u„ ,  formées  sui- 
vant une  loi,  que  l'on  ajoute  successivement  les  unes  aux 
antres.  Le  terme  ii„  se  nomme  le  terme  i>ém'ral  de  la  série. 
Son  expression  tlonnée  en  fonction  de  u  fail  connaître  toute  la 
série.  Soit 

Sn  =   ZI,    +   llo  +  •••   +   llu 

la  somme  des  u  premiers  termes  de  la  séiie.  Si,  pour  une 
valeur  indétlnimenl  croissante  de  ii,  la  somme  .s„  tend  vers  une 
limite  linie  et  déterminée  s,  la  série  est  convergente  et  s  est  la 
somme  ou  la  vitlenr  de  la  série.  Si  .s„  ne  tend  vers  aucune 
limite  ou  auf^mente  indéliniment,  la  série  est  ilivergenle. 
Toutefois  si  .s„  tend  vers  -|-  cnd  ou  —  co,  nous  disons  (pie  la 
série  est  infinie  et  a  pour  somme  -f-  02  ou  moins  —  ~. 
Lorscpi'nne  série  est  convergente,  la  dilTérence, 

.s  —  .s„    -  H„, 

enlr(!  la  somme  de  la  série  et  celle  des  //  premiers  termes  s'ap- 
pelle le  l'esté  de  la  séi-ie  à  jjartii'du  /;"""■  Iciinc.  (le  i'(>ste  est  la 
somme  de  la  série  suivante  : 

R„  =  n„  1 1  +  '1/1-12  +  •••■, 
(pii  est  donc  conver^-entc  (on  diverfi^ente)  (>n  même  Icnips  (pu* 
la    première.  Ainsi,  on    peu!    loiijoiiis  dans    l'eliide   de    la  C(»n- 
vergence  d'nne  s(''rie   l'aire  ahsli  action  d'un    nombre  liinih-  de 
termes  an  di-linl. 
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306.  Caractère  général  de  convergence.  —  Pour  qu'une 
série  converge,  il  faut  que  les  sommes  successives  s,,  -s^,...  s,,,... 
tendent  vers  une  limite  déterminée.  De  là  (n°'  16  et  4G)  on  con- 
clut la  proposition  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  sn/fisante  pour  la  convergence 
(Fnne.  série  est  qu'à  tout  noniJtre  positif  s  si  petit  qu'il  soit, 
corresponde  uii  mnnhre  n  tel  que  l'inégalité 

ait  lieu  pour  tous  les  indices  n  +  p  supérieurs  à  n. 

Ce  théorème  peut  aussi  se  formuler  comme  il  suit  :  Pour 
qu'une  série  converge,  il  est  nécessaire  et  su/fisant  que  l'on  ait 

lim  (Sn+p  —  Sn)  =  0, 
p     VARIANT  d'une     .MANIERE      ARBITRAIRE     ([Uaud     U     tcud      VCrS 

l'infini. 

Corollaire.  —  Faisons  ])  =  1,  le  théorème  précédent  nous 
donne,  en  particulier,  la  condition  suivante,  toujours  néces- 
saire, mais  non  suflisante  pour  la  convergence  : 

Dans  toute  série  convergente,  le  terme  général  u„  a  pour 
limite  zéro  pour  n  infini. 

307.  Convergence  d'une  progression  géométrique.  —  Une 
des  séries  les  plus  utiles  à  considért'r  est  la  })rogression  géo- 
métrique 

a  +  ak  +  ak"-  +  •••  +  rt/c"  +  ••• 


Si  k  (lilTèrc  de  I,  on  a  ici 


,       aii  —  k") 


1 


Si  I  fc  I  est  <^  1,  k"  teiul  vers  0  et  .s„  vers  a  :  {l  —  k)  ;  la  série 
converge. 

Si  I  fc  I  ^  1,  le  terme  général  ^//\"  n'a  pas  pour  limite  0,  sauf 
si  «  =  0  ;  donc  la  série  diverge,  sauf  si  a  =  0  ancpiel  cas  la 
série  est  nulle. 

308.  Séries  positives.  Formation  de  séries  divergentes  et 
convergentes.  —  Lorso|ue  tous  les  termes  (rime  série  D//„  sont 
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positifs  (ou  nuls)  la  série  est  dite  positive.  La  somme  s„  est 
alors  croissante  (ou  stationnaire)  quand  n  auf^menle,  de  sorte 
qu'une  série  positive  est  convergente  ou  infinie. 

Il  est  facile  de  donner  un  procédé  général  pour  former  des 
séries  positives  convergentes  ou  divergentes. 

Désignons,  en  effet,  par  M„  un  nombre  qui  croît  constam- 
ment jusqu'à  l'infini  avec  l'indice  n  et  formons  les  deux  séries 
ù  termes  positifs  : 

(M,- M,)  +  (M,- M,)  +  ...  =  i:(M„+i-M„), 


M,        MJ      \  M,        MJ  \  M„        M„ 

IjH  première  est  divergente,  car  .s„  =  M,,^.!  —  M,  augmente  à 

1  1 

l'infini  avec  n  ;  la  sccoikU;  e<nivergente,  car  .s„  =  -^r-z :r-z — 

^  ^  Mj        M„+i 

converge  vers  ^rj-. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  M^  =  Log/j,  on  formera  la  série 
divergente 

S[Log  (n  +  1)  -  Log  n]  =  y:  I.og^l  +  ^j  ; 

si  l'on  prend  M„  =  n"(a  >  0),  on  formera  la  série  convergente 

1  1 


n^        {n  +  1) 

309.  Règles  de  convergence  des  séries  positives  tirées  de 
la  comparaison  des  séries  entre  elles.  —  1.  Soient  -//„  cl  Xv,, 
deux  séries  positives  ;  supposons  qu'on  oit  constutiiincnt,  à 
partir  d'une  valeur  sul}is:ininient  grande  de  n, 

Un  >  ^'n  : 

I"  Si  "^v,,  converge,  Xh„  converge  aussi  :  2'  si  !//„  divcigc,  ^v„ 
diverge  aussi. 

Hii  elTel,  dans  le  premier  cas,  il\'„  ('tant  liai,  Xh„  l'est  a  for- 
tiori et,  par  conséquent,  converge  ;  dans  le  second,  ï//„  étant 
infini,  lc„  l'est  a  fortiori  et  diverge. 

Tï.  Si  la  .s(';-/<'  )i.u„  c<niverge,  la  série  '^v,,  ol, tenue  en  nuilli- 
pliunl  cluKiuc  terme  de  la  pi'écéilcnlc  par  des  fadeurs  positifs 
et  inférieurs  à  un  nombre  fixe  A,  couveige  aussi. 
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En  effet,  la  série  ^\u„  converge,  car  elle  a  évideninient  ponr 
somme  A]Ch„,  donc  S^'„  (qui  a  ses  termes  moindres)  converge 
en  vertu  de  la  règle  précédente.  —  On  prouve  de  même  que  : 

Si  la  série  Hh,,  diverge,  la  série  Dt',,  obtenue  en  multipliant 
chaque  terme  de  la  précédente  par  des  facteurs  supérieurs  à 
un  nombre  positif  fixe  A,  diverge  aussi. 

Ces  deux  règles  inverses  renferment  évidemment  comme  cas 
particulier  la  suivante  : 

III.  Si  le  rapport  u„  :  v„  tend  vers  une  limite  finie  et  diffé- 
rente de  zéro,  les  deux  séries  ]S»„  ef  S^'„so/jf  en  même  temps 
convergentes  ou  en  même  temps  divergentes. 

IV.  Soient  2«„  etIiV„deiix  séries  à  termes  positifs  et  diffé- 
rents de  0  ;  supposons  qu'on  ait  constamment,  à  partir  d'une 
valeur  suffisamment  grande  de  n, 


^>o 


1"  Si  la  série  Sv?,,  converge,  Su»  converge  aussi  ;  2"  si  liiin 
diverge,  '^v,,  diverge  aussi. 

On  a,  en  eflet,  à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n, 

Un  ^    tln+l  :^     Un+2  :^ 

Soit  0  la  valeur  du  premier  ({uotient  ;  on  a,  pour  m  ^  n, 

i 

Si  ^v,^  et,  par  suite,  -oc,,  convergent,  ^ii„  converge  aussi 
en  vertu  de  la  règle  I  ;  si  Hu,,  et,  par  suite,  i^(«„  :  p)  divergent, 
Xv'„  diverge  aussi  en  vertu  de  la  règle  I. 

310.  Exemples.  —  1  "  La  série  dite  Jiarmoniqiie 
^1,111 

est  divergente  (en  vertu  de  la  règle  III),  car  le  rapport  de  son 

terme  général  (1  :  /î)  à  celui  de  la  série  divergente  S  Logl  1  H j 

(n"  30S)  a  pour  liniile  l'unité. 
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2"  Au  contraire,  pour  loutc  valeur  })Osilivc  et  coiistanle  de  a, 
la  série 

V.     1  ,  1  i  A 

V =1-1 1 -I h  ... 

11^+'-  2'+°'       3'+'^      4'+« 

est  convergente  (en  vertu  de  la  règle   lil),  car  le  rapport  de 
son  terme  général  à  celui  de  la  série  convei'genle  (n"  30S) 

l  1 


n''       {n  +  1)^ 

a  pour  limite  1  :  a.  En  etï'et,  le  terme  général  de  celle  deiiiiére 
série  peut,  par  la  formule  des  aecroissemenls  finis,  preiidie  la 
forme  a  :  (n  +  hy+^. 
3"  La  série 

111  ^1 

-\ \ h 


3  Log  3      4  Log  4      5  Log  5  ;i  Log  n 

est  divergente.  En  effet,  formons  une  série  divergenic  pai'  le 
procédé  du  n  '  308  en  prenant  M,,  =  Log  Log  n  ;  celte  série  aura 
poui-  terme  géiuM'al  M„  i  i  —  M„,  e'esl-à-dire 

Log  Log  {n  +  1)  -  Log  Log  n  =  („^  Q)  J,^.  (,,  ^  fj)> 

|)ar  la  formule  des  accroissements  finis.  Le  i-apporl  de  ce  leinu' 
à  1  :  {n  Log /t)  tend  vers  l'unité,  donc  la  série  1\  1  :  n  Log  //)| 
diverge  par  la  lègle  111. 

311.  Critères  de  Cauchy.  —  Nous  appelons  crUrrc  de 
eonvei'gence  ou  de  divergence,  toute  règle  t|ui  pcrincl  de 
décider  de  la  convergence^  ou  de  la  divergence  d'nne  sc'-iie  pai- 
une  propriété  de  son  terme  général,  ou  |)ar  nne  relation  entre 
le  terme  général  et  un  nombre  limité  de  ternuvs  sni\anls. 

En  critère  esl  de  iireniière  esi>èce  s'il  ne  fait  inler\cnir 
(pi'nn  senl  terme,  de  deuxième  c.s/m'tc  s'il  en  l'ail  inierxenir 
deux,  et  ainsi  de  snite. 

(IniiKui:  ni:  i'hi;\iii;ui-:  ksi'Kce.  —  Lu  scrie  I//„  cnuvergt'  si 
l\'.\l)ressii)U 

n 
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a  une  limite  <^  1  pour  u  in/hii,  ou,  plus  généralement,  finit 
par  rester  inférieure  à  un  nom])re  k  <^  1  à  partir  d'une 
valeur  suIJisamment  grande  de  n.  Elle  diverge  si  cette  expres- 
sion ne  finit  pas  par  devenir  définitivement  plus  petite  que 
l'unité. 

Eu  effet,  dans  la  première  hypothèse,  les  termes  de  la  série 
deviennent  inférieurs  à  ceux  de  même  rang  de  la  progression 
géométrique  convergente  S/c"  ;  donc  la  série  converge.  Dans  la 
seconde  hypothèse,  le  terme  général  u„  n'ayant  pas  pour 
limite  zéro,  la  série  diverge. 

Souvent  le  quotient  u„^i  :  ii,,  a  une  forme  plus  simple  que  tï„, 
alors,  le  critère  précédent  étant  cependant  applicable,  il  est 
plus  commode  de  se  servir  du  suivant,  qui  est  de  deuxième 
espèce. 

Critère  de  deuxième  espèce.  —  La  série  ^u„  converge  si  le 
quotient 

Un 

finit  par  rester  inférieur  à  un  nomltre  k  <^i  à  partir  d'une 
valeur  suIJisamment  grande  de  n.  Elle  diverge  si  ce  quotient 
devient  définitivement  ^  i. 

En  effet,  dans  la  première  hypothèse,  on  a,  à  partir  d'un 
indice  convenable  n, 

«„+l  <  klln,  «»+2  <  k"u„,...  ll„_^i^  <;  k''Un. 

Donc  les  termes  de  la  série  commencée  à  ce  terme,  sont 
inférieurs  à  ceux  de  même  rang  de  la  j)rogression  géométrique 
convergente 

Un  +  kiiu  +  ■••  ki'Un  +  ••• 

et  la  série  converge. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  ii„  cesse  de  décroître  à  partir 
d'un  certain  indice  et,  par  conséquent,  n'a  pas  pour  limite  0, 

Il  arrive  souvent  que  le  rapport  n„-|.i  :  «„  tend  vers  une 
limite  déterminée  k  quaiul  n  tend  vers  rinfini.  La  série  sera 
convergente  si  fc  est  •<  1  et  divergente  si  k  est  >  1.  Si  /c  =  1, 
on  ne  peut  rien  conclure  et  il  faut  recouiii-  :m.v  critères  de 
deuxième  espèce  suivants  : 
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312.  Critères  plus  précis.  —  RÈ(ile  de  Raabe.  La  série 
positive  ^n„  sera  convergente  si  Von  peut  poser,  à  partir 
(l'une  valeur  convenable  de  n,  k  désignant  une  constante  ^  1, 


«!^^1  +  ^ 


ihi+i  n 

Au  contraire,  elle  sera  divergente  si  Von  a 


ihi+i  n 

En  particulier,  la  série  est  convergente  ou  divergente  selon 
que  Vexpression  ni — 1    a  une  litnite  supérieui'c  (tu  infe- 

rieure  (i  Vunité. 

Démontrons  d'abord  la  règle  de  convergence. 

Soit  a  un  nombre  positif  <^  /c  —  1  ;  considérons  la  série  con- 
vergente (n"  310) 

HVn   =  S  -i-.  d'où  -JL  =      1    +         \ 


On  en  conclut 


««  '!!L>1+A_f,    +    1V< 


Un+\        Vn+\  n  \  n 

Quand  n  tend  vers  l'inlini,  le  second  membre  a  pour  valeur 

k  —  1  —  a 
principale  par  la  forniuk'  du    biiuune,   il   liuil  donc 

l)ar  devenir  positif,  donc  le  premier  membre  aussi,  ce  <|ui 
prouve  (jue  la  série  S<i„  converge,  eu  vertu  de  la  rè^le  1\  du 
n"  309. 

Quant  à  la  règle  de  divergence,  c'est  un  ras  parlicidicr  de 
la  suivaute  (jui  est  plus  générale  : 

La  série  ^Un  sera  divergente  si  Vo)i  a,  ()  partir  d'une 
v(deur  suIJisaninient  grande  de  n. 


Un  4 1  n       n  Log  n 

\']i\  elle!,  cousidcM'oiis  la  série 

1 
n  Log  (/i  —  1) 
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qui  est  divergente  comme  2(1  :  n  Log  n)  {n°  310),  car  le  rapport 
des  deux  termes  généraux  tend  vers  l'unité. 
Pour  la  seconde  série,  on  a 


'1l+l 


njLog{n  —  1)  n  Log  (n  —  1) 


et,  par  conséquent,  par  la  formule  des  accroissements  finis, 
qui  donne  Log  n  —  Log  {n  —  1)  =  1  :  (n  —  G), 


^'„+i  n       nLog(/i— 1) 

Il  vient  donc 

^'"  "">— i ! TT r^ >0; 


Vn+i      Un+\      n  Log  {n  —  [)      n  Log  n 

donc  la  série  ^iin  est  divergente,  en  vertu  de  la  règle  lY  du 
n"  209. 

Remarque.  Les  règles  précédentes  permettent  de  décider  de 
la  convergence  ou  de  la  divergence  dans  presque  tous  les  cas 
qui  se  rencontrent  en  pratique.  En  effet,  le  quotient  zz„  :  ii„+i 
peut  généralement  se  développer  suivant  les  puissances  de 
1  :  71.  On  obtient  alors  un  développement  de  la  forme 

=  a  H 1 

iin+i  n       n^ 

où  0  conserve  une  valeur  finie. 

La  série  sera  convergente  si  a^  1  ou  si  a  =  1,  [ j  ^  1  ; 
divergente  si  a  <^  1  ou  si  a  =  1,  |j  -^  1. 

313.  Critère  de  Kummer.  —  Soit  a,,  r/^...,  «„..,,  une  suite 
de  quantités  positives  ;  si,  n  croissant  indéfiniment,  l'expres- 
sion 

Un 

a^i On^i 

lln+l 

devient  définitivement  supérieure  à  un  nombre  positif  fixe  a, 
la  série  positive  S«„  converge. 

Les  termes  au  début  de  la  série  n'important  pas,  nous  pou- 
vons admettre  que  l'expression   proposée   surpasse    a   pour 
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toutes  les  valeurs  de /i.  Sommons  alors,  pour  n  =  1,  2,...  «..., 
lés  : 

'■>■  'i»+l  <^  (f-n  Ihi  (l7i+l  lln+l  ; 


toutes  les  inégalités 


il  vient 

a(//.,  +  u.,  +  •••  +  ii„+i)  <  rt,n,  —  a„^i  Un+i  <  «,H,, 

(loue  la  somme  i^»,,  étant  bornée,  converge 

Si  l'on  prend  a,,  =  n,  on  o]>lienl,  comme  cas  })arliculier,  la 
règle  de  Uaabe  (n'  312). 

EXERCICES 

1.  Une  séiic  positive  Iw»  (^st  c(nivorij;oiito  ou  divor^onlo  siiivanl  quo 
l'expression 


/      lin 

n 

\  lln+l 


l      -1 


lAfj:  n 


tend,  ])oui'  n  inliiii,  vers  une  limite  supérieure  ou  iulérieuie  ;i  l'unilé. 

K.  Cas  particulier  de  !a  refile  de  Kuiuuum-  (du  = /<  Lo^' ;<)  el  de  la 
règle  IV  du  n"  IWO. 

3.  Tlicurcine  de  Caacliy.  —  Soil  f(x)  une  tonclion  posilive  déeroissanle 
et  F(.v)  une  intégrale  de  f{x),  la  série  S/'(/i)  converge  ou  divei"g-e  selon 
que  V(x)  est  fini  ou  Inlini  pour  .v  infini  positif. 

K.  En  eJîct,  la  série  qui  a  jioui'  ternie  général  V{n  +1)  —  F(m)  converge 
ou  diverge  selon  Tliypotlièse.  Pai-  le  théorème  des  accroissements  finis,  ce 
terme  prend  la  forme  f(n  +  0)  ;  il  est  >  f(n  +  I)  et  <  f(n).  Donc,  selon 
l'hypothèse,  iI/'[/i  +  1)  converge  a  forliuri  ou  bien  S/"('0  diverge  n  for- 
tiori. 

o.  On  considère  une  série  posilive  divergente  a,  +  u.,-\-  •"  et  um-  fonc- 
tion f(x)  non  croissante  et  tendant  vers  zéro  poui"  .v  infini  positif. 
Soient  s,i  la  somme  des  n  premiers  lei-rues  de  la  série,  et  1"(a)  i[\\v  inté- 
grale tle  la  fonction.  On  forme  les  deux  séries  : 

lf(>^n)lln,  S/'(.S,i  — l)ll„. 

Montrer  :  1'  i[ue  la  première  ((Uiverge  si  F(.v)  est  hornée  pour  .\  inlini 
positif;  2"  i\iw  la  secmule  diverge  si  F(.v)  croit  indé'linimenl  avec  .v  : 
i{' (pi'elltvs  convi-rgeiil  on  divergent   en   nn'ine   temps  si  n,i  est  liorné  (*). 

\{.  DiMuonstration  analogue  à  celle  du  tin  oièmr  de  Caucliy  pour  1  '  el  2". 
(  )n  prouve  le  .V'  en  montrant  que  la  dil^'icnce  drs  deux  séries  est  lioruée 
avec  JJ;i. 


(*)  Ces   théorèmes  ont  été  publiés  pour  la   |)remiric   fois   dans  la  pii'- 
mièi-e  édition  de  ce  ("ours  (tîHKi). 
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4.  Cas  particuliers  du  lliéorènio  i)rL'cédent  :  Si  a  osl  positif  et  un  borné, 

•i -;— diverge,        -*   i_4_«  converge  (Dixi). 

5.  Ou  considère  une  série  positive  convergente  ii^  +  u,  +  •••  et  une 
fonction  f(x)  qui  aug-nieute  à  Finfini  sans  déci'oitre  quand  x  positif  tend 
vers  0.  Soient  Rn  =  iin+i  +  •"  le  reste  de  la  série  et  F(.\-)  une  intégrale 
de  f(x).  On  forme  les  deux  séries  : 

lf(Rn)Un,  lf(l\n-l)Un. 

La  première  diverge  si  F(.v)  est  iulini  pour  .v  =  0  ;  la  seconde  converge 
si  F(x)  est  borné  pour  .v  =  0  (*). 

6.  Cas  particuliers  du  théorème  précédent  :  Si  a  est  positif, 

Un     ..  V"       "'< 

Si— 1 


-1-5—  divera-e,  -• — ; — -'    converge. 

Rn  ^  R'"'^ 


7.  Soit  M,i  un  nombre  positif  qui  croît  constamment  avec  n  ;  on  forme 
l'expression 

J     ^        Mn  -  M„_i 
yin         '^  Un 

Si  cette  expression  devient  délinilivenuMil  su[)érieure  à  un  nombre 
positif  fixe  a,  la  série  Sun  converge  ;  elle  diverge  au  contiaire  si  l'ex- 
pression devient  inférieure  à  un  nombre  fixe  négatif. 

R.  Dans  le  premier  cas,  on  a,  en  ell'et, 

Un  <  (M„  -  -M„-i)  c-^'«*  <:  r  "      <""■''  dx, 

ce  ([ui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente.  Le  second  cas  se 
traite  d'une  manière  analogue. 

8.  Soient  P,.  I'.,,...  I*n...  des  nombres  positifs  ([uelcon([ues,  la  série  ^(j,i 
sera  convergente  si  l'expression 

Log  (PnHn) 


devient  définitivement  inférieure  à  un  nombre  négatif  fixe. 

Ce  critère  de  première  espèce,  le  plus  général  que  l'on  jjujnsc  IniriKM-. 
n'est  qu'une  aulic  foiiue  de  la  règle  précédente. 

!).  Si    Un  est  constamment  décroissant,   la   condition   lim  n»„  =  (»  est 
nécessoire  pour  que  la  série  positive  y,Un  soit  convergente. 


0  Ces   théorèmes  ont  été  publiés  poui'   l;i   [nrmière  fois  (huis  hi  [ire 
mière  édition  de  ce  Cours  (1903). 
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R,  On  considère  l'inégalité 

Un  +  lln  +  l  +  ...,  +  Un+p  ^    pHn+p  =^    n  +  X)  ^'^  "^  ^^  fhi+p 
et  l'on  applique  le  caractère  général  de  converg-ence. 

10.  Plus  généralement,  si  la  suite  positive  [Jl,,  {a.,...,  I^n,...  est  choisie  de 
manière  que  Un  :  l^n  soit  non  croissant  et  tende  vers  0,  la  condition 

t^i  +  [^o  +  ...  +  [J-n 
lim Un  =  0 

est  nécessaire  pour  que  la  série  positive  ]^(j,i  soit  convergente. 
R.  En  posant  ««  =  Un  :  (J-n  rex2)ression  proposée  s'écrit 

lim  [~n,  +  —  a,  +  ...  +  ^^^  Un-i  +  Un]  ' 

elle  s'oldiciit   donc   en   niullipliant   les  termes  de  Se»  par  des  facteurs 
tous  «^  J  et  qui  tendent  tous  vers  0,  d'où  résulte  le  théorème. 

Si  l'on  fait  [-i,,  —  ii^  puis  ;/»  ^  — ,  on  obtient    les  cas  particuliers  sui- 

n 
vants  : 

1°  S'il  existe  un  nombre  positif  y>,  indéiiciidant  de  ii,  tel  (juc  //«  :  n''  soit 
non  croissant  quand  n  augrnente,  la  condition  lim  ;i(i,i  ^  0  est  encore 
nécessaire  pour  que  la  série  soit  convei-gcnte. 

2"  Si  niin  est  non  croissant,  la  condition,  lim  (n  log  n)iin  =  U  est  néces- 
saire pour  que  la  série  soit  converg-ente  (Laskeh)  (*).  Généialiser. 

§  2.  Séries  numériques  quelconques. 
Opérations  sur  les  séries 

314.  Séries  absolument  convergentes.  —  Tiic  série  à  loiines 
réels  ou  complexes  est  al)solumciit  am^'cr^cntc  si  elle  con- 
verge après  qu'on  a  remplacé  cliafiue  terme  i)ar  son  module. 

Une  série  ^//„  qui  est  absolument  com'ergeuie,  est  co/H'tT- 
gcn/c. 

En  effet,  soit  r„  le  mocltile  de  u„  ;  on  a 

I  a„4.i  +    Un+Ji  +   •••   +   lln+p  I  -^  y'n  +  \  +   ''h -fi  +   •'•   +    '"«+;.• 

Le  caractère  général  de  convergence  (n"  30())  élanl  vcTilié 
poui'   la   série  ^r„,   le  second    membre   lend    vers  /.('m'o   pour// 


O  Philos.  Trans.  I.ondon  lUO  A  (IIHII)  p.  Kill. 
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infini,  donc  le  premier  membre  aussi,  et  le  caractère  général 
de  convergence  se  vérifie  pour  S;z„. 

L'étude  de  la  convergence  absolue  se  ramène  donc  à  celle  de 
la  convergence  des  séries  positives. 

On  a,  en  particulier,  le  théorème  suivant  : 

Une  série  ^iin  est  absolument  con'i'ergente  si,  pour  n  sufjl- 
samment  grand,  ses  termes  deviennent  égaux  ou  inférieurs 
en  valeur  absolue  aux  termes  de  même  rang  d'une  série  posi- 
tive convergente. 

315.  Séries  non  absolument  convergentes.  —  Lorsqu'une 
série  réelle  converge  sans  être  absolujnent  convergente,  les 
termes  positifs  d'une  part  et  les  termes  négatifs  changés  de 
signe  d'autre  part,  forment  séparément  deux  séries  positives 
divergentes. 

Soient  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  puis 
respectivement  s'n  et  —  s'a,  les  sommes  des  termes  positifs  et 
des  termes  négatifs  qui  entrent  dans  s„,  enfin  t„  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  termes  de  s,i  ;  on  a 

Sn  ^^   "^n  S)i,  "y II  Sn     i     Su. 

Pour  n  infini,  s„  est  fini  et  1,1  infini  par  hypothèse,  donc 
(^nziz  Sn)  et,  par  conséquent,  s»  et  s,','  sont  infinis  :  c'est  préci- 
sément ce  qu'énonce  le  théorème. 

316.  Addition  des  séries.  —  Soient  s  =  S^,,  et  s'  =  ^Vn  deux 
séries  convergentes,  la  série  s"  =  ^{Un  ±  ^'n)  obtenue  par  l'ad- 
dition ou  par  la  soustraction  terme  à  terme  des  deux  précé- 
dentes, sera  convergente  et  aura  pour  somme  s  ±  s'. 

En  efîet,  soient  s„,  s',,,  .s,','  les  sommes  des  ;i  premiers  termes 
de  chaque  série  ;  on  a  s',[  =  .s„  -t  s'n  et,  à  la  limite,  .s"  =  s  =t  s'. 

Remarq!  E  I.  —  L'addition  et  la  soustraction  des  deux 
séries  s  cl  s'  peuvent  aussi  se  faire  par  simple  intercalation 
des  termes  de  s'  entre  ceux  de  s,  c'est-à-dire  que 

s  ±  s'  =  Uj  ±  i»!  +  ZI2  zfc  v^  +  U;±  ••' 

En  efîet,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  nouvelle 

26 
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série  est  s'k  ou  Sfc-F  iik+i  selon  que  n  =  2/c  ou  2fc  +  1.  Comme 
iik+i  tend  vers  zéro,  cette  somme  a  donc  môme  limite  s"  que  s'^. 

Remarque  II.  —  Si  les  deux  séries  .s  et  .s'  sont  (ij)solunwnt 
cnm^ergentes,  il  en  sera  encore  de  môme  pour  la  série  s  ±  s' 
calculée  par  l'un  des  deux  procédés  précédents. 

En  effet,  soient  7  et  5'  les  séries  positives  obtenues  en  rem- 
plaçant les  termes  de  s  et  de  s'  par  leurs  modules,  la  série  .s  i  .s' 
a  ses  termes  au  plus  égaux  en  valeur  absolue  à  ceux  de  la 
série  positive  convergente  7  +  7',  dont  elle  est  absolument 
convergente. 

317.  Changement  de  l'ordre  des  termes.  —  On  peut  cIkiii- 
iicr  l'ordre  des  termes  d'une  série  (ihsolunienl  eon^'ergenle 
yiun  sans  altérer  la  valeur  de  la  série. 

Soit  £  un  nombre  positif  aussi  petit  (pi'on  veut.  Désignons 
par  /•„  le  module  de  u„.  On  peiil,  par  hypothèse,  supposer  n 
assez  grand  pour  (pie  l'on  ait,  ])  restant  arbitraire. 

Soient  .s',j  la  somme  des  11  i)remiers  termes  de  la  série  -a„ 
rangés  dans  l'ordre  primitif,  et  s  sa  liinile.  D'autre  ]nirl,  som- 
mons successivement  les  termes  dans  un  autre  ordre  (piel- 
conque.  Il  arrivera  un  moment  où  la  somme  s',n  ainsi  obtenue 
comprendra  tous  les  n  (rin(iices<^  n,  mais  avec  d'autres  termes 
d'indices  (n  -\-  a),  (n  +  [i)...  (n  +  /)).  On  aura  alors 

I  -Sm  —  .S„  I  <  r„  +  a  +  '';H-ii  +  •'•  ^-  1\+r<  ^n+l  +  rn+2  +  "•/'„  +  /'<£• 

Donc  .s,',i  Huit  j)ar  dilïV'ivi'  aussi  pou  <pie  l'on  veut  de  .s„  (|ui 
dilTère  lui-même  aussi  peu  qu'on  veut  de  s,  et  .s,',ia  pour  Hinile  .s. 

Le  théorème  précédent  sul)siste  si  la  sommation  se  fait  en 
partageant  les  termes  u„  en  un  nombre  jtlns  ou  inoins 
gran<l  ou  même  illiniilé  de  séries  partielles,  (jiw  /'o//  ajoute 
successivement  les  unes  aux  aulres. 

Soient,  en  elTet,  S,,  S.,...  ^k,---,  b"^  sommes  de  cbacuiie  des 
séries  i)aiiieUes.  Celles-ei  sont  absolument  convergentes. 
l'ouf  le  montrer,  remplaçons  par  des  zéros  les  termes  de  la 
série  lolaU'  .s  (|ui  ii'culreut  pus  (buis  S^^..  La  siMie  modifiée 
demeure   aI)sobiin(Mit    eonvcrgeule  eu   vertu   du   lliéorème  (hi 
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11°  314.  Gomme  on  peut  supprimer  les  termes  nuls,  elle  se 
compose  des  mêmes  termes  que  Sjt  et,  comme  l'ordre  des 
termes  est  indi fièrent,  on  peut  la  réduire  à  S^. 

Ceci  posé,  l'expression  s  —  Sj — S, —  •••  —  S/t  peut,  par  la 
règle  d'intercalation  des  termes  du  n"  précédent,  se  réduire  à 
une  seule  série  en  u,i  qui  sera  absolument  convergente  en 
vertu  de  la  remarque  (II)  du  même  numéro.  L'ordre  des 
termes  étant  arbitraire,  on  peut  supprimer  ceux  qui  se 
détruisent.  On  peut  donc  supposer  k  assez  grand  pour  que 
cette  expression  ne  contienne  plus  que  des  termes  ii  d'indices 
^  n.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  k  assez  grand  pour  que 
Sp...  Sfc  contiennent  tous  les  termes  u  d'indices  ^  n.  Donc, 
si  71  est  choisi  comme  dans  la  démonstration  précédente,  le 
module  de  l'expression  considérée  sera  <^  t.  Faisant  tendre  £ 
vers  zéro,  on  aura 

s  =  S,  +  S,  +  ...  +  S,  +  ..., 

comme  il  fallait  l'établir. 

Au  contraire,  la  somme  d'une  série  com^ei-gente  à  termes 
réels,  mais  non  absolument  convergente,  dépend  de  l'ordre  de 
ses  termes.  En  modifiant  cet  ordre,  on  peut  faire  tendre  la 
série  vers  le  nombre  que  l'on  veut.  (Riemann). 

Formons  deux  séries,  l'une  avec  les  termes  positifs  et  l'autre 
avec  les  termes  négatifs  de  la  série  proposée.  Supposons  que 
ces  séries  (a)  et  (b)  soient 

(a)  rt,  +  rt,  +  rtg  +  •••  +  Un  +   ..., 

(h)  —b,  —  b,—  b, 7),,  —  .... 

Ces  deux  séries  sont  divergentes  (n"  315)  et  a^  ainsi  que  />„ 
ont  pour  limite  0  (|uand  n  tend  vers  l'infini  (n"  300). 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  intercaler  les 
termes  négatifs  entre  les  termes  positifs  de  manière  à  former 
une  série  ayant  pour  somme  un  nombre  donné  quelconque,  par 
exemple  un  nombre  positif  M. 

A  cet  effet,  prenons  tlans  la  série  positive  le  nombre  de 
termes  strictement  nécessaire  pour  que  leur  somme  sur- 
passe M,  ajoutons  ensuite  des  termes  négatifs  jus(|u'à  ce  que 
la  somme  soit  ramenée  au-dessous  de  M,  [)uis  des  termes  posi- 
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tifs  jusqu'à  ce  que  la  somme  surpasse  de  nouveau  M,  et  ainsi 
de  suite,  sans  jamais  prendre  plus  de  termes  qu'il  ne  faut.  On 
alterne  ainsi  indéfiniment  les  termes  positifs  et  les  termes 
négatifs,  car  les  deux  séries  sont  infinies,  et,  par  conséquent, 
tous  les  termes  des  deux  séries  seront  employés.  Je  dis  que  la 
nouvelle  série  (c)  ainsi  formée  a  pour  somme  M. 

En  effet,  considérons  la  différence  Sm  —  M  entre  M  et  la 
somme  des  m  premiers  termes  de  la  série  (c).  Celte  différence 
change  un  nomljre  infini  de  fois  de  signe.  Si  elle  est  positive, 
elle  est  inférieure  au  dernier  terme  a„  qui  y  entre,  et  si  elle  est 
négative,  inférieure  en  valeur  absolue  au  dernier  terme  h„. 
Donc  cette  différence  tend  vers  zéro,  car  a„  et  7>„  tendent  vers 
zéro  quand  le  nombre  des  termes  pris  dans  chacune  des 
séries  (a)  ou  (h)  augmente  infiniment. 

318.  Multiplication  des  séries.  —  Si  les  deux  séries  s  =  ^lun 
et  s'  =  -{/î,  sont  al)S()luinent  con^'crgentesy  la  série  ^u,,ii',,  qui 
contient  tous  les  produits  d'un  terme  de  la  ])remière  par  un 
terme  de  la  seconde  rangés  dans  un  ordre  (juelronque,  est 
absolument  convergente  et  a  pour  somme  ss'. 

Je  dis  d'abord  que  cette  série  est  absolument  convergente. 
En  effet,  soit  ^r,,r',i  la  série  obtenue  en  remplaçant  les  u  i>ar 
leurs  modules  /•.  Sommons  les  N  premiers  termes  de  cette  nou- 
velle série  et  soit  y.  le  pins  grand  indice  p  on  r/  (|ni  lignredans 
ces  N  termes.  Nons  aui-ons 

-'  y'  '/  \  -"  ;)  '-'  <n 

N  1  1 

car  le  second  membre  comprend  tons  les  tenues  dn  incmicr  et 
d'autres  termes  positifs  en  plus. 

Mais  les  deux  facteurs  du  second  nicinlnc  restent  Unis,  par 
hypothèse,  quel  (jue  soit  ;/.  Donc  la  somme  i\\\  preiniei-  mem- 
bre est  bornée,  et,  comme  elle  augmente  avec  N,  elle  con- 
verge. Donc  la  série  ^u,,u',i  est  absolnnient  convergente. 

Il  eu  résulte  facilenunit  <|n'elle  a  poni"  sonnne  ss'.  En  ell'el, 
on  p(Mil,en  verln  d\i  tlK'orème  dn  n'  pi'eeédent,  additionner 
ses  termes  dans  l'ordre  (jne  l'on  veut.  On  pent  donc  adilition- 
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lier  successivement  tous  les  termes  des  produits  .s„s»,  puis 
Sn+i  s'n-^-i ,  etc.  et  on  obtient  ainsi  comme  limite  ss'. 

IL  Soient  s  =  S«„  et  s' =  Sv'„  deux  séries  convergentes  à 
termes  réels  on  complexes,  dont  Ut  première  au  moins  soit 
absolument  convergente.  Formons  la  série  s"  =--  lu-,,  dont  le 
terme  général, 

<Vn   =   Un^i  +   Un-l  0,.   H U^V,,, 

renferme  toutes  les  combinaisons  de  deux  indices  dont  la 
somme  est  {n  +  1).  Cette  série  converge  et  a  pour  somme  ss' 
(Mertens). 

Désignons  par  /'„  le  module  de  u„,  la  série  S/'»  sera  conver- 
gente par  hypothèse  et  aura  une  somme  finie  t.  Soient  respec- 
tivement s,i,  s'n,  s'n  et  T,,  les  sommes  des  n  premiers  termes  de 
chacune  des  séries  («),  (v),  (u')  et  (r). 

Considérons  la  difîérence  SnS'n  —  s',[.  On  peut  la  mettre  sous 
la  forme 

U^Vn    +   U^{Vn-\    +   V,,)    +  •"   +   ïl„  (O.,  +   ('3  +   •••   +    V'„) 
^   Uo{s'n  —  Sn^l)  +    U^is'n   —  Sn-2)   +   •••   +    ««(-S»— s/). 

Soit  n  =  p  +  q  une  décomposition  de  n  en  deux  entiers. 
Nous  pouvons  partager  la  somme  précédente  en  deux  parties 
correspondantes,  que  nous  écrirons  chacune  sur  une  ligne  : 

U.^{Sn  —  S'n-x)    -f   U,,{s'n  —  Sn-2)   +   •'•   +   «/.+  1  (-<  —  S,,') 
+   U,,+2{s'n  —  s',-i)   +   •••  •••   +   Un{s'n  —s'i). 

On  peut  supposer  q  assez  grand  pour  que  toutes  les  paren- 
thèses de  la  première  ligne  aient  leurs  modules  moindres 
qu'un  nombre  donné  t  si  petit  qu'il  soit.  Alors  la  somme  de  la 
première  ligne  a  sou  module  mt)indre  (|ue 

£  {r,  +  i\  +  •••  +  'V+i)  <  £^p+i  <  su- 
cette somme  est  donc  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  s. 
Les  parenthèses   de    la    seconde    ligne    ont    leurs   modules 
moiudres  qu'un  nombre  fixe  A,   car  la  série  (v)  est  conver- 
gente.  La  somme  de   la   secoiule   ligne   a  donc  son    module 
moindre  que 

A(7V+2  +    'V+3  +    •••    -f    I'p+q)  <  M'^l'  +  'l  '^I')- 
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Cette  somme  a  donc  pour  limite  zéro  quand  p  tend  vers 
l'infini. 

En  résumé,  la  difîérciicc  s„s'„  —  .s,','  se  compose  de  deux  par- 
ties qui  ont  pour  limite  zéro  quand  p  et  <[  tendent  vers  l'in- 
fi  .1.  Comme  on  peut  faire  tendre  p  et  (f  vers  l'infini  avec  n, 
il  vient  donc 

lim  s'n  =  lim  .s^-s'i  =  s.s', 

IIemarqi'e,  —  Le  théorème  précédent  ne  subsiste  pas  en 
général  quand  les  séries  Sh„  et  ^Vn  ue  sont  pas  absolument 
convergentes  toutes  les  deux.  Toutefois,  si  la  série  -u',,  con- 
verge, elle  a  encore  i)our  somme  le  produit  des  deux  précé- 
dentes, comme  on  le  montrera  plus  loin  (n"  335). 

319,  Théorème  sur  les  séries  alternées.  —  Une  série  réelle 

s  =  Xj  —  7-2  +  y.^ qui  est  alternée,  c'est-à-dire  dont  les 

termes  sont  réels  et  alternativement  positifs  et  néi^atifs,  con- 
verge si  ces  termes  vont  constamment  en  décroissant  en 
valeur  absolue  et  ont  pour  limite  zéi-o.  Le  reste  de  lu  série  est 
de  même  signe  et  moindre  en  valeur  aJ)s<dnc  (fuc  le  preniier 
terme  négligé. 

On  a  en  eiïet, 

Son  =  (a, —  a,)  +  (a., —  a,)  +  •••  -\-  (0.2,1-1  —  ^-^u)- 
Son+i  =  a,  —  {y-2 —  '^■,) (y-m  —  a2„_,  1). 

Toutes  les  di  lié  renées  entre  i)arenthèses  sont  positives.  Donc 
«2,,  est  une  somme  positive  croissante,  et  «2,1  +  1,  qui  est  égale  à 
S2n  +  ^lid+i,  une  somme  positive  (h'croissanle.  Lcnr  dilTiMence 
tend  vers  zéro.  Donc  elles  tendent  toutes  deux  vers  une  même 
limite,  inleiniédiaiiv  entre  les  sommes  paires  et  les  sommes 
impaires.  Ai^pliquons  cette  conclusion  à  la  séiie 

Iî,i  =  rfc  [a„^_, —  a„+2  +  ^n+:i  +  •••!  ; 

on  voit  que  H„  a  le  signe  de  son  premier  leinie  et  est  moindre 
que  lui  en  valeur  al)soliic. 

320.  Théorème  d'Abel. —  Soient  s  =  u^  +  u.,  -f-  •••  -|-  f/„  -1 — 
une  série   (•(uivcrgeiiti'   à    termes  réels   ou   ('(>mi)lexes,  s„    la 
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somme  de  ses  n  premiers  termes,  et  S  la  home  supérieure  de 
j  s„  |.  Soient  ensuite  v.^,  a^,...  a,,,.,,  une  suite  de  quantités  posi- 
tives non  croissantes,  ayant  par  conséquent  une  limite  a  ;  la 
série 

7  =  y-iU^  +  y.^u.2  +  •••  +  XnUn  +  ••• 

converge  vers  une  somme  t  de  module  moindre  que  Saj. 

Soit  7,1  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  dernière 
série.  Ou  a,  puisque  Un  =  Sn  —  -s,,—!, 

cr„  =  .s,aj  +  (So— .S,)a,  +  •••  +  (.s„  —  .s„_i)7.„ 

et  l'on  en  tire 

7«  —  Sny-n    =  S,  (a;  —  7..,)  +  S,  (a,,—  7.3)  -\ h  Sn-l  (?-«_l  —  Xn)- 

Quand  n  tend  vers  rinfini,  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion a  une  limite  finie  et  déterminée,  car  la  série  qui  a  pour 
terme  général  s„_i  (a„_i  —  a„)  est  absolument  convergente. 
Celle-ci  a,  en  effet,  son  terme  général  de  module  moindre  que 
celui  de  la  série  positive  convergente 

S(a.-a,)  +  S(a,-a3)  +  ...  =  S[(a,-a,)  +  (a,-x,)  +  -]  =  î^(a,-a). 

Donc  7„  —  Sn^n  a  une  limite  déterminée  et  le  module  de 
cette  limite  sera  <^  S(aj —  a). 

Gomme,  d'autre  part,  .s„a„  tend  vers  .sa,  7,,  tend  vers  une 
limite  déterminée  7  et  l'on  a 

I  7  Kl  sa  I  +  S(a,-  a)  <  Sa  +  S(a,-a)  =  Sa,. 

PiEMARQUE  I.  —  La  convergence  de  la  série  (7)  su]}siste 
même  quand  '^Undiverge,  pourvu  :  1°  que  j  .s„  |  ait  encore  une 
home  supérieure  finie  S  ;  2°  que  y.nait  pour  limite  0. 

En  effet,  la  différence  7,1  —  .s-„an  a  une  limite  finie  et  déter- 
minée comme  dans  le  cas  précédent.  Ensuite  ]  .s„7.„  |  qui  est 
<^  Sa„a  pour  limite  0  (môme  si  s„  ne  converge  pas).  Donc  7,,  a 
une  limite  déterminée  7. 

Remarque  II.  —  La  convergence  de  la  série  (7)  subsiste 
encore  quand  les  quantités  a,,  a^,...  a,,,...  sont  croissantes  et 
l)ornées,  mais  seulement  si  la  série  ^Un  converge. 
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En  effet,  soit  a  la  limite  (nécessairement  existante)  de  a„  ; 
la  série  ((t)  est  alors  la  différence  des  deux  séries  convergentes 
ci-dessous,  la  seconde  convergente  en  vertu  du  tiiéorème 
d'Abel  puisque  a  —  a„  est  décroissant  : 

aU;  +  a»,  +  •••  +  y.lin   +  ..., 
{y.  —  a,)ni  -f   (y  —  y-i)  u.^  -f  •••  +  (a— a„)  11,,  +  .... 

EXERCICES 

1.  Si  les  coefficients  ««  sont  non  croissants  et  tendent  vers  U  (juanii  n 
tend  vers  l'infini,  les  séries 

a^,  -\-  a,  cos  a:  +  a^  cos  2.\-  +  ...  +  an  eos  nx  +  .... 
/)i  sin  x  -j-  ho  sin  2x  -\-  ...  -\-  bn  sin  nx  -\-  .., 

sont  convergentes  (sauf  la  première  si  .x  =  2/c7t). 
H.  Conséquence  du  tliéorènie  d'Abel. 

2.  Soit  Mj,  M2,...  ^In....  une  suite  positive  constamment  croissante 
jusqu'à  l'inlini  ;  si  la  série  v»,,  converge,  on  a  (Kroneckeu) 

lim  _L  V   M^u^=  0. 
n  =  oo  Mn  ^_  j 

R.  Démonstration  analogue  à  celle  du  lliéoième  d'Ahcl. 

3.  Si,  pour  n  =  X  les  deux  expressions  : 

1     "  1 

—    S  kn,.,  —(s,  +  s.,  +  ...  s,,) 

ont  des  limites  finies,  la  série  SiJn  est  converg'enle.  Alors  la  limile  de  la 
première  expression  ne  peut  être  que  0  (Exercice  précédent). 

R.  On  remarque  que  Sn  est,  à  un  facteur  près  qui  tend  vers  l'unité,  la 
somme  des  deux  expressions  considérées. 

4.  Gi'tiéfdlisdtioji  du  Du'Oi't'iuc  d'Ahcl.  —  Soit  ap  a-."--  a„  ...  une  suite 
de  quantités  positives  et  bornées;  quand  la  série  ^11,1  est  convergeiUe,  la 
série  Sa../J..  l'est   encore  s'il  existe  une  suite  de  (luantités  positives  .j. 
Uo,  •••  ij.„  ...  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  :  1"  l'expression 

Un 

[J-n 

gai'dc  une  \aleur  finie  el  '2"  l'expression 

rn  —    ; ; ; 

Varie  constarninenl  dans   le   nn'ine  sens  (ou  est  cnnslanlr)  quand  11  aug- 
mente (La  Makstua). 
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R.   Soil   -Mit  =,'-'•1  +  ,'-'■2  +  •  •  •  H~  'i^k  :  on  a  identiqucmoiit 

lu,.    =    1   ^U-       —  ^     +  Un  , 

1     '^  1  \>^A:         ;J-fc^l/         P-" 

ce  qui  prouve,  eu  ég-ard  à  1",  que  la  somme 

/II,.         "i-    , 
VM^    J^ ?^ 

gardé  toujours  une  valeur  finie.  D'auti'e  part,  on  a  aussi 

"  ""'  /"i-  !'i-_Li\  Ain 

V  V     AT         /  ^  ^+l\rj  I  o 

l  a     IJ      =     1  M/c y^k  +    -—  Un  i^n. 

1       ^        1      \;j-fc     yk+\l         [^" 

Par  conséquent,  3  désig-nant  la  limite  existante  de  3n, 

1  1  1  \'^-k         [■^■k+lj  [J-ii 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  le  premier  terme  du  second  membre  con- 
verge (théorème  d'Abel)  et  le  second  tend  vers  zéro.  Donc  la,,  «„  con- 
verge. En  même  temps,  on  a  établi  la  transformation  : 

1  a„  „„  =  ^^  l«n  +  1M„    -^-  -^M  (,3,.  -  3). 

1  1         1     \y-«     ;-^n+i/ 

5.  Soit  a,,  a^  ,...  a^,...  une  suite  de  quantités  positives  et  bornées 
dont  chacune  est  inférieure  (ou  supérieure)  à  la  moyenne  arithmétique 
des  précédentes  ;  si  la  série  Sun  converge,  la  série  Sa^^  u^^  converge  aussi, 
à  condition  que  min  soit  borné  (La  Maestra). 

R.  Cas  particulier  du  théorème  précédent  :  On  fait  les  [)■  égaux  à 
l'unité  ,  S"  est  la  moyenne  arithmétique  de  y.^,  a,  ,...  a,j  et  l'on  a 

X  XX 

s    y-n  Un  =  3  1  Un   +  S  "("„  —  n,.^,)  (3„  —  .3). 
1  11 

Le  théorème  précédent  subsiste  quand  5!u,i  n'est  pas  convergent  mais 
seuIcMient  borné,  à  condition  que  a„  tende  vers  l),  au(Hiel  cas  'i  =  U, 

§  1.  Séries  de  fonctions 

321.  Convergence  uniforme.  —  Considérons  d'abord  une 
série  réelle, 

s   =   «1  +    «2  +   •••   +    «n   +   •••   =  Sn   +   Hn, 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  vaiiable  réelle  x.  Si 
la  série  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans  l'inter- 
valle {(I,  h),  la  somme  .s  de  la  série  sera  une  fond  ion  de  x. 
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Soit  £  un  iiombi'e  positif  donné,  aussi  petit  (pu>  l'on  veut. 
Pour  chaque  valeur  déterminée  de  x,  la  condition 

(1)  I  Rn  |<  e 

se  vérifie  i)Our  tous  les  indices  ;i  supérieui's  à  un  nombre  fixe  N, 
car  cette  condition  sert  de  définition  à  s.  Mais  si  on  laisse  x 
variable,  il  peut  se  faire  que  N  dépende  nécessairement  de  x. 

Si,  quelque  petit  que  soit  s,  la  eondition  (1)  .se  vérifie  pour 
tous  les  indices  n  supérieurs  à  un  nouilive  N  indcpendanl  de  x 
et  pour  toutes  les  *,'aleurs  de  x  dans  l'intervalle  {a,  h),  on  dit 
que  la  série  converge  uniformément  dans  cet  intervalle. 

Dans  le  cas  des  séries  positives,  la  condition  se  simi)lilie. 
La  convergence  sera  uniforme  si  la  condition  (1)  a  lieu  pour 
une  valeur  de  n  indépendante  de  x,  ne  fût-ce  qu'une  seule. 
En  elï'et,  la  condition  sera  vérifiée  a  fortiori  pour  les  indices 
plus  grands. 

La  définition  de  la  convergence  uniforme  s'étend  d'elle- 
même  au  cas  où  les  termes  de  la  séiie  sont  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  x,  y,...  Si  l'on  peut  attribuer  à  ces  varia- 
bles une  infinité  de  systèmes  de  valeurs,  la  convergence  sera 
uniforme  si  la  condition  (1)  se  vérifie  pour  tous  ces  systèmes 
quand  l'indice  n  est  supérieur  à  un  nombre  N  indépendant 
des  variables.  Il  suffira  d'ailleurs  qu'elle  ail  lieu  pour  une 
seule  valeur  de  l'indice  n  indépendante  des  variables  si  la 
série  est  positive. 

Enfin  les  termes  de  la  série  peuvent  aussi  être  fonctions 
d'une  variable  complexe  z  et  nous  entendons  par  là  (pie  ces 
termes  sont  déterminés  pour  chacpie  valeur  de  :•.  Oiiand  la 
série  converge  pour  les  valeurs  tle  r-  comprises  dans  un  cercle, 
la  convergence  sera  uniforme  pour  cet  ensemble  de  valeiiis, 
si  la  condition  (l)  a  lieu  pour  loiiles  ces  valeurs  (|iiaii(i  // 
surpasse  un  nombre  N  indépcnditnt  de  z. 

322.  Exemples  de  séries  à  convergence  non  uniforme.  — 
On  peut  former  facilemeul  des  séi'ies  (jui  coiivergeiil  pour 
toutes  les  valeurs  de  .v  dans  un  certain  inlervalle,  mais  non 
uniformémenl.  En  voici  deux  exemples  remanpiables  : 
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I.  Considérons  d'abord  la  progression  géométrique  de  raison 
(i-x) 

s  =  X  +  x{l  —x)  +  .v(l  —x)--\~  •••  +  x{l  —  xy  +  .•• 

Cette  progression  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  :x:  dans 
l'intervalle  (0,  1).  Si  :v;  est  ^  0,  la  raison  est  plus  petite  que  1 
et  la  progression  a  pour  somme  l'unité.  Si  x  =  0,  tous  les 
termes  sont  nuls  et  la  somme  aussi.  Donc  s  est  une  fonction 
discontinue  de  x,  qui  passe  de  0  à  1  quand  x  passe  de  0  à  une 
valeur  positive  si  petite  qu'elle  soit. 

Cette  série  n'est  pas  uniformément  convergente. 

En  effet,  pour  les  valeurs  positives  de  x,  on  a 

R„  =  x{l  —  xr  [1  +  (1  —  X)  +  (1  —  -Vf  +  ...]  =  (!—  xy  ; 


et,  si  71  est  constant, 


lim  R„  =  1 , 

x=0 


Il  est  donc  impossible  de  satisfaire  à  la  condition  R„  <^  s  <^  1 
par  une  valeur  de  n  indépendante  de  x. 
II.  Considérons,  en  second  lieu,  la  série 

'  s  =  t  x[7i-e-«'^—  {n  —  l)-e-<"-^"']. 

On  a,  pour  toute  valeur  positive  de  x, 

s„  =  xn^e~^^,       d'où       s  =  x  lim =  U, 

car  une  exponentielle  est  infiniment  grande  par  rapport  à  une 
puissance. 

Pour  x  =  0,  on  a  s,,  =  0  quel  que  soit  n,  et  8  -=  0. 

Donc  la  série  converge  et  l'on  a  .s  =  0  pour  toute  valeur 
nulle  ou  positive  de  x.  Mais  cette  série  ne  converge  pas  uni- 
formément. En  effet, 

R«  =  s  —  Sn  =  —  xn^e-^"^. 

Si  l'on  pose  x  =  l  :  n  et  que  l'on  fasse  tendre  n  vei's  l'inlini, 
a:  tend  vers  0  et  le  reste,  pris  en  valeur  absolue, 

I  Rn  !   =   -, 
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augmente  indéfiniment  avec  n.  Donc  la  convergence  n'est  pas 
uniforme  dans  un  intervalle  comprenant  le  point  0, 

323.  Critère  de  convergence  uniforme.  —  Une  série  de 
fonctums  rc'elles  on  complexes  est  uniformément  convergente 
si  les  modules  de  ses  termes  ne  surpassent  pas  les  termes  de 
même  rang  d'une  série  convergente  à  tertnes  constants  et 
positifs. 

Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  le  reste  de  la  série  de  fonctions 
est  de  module  moindre  que  le  reste  de  la  série  à  termes  con- 
stants. Le  reste  R„  de  la  série  de  constantes  peut  être  supposé 
<^  î  en  donnant  à  n  une  valeur  convenable.  Donc,  en  prenant 
ce  nombre  n  de  termes  ou  davantage  dans  la  série  de  fonc- 
tions, le  reste  de  cette  série  sera  également  de  module  <^  s. 
Donc  la  série  converge  uniformément. 

324.  Continuité  des  séries  uniformément  convergentes.  — 
I.  Si  les  termes  d'une  série  uniformément  convergente  sont 
des  fonctions  continues  d'une  ou  plusieurs  variables  réelles 
ou  coînplexes  dans  un  domaine  déterndné,  la  somme  de  la 
série  est  une  fonction  continue  dans  ce  domaine. 

Posons  s  =  Sn  +  R,i  et  désignons  par  A.s,  ls„  et  AR„  les 
accroissements  de  ces  trois  quantités  pour  un  système  déter- 
miné d'accroissements  de  la  ou  des  variables.  On  a 

A.s  =  \sn  +  AR„  =  A.s„  +  (ll„  +  AR„)  —  R„. 

Nous  allons  montrer  (jue  les  trois  termes  dans  lestpiels  on  a 
décomj)osé  As  peuvent  être  supposés  aussi  petits  cpie  l'on  veut 
avec  les  accroissements  des  variables.  En  efîet,  la  conver- 
gence étant  uniforme,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  (pie 
les  deux  restes  j  R„  |  et  |  R,i  +  ARn  |  soient  plus  petits  ([truii 
nombre  positif  s  donné  d'avance  si  petit  qu'il  soit,  ((iicls  (jue 
soient  les  accroissements  des  vaiiables.  Cela  fait,  .s„  qui  est  la 
somme  d'un  nombre  limité  de  fonctions  continues,  est  une 
fonction  continue.  Donc  on  peut  rendre  sa  variation  absolue 
<^  £  en  rendant  les  accroissements  des  variables  suirisamment 
petits.  Donc  la  variation  |  A.s  |  sera  <^  3s,  (piantitc'arbil laire- 
nieut  petite.  Donc  s  est  une  fonction  continue. 
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La  réciproque  n'est  vraie  ciiie  pour  les  séries  réelles  et  posi- 
tives :  Lorsqu'une  série  de  fonctions  continues  et  positives  ne 
converge  pas  uniformément,  la  somme  de  la  série  est  discon- 
tinue dans  le  dom  line  considéré. 

C'est  la  conséquence  du  théorème  suivant,  qui  est  plus 
précis  : 

II.  Si  la  série  est  réelle  et  positive,  et  si,  étant  donné  un 
nombre  positif  s,  il  est  impossiJde  de  réaliser  la  condi- 
tion i  R„  I  <^  c  par  une  valeur  de  n  indépendante  des  variables, 
la  somme  s  de  la  série  est  discontinue,  et  son  oscillation  égale 
ou  surpasse  £  en  un  point  au  moins  du  domaine  considéré. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  termes  de  la  série 
soient  des  fonctions  positives  d'une  seule  variable  x  dans  un 
intervalle  (o,  b)  et  commençons  par  une  remarque  préli- 
minaire. 

Supposons  que  l'intervalle  (a,  b)  soit  partagé  en  deux  par- 
ties. Si,  £  étant  donné,  la  condition  R,i  <^  £  se  réalise  par  une 
valeur  n'  de  n  indépendante  de  x  dans  la  première  partie,  et 
aussi  par  une  valeur  n"  de  n  indépendante  de  .v  dans  la 
seconde,  elle  se  réalise  dans  tout  l'intervalle  par  la  plus  grande 
des  deux  valeurs  n'  et  n" ,  car,  les  termes  étant  positifs,  R„ 
décroît  quand  l'indice  augmente. 

Donc,  si  la  condition  R,i  <^  £  est  irréalisable  dans  l'intervalle 
(a,  b)  par  une  valeur  de  n  indépendante  de  x,  elle  est  irréali- 
sable, en  vertu  de  la  remarque  précédente,  dans  l'un  des  deux 
intervalles  moitiés  de  celui-là,  puis  dans  l'une  des  moitiés  de 
cette  moitié,  et  ainsi  de  suite.  Convenons,  en  cas  d'ambiguité, 
de  considérer  la  moitié  de  gauche.  Nous  formons  une  suite  illi- 
mitée d'intervalles  où  la  condition  est  iriéalisable,  chacun  inté- 
rieur à  tous  les  précédents  et  dont  les  amplitudes  tendent  vers 
zéro.  Cette  suite  converge  vers  un  point  ;  de  l'intervalle  (o,  />), 
compris  dans  tous  les  intervalles  précédents.  Ce  i)()inl  ajjpar- 
tient  donc  à  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on  veut  oii  la  coiuli- 
tion  R„  <^  £  est  irréalisable  i)ar  une  valeur  de  n  indépendante 
de  x.  Je  dis  que  la  somme  .s  de  la  série  est  discontinue  au 
point  ;  et  que  l'oscillation  de  s  en  ce  point  surpasse  £. 

En  elTel,  on  a  .s  =  s„  +  R„  ;  donc,  la  fonction  8„  étant  con- 
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tiiiiic  au  point  ;,  l'oscillation  de  .s  en  ce  [)oint  est  la  même  {|iie 
celle  de  R„  quel  que  soit  n.  Mais  pour  u  assez  grand,  U„  est 
aussi  petit  que  l'on  veut  au  point  ;  et  surpasse  toujours  e  dans 
son  voisinage  immédiat.  Donc  l'oscillation  de  R„  (ou  de  s)  au 
point  ;  est  au  moins  égale  à  £. 

Ces  théorèmes  conduisent  à  la  conclusion  suivante  : 
111.  La  condition  nc'cessaire  et  sulfisante  pour  qu'une  séi-ie 
de  fonctions  continues  et  positives  ait  une  somme  continue, 
est  que  la  convergence  soit  uniforme. 

325.  Intégration  des  séries  réelles  uniformément  conver- 
gentes. —  Si  les  termes  d'une  série  réelle  utiiformémenl  con- 
vergente sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  réelle  x 
dans  l'intervalle  (a,  h),  l'intégrale  de  la  série  dans  cet  inter- 
valle peut  s'obtenir,  par  décomposition,  en  intégrant  chaque 
terme  de  la  série. 

D'autre  part, si,  au  lieu  d'intégrer  dans  l'ititervidle  {a,  ]>),  on 
intègre  dans  une  portion  variable  (a,  x)  de  cet  intervalle,  la 
série  intégrale  sera  encore  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

Considérons,  en  elïet,  la  série 

s  =  u^  +  u^  +  •••  +  Un  +  •••  ^  s„  +  \\n  ; 

on  auia,  les  fonctions  .s  et  II,,  élauL  continues  (n"  321)  et,  [)ai' 
suite,  intégrables, 

/.  ri,  j-  h 

S  dx  -^  \  s,,  dx  +  \   U,j  dx. 

H.  J  a  J  a 

Faisons  tendre  n  vers  riiiliiii  ;  la  convergence  élaiil  uni- 
forme, j  R„  I  devient  inférieur  à  tout  nombre  positif  t,  si  petit 
cpi'il  soit,  (piand  n  leiid  vers  l'inlini,  au<iuel  cas  on  a 

If'  I 

\     \{„dX        <£(/,  —  «). 

!   J  a  I 

('.(•Ile  i  11  [('ivraie  (end  donc  viMs  zéro  (piand  ii  Icnd  \  ers  l'in- 
lini. Il  vienl  ainsi 

\''  C'  f'  C' 

\  s  dx  =  lim  \  .s„  dx  --  \  u^  dx  +  \  u.,dx  -'  .... 

Ja  n=3t  Ja  J  u  J  n 
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Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  on  remarque 
que  l'on  peut  remplacer  dans  cette  relation  h  par  une  valeur 
X  quelconque  de  l'intervalle  (a,  h).  Alors  le  reste  de  la  série 
intégrale  a  pour  valeur  absolue 


t"R„f/^{<c(7^  — rt), 

J  a  1 


ce  qui  prouve  que  la  convergence  de  la  série  intégrale  est  uni- 
forme. 

Remarque.  —  Quand  la  convergence  n'est  pas  uniforme, 
l'intégration  terme  à  terme  n'est  plus  toujours  légitime.  Nous 
allons  le  montrer  par  un  exemple. 

Reprenons  la  série,  considérée  précédemment  (n"  322) 

s  =  !:.v[/i2e-«-^  —  {n  —  1)-  e-C'-iK]  -  0, 
dans  laquelle  x  est  nul  ou  positif.  On  a  évidemment 

\  s  clx  =  0. 

Jo 

Mais  l'intégration  terme  à  terme  conduit  à  un  résultat  diffé- 
rent du  précédent.  On  a,  en  effet, 

s,.  =  xn-e~"^'^. 


Si  l'on  intègre  terme  à  terme,  on  trouve 

lim  \  Su  dx  =  lim  \  nx  e-"''  ndx  =  \    te~'  dt  =  1, 

«  =  X    J  0  J  0  J  0 

tandis  que  l'intégrale  de  s  est  nulle. 

326.  Intégration  des  séries  positives.  —  l^nc  série  de  fone- 
tions  coiitiiiaes  et  itositives  dont  la  somme  est  intégralde  (an 
sens  élémenUdre)  peut  toujours  être  intégrée  terme  à  terme 
dans  un  intervalle  (a,  1))  fini  ou  infmi. 

Supposons  d'abord  l'intervalle  {a,  h)  fini.  Si  la  somme  est 
continue,  la  série  est  uniformément  convergente  (n"  324,  III) 
et,  par  conséquent,  on  peut  l'intégrer  terme  à  terme. 

Si  la  somme  est  discontinue,  elle  n'admet,  par  hypothèse, 
qu'un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  dans  l'intcM- 
valle  {a,  h).  Nous  pouvons  admettre,  sans  nuire  à  la  généra- 
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lité,  que  les  seuls  points  de  discontinuité  soient  (i  et  ]).  On  a, 
sans  difficulté,  {[uek[ue  petit  que  soit  e  positif,  car  on  est  dans 
le  cas  précédent, 

\      S  (/x  =  S  \       Un  dx  ^  S  \  ii„  (Ix  ; 

J  fi+e  J«.+£  ja 

donc,  h  la  limite,  e  tendant  vers  0, 

\    s  dX^}L^\    Un  dx. 

J  a  j  a 

D'autre  part,  on  a,  quel  c[ue  soit  /), 

i>  r  '>  p  r  i> 

s  ^  ï  Un,  \  S  dx  ^  i^  \    II,,  dx  ; 

1  Ja  l    Ja 

et,  par  conséquent,  à  la  limite,  pour  />  infini, 

ri)  r  II 

\  S  rfx  ^  1  \  u„  dx. 

J  a  J  (i 

Donc  l'égalité  seule  est  possible.  Mais,  dans  ce  cas-ci,  les 
deux  membres  peuvent  être  simultanément  infinis. 

Si  rintervalle  (a,  h)  est  infini,  si,  par  exenq)Ie  a  et  b  sont 
infinis  tous  les  deux,  on  a,  quelque  grand  (jue  soi!  X,  par  ce 
qui  précède, 

\      S  dx  =  ï  \      Un  dx  ^  i^  \       Un  dx 

J  — N  J  — N  J  —X 

et,  à  la  limite,  N  croissant  indéfiniment, 

s  dx^yi  \       Un  dx. 


L^"-^<-S 


Mais  l'égalité  seule  est  possible,  car  on  obticiil  uni'  relation 
de  sens  contraire  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent. 

327.  Dérivation  des  séries  réelles.  —  Si  les  tri-nics  (Tuiu' 
scfic  n'cllc  coin'criH'nlc  sonl  des  l'oiiclioiis  irinw  ^uiridhlc 
rcellc  X  ayuni  des  dériK'ées  eontinues,  el  si  la  séi-ie  de  ces 
dérivées  eon\'er^e  unifoniiéuieut  dans  un  inler\'(dle  (a,  h),  lu 
souuue  de  lu  série  des  dérivées  est  lu  dérivée  de  lu  somme  de 
la  série  primitive. 

Soient,  en  elTet,  .s  —  -//„  la  série  inimitive,  et  t  —  ^n',,  la 
série  dérivée  dont  la  somme  est  fonction  continue  de  .v  (n"32 1). 
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Faisons  varier  .v  de  a  à  h,  on  aura,  en  vertu  du  théorème 
précédent, 

\    'JClx  =   I  \    Un  d.\   ^   ^Un  —  ('/«)a]  , 

l'iiuliee  a  signifiant  qu'il  faut  faire  a:  =  a  dans  ii„.  Comme  la 
série  primitive  converge  par  hypotlièse,  le  résultat  précédent 
peut  se  mettre  sous  la  forme  (n°  369) 

r-.v 

\    7dx  =   ^Un  —  ^Un)a   =  S  —  (s)„, 

J  " 

et,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  x, 
n  étant  continue,  on  trouve  n  =-  s'  comme  le  veut  le  théorème. 

§  4.  Séries  potentielles 

328.  Définition.  —  Les  séries  potentielles  sont  celles  qui  sont 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  r-  —  ii 
où  z  est  une  variable  et  a  une  constante  (réelles  ou  com- 
plexes). Elles  sont  de  la  forme 

«0  +  «,(;•  —  a)  +  rt,(-  —  ay  +  •••  +  (iniz    -  a)"  +  ..., 

où  «,,,  rt,,...  rt„...  sont  des  coelficients  constants  (réels  on 
complexes). 

En  posant  z  —  a  =  .v,  elles  prennent  la  forme 

(1)  «0  +  n^X  -f    «2.V"'  +  •••   +  «„.V"    +   •••  =  ^ClnX''. 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  allons  les  étudier.  Ces  séries 
jouissent  de  propriétés  qui  leur  seront  propres  et  elles  ont  une 
importance  exceptionnelle. 

Dans  les  démonstrations  suivantes,  iu)ns  désignerons,  en 
général,  par  /'  le  module  de  .v  et  par  a„,  a,,...  y.„  ceux  de  n„, 
a,,...  a„. 

329.  Cercle  de  convergence.  —  Considérons  la  suite  des 
(piantités  : 

Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

i"  Si  p„  a  pour  limite  zéro  pour  n   inliui,  la  série  positive 

27 
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Sa„p"  coiiverg-e  pour  toute  valeur  positive  de  /*  eu  vertu  du 
critère  de  première  espèce  de  Gauchy  (u°  311),  car,  «„  étaut 
le  terme  général  de  cette  série,  ou  a,  quel  que  soit  r, 

n  n 

lim  |^H„  =  lim  j  a„r"  =  lim  p"r  =  0. 

Donc  la  série  i^a,iA;"  est  aJ)S()iiuncnt  com^cvgcnle  pour  toute 
valeur  réelle  ou  complexe  de  .v.  On  dit,  dans  ce  cas,  que  la 
fonction  définie  par  la  série  (1)  est  une  fonction  entière  de  .v. 

2°  Si  p„  peut  surpasser  tout  nombre  assignable  quand  n  varie, 
la  série  Sa„A;"  diverge  pour  toute  valeur  de  x  autre  (jue  zéro, 
car  le  module,  {z„r)'^,  de  son  terme  général  n'a  pas  pour 
limite  zéro. 

3°  Quand  aucune  de  ces  deux  hypothèses  ne  se  présente,  p,,  a, 
pour  71  =  oo,  une  plua  grande  limite  (n"  15)  finie  et  positive  L, 
c'est-à-dire  que,  quand  n  augmente  indéfiniment,  z„  devient 
définitivement  inférieur  à  L  +  £  et  ne  devient  jamais  (léfinitive- 
ment  inférieur  à  L  —  e  quelque  petit  que  soit  le  nombre  posi- 
tif £.  Posons  L  =  1  :  R  ;  je  dis  (jue  la  série  positive  ^»„  =  ^a,,;-" 
converge  si  r  est  <  R  et  diverge  si  r  est  ^  \\. 

En  effet,  si  /•  est  <^  R,  on  peut  poser  r  =  = — r- o^'  *^'^^^ 

1j  -\-  2àt 


"[/"«   =   ^nV  ^ 


L  +  2£ 


Cette  expression  devenanl  définitivement  inféj'ieuie  à  un 
nombre  fixe  (L  +  e)  :  (L  +  2c)  <^  1,  la  série  converge  en  vertu 
du  critère  de  Gauchy. 

Au  contraire,  si  /'  >  R,  ou  peut  poser  /•  =    ,  d'oîi 

'  '  L  6 

Cette  expression  ne  devenant  jamais  (iélinitivemenf  <^  1,  le 
terme  général  «„  n'a  pas  i)onr  limite  (). 

Donc  la  série  i]a„x"  est  absolument  conwrgente  |)()iii'  toute 
valeui-  (réelle  ou  complexe)  de  .v  dont  \c  niixlnle  est  <^  R,  et 
elle  diverge  ytonv  foule  valeur  dont  le  module  est  ^  U  (le  terme 
général  n'ayant  pas  pour  limite  zéro). 
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Le  cercle  de  rayon  R  décrit  autour  de  l'origine  s'appelle  le 
cercle  de  coiwergence  :  la  série  Sfffi-V  est  absolument  conver- 
gente à  l'intérieur  et  elle  est  divergente  à  l'extérieur  du  cercle. 
Sur  la  circonférence  elle-même,  il  y  a  doute  ;  la  série  converge 
ou  diverge  suivant  le  cas. 

D'après  ce  qui  précède,  le  rayon  du  cercle  de  convergence 
est  l'inverse  de  la  plus  grande  limite  de"]  a^.  Donc,  en  parti- 
culier, si^i/a^a  une  limite,  cette  limiie  est  l'inverse  du  rayon 
de  convergence. 

Remarque.  —  Le  rayon  de  convergence  est  aussi  égal  à  la 
limite,  quand  elle  existe,  du  rapport  a„  :  a„_|_i.  En  effet,  soit  R 
cette  limite  ;  le  critère  de  seconde  espèce  de  Gauchy  s'applique 
alors  à  la  série  i^zi,,  =  ^^•„7'",  il  vient 

lim  — =^  =  lim — ~ —  =  -TT-, 

Un  ^-n  R 

donc  la  série  converge  ou  diverge  selon  que  r  est  <^  ou  >  R. 

330.  Théorème.  —  Une  série  potentielle  converge  unifor- 
mément dans  tout  cercle  de  rayon  p  <^  R  décrit  autour  de 
l'origine,  et  elle  a,  par  conséquent,  pour  somme  une  fonction 
continue  de  x  dans  ce  cercle. 

En  effet,  la  série  à  termes  constants  et  positifs  ila„p"  est  con- 
vergente par  hypothèse,  puisque  p  <^  R.  Les  modules  des 
termes  de  la  série  ^r/,i.v"  ne  peuvent  surpasser  les  termes  cor- 
respondants de  la  série  précédente  dans  le  cercle  de  rayon  p. 
Donc  cette  série  converge  uniformément  (n"  323). 

331.  Fonctions  analytiques.  —  A  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence,  une  série  potentielle  définit  donc  une  fonction 
de  la  variable  complexe  x.  Les  fonctions  qui  peuvent  être  ainsi 
définies  par  des  séries  potentielles,  portent  le  nom  de  fonctions 
analytiques.  Ce  sont  les  plus  importantes,  mais  leur  étude  ne 
sera  pas  approfondie  ici. 

La  dérivée  f'{x)  d'une  fonction  analytique  f{x)  est,  parvléii- 
nition,  la  limite  du  (piolient 

f(x  +  h)  -  /(.y) 
h 
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quand  Ji  iciul  vers  zéro  par  une  suite  de  valeurs  réelles  ou 
complexes  quelcoiupies.  Le  théorème  suivant  j)roiive  l'exis- 
tence de  la  dérivée  pour  toute  fonction  analyli(iue  : 

332.  Théorème.  —  Soit  f{.\)  =  i^rt„.v"  une  série  convergente 
dans  un  cercle  de  rayon  lî  ;  la  série  dérivée  il/ia„.v"~'  sei'a 
convergente  dans  le  même  cercle  que  la  première  et  aura 
pour  somme  f'(x). 

Soit  X  un  point  quelconque  situé  dans  le  cercle  de  conver- 
gence. Considérons  la  série  convergente  à  lermes  positifs 

F(r)  =  ïa„/-". 

Donnons  à  /•  un  aciMoissemeul  positif  o,  assez  petit  pour  cpie 
;•  +  0  soit  encore  <^  R.  La  série  F(r  +  o)  sera  encore  conver- 
gente et  l'on  aura 


F(r  +  o)  —  F(r) 


(r  +  o)'»— r« 


(I) 


nr 


n(n  —  1)  > 


Donnons  à  x  un  accroissement  variable  /*,  réel  ou  complexe, 
et  formons  rexi)ression,  analogue  à  la  i)récédenle, 


f(x  +  h)-  f{x)  __  ,.^,  {x  +  hr-x" 

; -'(t,, 


(2) 


^a„ 


nx 


h 

+ 


1.2 


/i.v"-- 


La  comparaison  des  séries  (I)  cl  (2)  nioiilrc  ininu-dialriiifiit 
que  si  |  h  \  est  <^  o,  tous  les  termes  de  la  série  (2)  oui  leurs 
modules  moindres  (jue  les  termes  correspondants  de  la  série  (I) 
qui  sont  conslanls  et  positifs.  Donc,  si  li  tend  vei's  /.('«ro,  la 
série  (2)  coiiverge  unirornK'uu'iit  (m"  32.'5)  et  est  l'oiiclioii  con- 
tinue de  II  (n"  321).  Sa  liniilc  |)()ui'  Il  —  0  se  confond  avec  sa 
valeur  pour  li  =  0.  I">u  faisan!  Icndrc  h  vcis  zim'o,  l'écpiaiion  (2) 
donne  donc,  à  la  limite, 


/■'(•v) 


i.n<i„x' 
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333.  Théorème  d'Abel.  —  Si  la  série  ^rt„.v"  coii\'erge  pour 
une  valeur  réelle  (positi^'e  ou  négati\'e)  .v,  de  x,  elle  converge 
uniforinéinenl  dans  l'intervalle  (0,  .v,)  et  elle  a  pour  somme 
une  fonction  continue  de  x  dans  cet  intervalle. 

Le  reste  R„  n'est  autre  chose  que  la  série 

R„  =  a„x"  +  a„+ix"+'  +  ... 

La  série  proposée  étant  convergente  pour  .v  =  .v,  par  hypo- 
tlièse,  à  tout  nombre  positif  s  donné,  si  petit  qu'il  soit,  corres- 
pond un  entier  N  assez  grand  pour  que  la  condition 

ait  lieu,  (]uel  que  soit  /),  pou  vu  que  n  soit  ^  N. 

D'autre  part,  si  l'on  a  :  soit  0  ^  v:  <^  .v,  soit  .Vj  ^  a;  <^  0,  la 
suite 

^  y,      /  'V-  \"+'         /  X  \"+p 

xj  [  xj       '  \  ,v, 

est  positive,  stationnaire  ou  décroissante.  Donc  la  série 

a„x'^(^J ^  a,,^,xl+'l~J^  +  •••  =  rt,A'"  +  ««+i-v"+i  +  - 

converge  (n"  320)  et  sa  somme  est  <^  i  i'~\  et  a  fortiori  <^  s. 

On  a  donc  |  ll„  |  <^  £  quel  que  soit  x,  et  la  série  proposée 
converge  uniformément  dans  l'intervalle  (0,  .Vi). 

334.  Sur  l'emploi  du  théorème  précédent.  —  Le  tliéorème 
d'Abel  sert  le  plus  souvent  à  étendre  aux  points  de  la  circon- 
férence (hi  cercle  de  convergence  des  relations  établies  dans 
l'intérieur  seulement  de  ce  cercle. 

Supposons  que  l'on  ait,  dans  l'intérieur  (hi  cercle, 

fix)  =  vr,„x" 

et  que  f{x)  soit  contiuuo  on  un  point  X  de  la  circonférence.  La 
relation  précédente  subsistera  au  point  X,  pourvu  que  la  série 
converge  en  ce  point. 

Soit,  en  effet,  r  une  variab](^  réelle  comprise  entre  0  et  1  ; 
on  a,  par  hypothèse, 

firX)  =  ^a„X")r-. 
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Faisons  tendre  r  veis  l'unité,  on  aura,  en  verlu  du  llicorème 
d'Abel, 

/(X)  =  2r/„X". 

335.  Application  à  la  multiplication  des  séries.  —  Cousi- 
dérons  deux  séries  convergentes  à  termes  réels  ou  complexes  : 

Formons  la  série  s"  =  llu',,  dont  le  terme  général  est 

Théorème. —  Si  Inscric  i^u',,  c()nvcri>c',  elle  (i  pour  somme  ss'. 
En  elï'et,  les  deux  séries  : 

sont  convergentes  pour  x  =  \.  Donc  l(nir  rayon  de  convergence 

est  au  moins  égal  à  1  et  elles  Hont  absolument  coiivcriicntcs  si 

I  X  I  est  <^  1.  On  a  donc,  sans  difficulté  si  |  a:  |  est  <^  1  (n"31<S), 

■i{xyi{x)  =  I.i^\,x"+K 

Faisons  tendre  x  vers  l'unité.  On  aura,  ])ar  le  théorème 
d'Abel, 

lim  cf(.v)  =  s,  lini  •L(.v)  =  s',  lim  Xvv'„.v"  '  '  =  Su-,,  =  s". 

Donc  .s"  =  s.s'. 

336.  Théorème.  Série  illimitée  de  Maclaurin.  —  l'iw  fonc- 
tion réelle  ou  complexe  ne  peut  être  dc^'cloppée  en  série 
potentielle  que  d'une  seule  numière. 

En  elTel,  soit  /"(.v)  la  somme  d'iiue  sérk'  potentielle,  coiivci- 
gente  dans  un  cercle  de  rayou  H  : 

f{x)  =  a„  +  a^x  +  a^x'^  +  «.,.v'  +  .., 

Eu  dérivaul   successivemeut,  il  vient,  dans   \e  même  cercle, 

/"(-v)  =  «1  +  ^r/jX  +  3«,.v'-  +  ..., 
f"{x)  =  2a,  +  2.3a.,x  +  ..., 
r(-v)  =  2.:Vr.  +  ..., 
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Posant  a;  =  0  dans  ces  équations,  on  en  tire  successivement 

f"(0)  f"'(0) 

«o=/'(0),    «,  =  r(0),    «e  =  ^^'    «^=Txi'- 

Donc  tous  les  cofTicients  de  la  série  sont  déterminés.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  la  série,  il  vient 

f{x)  =  f(0)  +  -f  r'(0)  +  -^  f"(0)  +  ^  r(0)  + ... 

C'est  la  série  illimitée  de  Maclaiirin.  Nous  retrouvons  donc, 
par  une  autre  voie,  la  loi  de  formation  des  coefficients  succes- 
sifs obtenue  au  n"  77.  Tandis  que  nous  avons  raisonné  là  sur 
un  nombre  limité  de  termes,  nous  avons  raisonné  ici  sur  des 
sommes  prolongées  à  l'infini.  Mais  tandis  que,  les  variables 
étant  réelles,  la  formule  limitée  du  n"  77  ne  suppose  que 
l'existence  des  dérivées  de  f{x),  celle  que  nous  venons  d'ob- 
tenir n'est  nullement  démontrée  pour  une  fonction  f{x)  quel- 
conque. Elle  ne  l'est  que  poiir^'u  que  le  développement  soit 
possible. 

337.  Nouvelles  expressions  du  terme  complémentaire  de 
la  formule  de  Maclaurin.  —  Le  procédé  qui  se  présente  immé- 
diatement à  l'esprit  pour  reconnaître  si  une  fonction  f{.\) 
d'une  variable  réelle  peut  s'exprimer  en  série  potentielle, 
consiste  à  développer  f(x)  par  la  formule  limitée  de  Maclaurin 
et  à  vérifier  si  le  terme  complémentaire  tend  vers  0  quand  le 
nombre  n  des  termes  aug-mente  indéfiniment.  S'il  en  est  ainsi, 
en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  obtiendra  l'expression  de 
f(x)  en  série  illimitée. 

Ceci  nous  amène  à  chercher  une  noiiveHe  forme  du  terme 
complémentaire  ou  du  reste.  Nous  aHons  l'obtenir  en  nous 
servant  du  calcul  intégral. 

Soit  f{x)  une  fonction,  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n,  d'une  variable  réelle  x.  En  faisant  une  pre- 
mière intégration  par  i)arties,  on  a 

A-v)  -  r(<>)  =  \f'i-^  -  t)dt  =  xf'io)  +  JV'^v  -  0^'/^ 
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On  peut  faire  une  nouvelle  intégral  ion  par  parties  portant 
sur  tdl,  et  continuer  ainsi  de  suite  en  faisant  toujours  i)orter 
l'intégration  sur  la  puissance  de  t.  Après  il  —  1  intégrations 
par  parties  consécutives,  on  obtient 

(  r(-v)=r(")+-^:/"(")+^'r"(<i)+-+^^,^^ /•"""(")+!!.. 

C'est  la  formule  de  Maclaurin  avec  Vcxpvcssion  cxdck'  du 
reste.  Par  le  changement  de  variables  l  =  x  (i  —  u),  le  reste 
s'écrit  aussi 


(2 


)  ^"^^  ^  {n-\)\  5  V"'("-^-)  (1  -«)"-'  '/"• 


Au  moyen  du  Ihéorème  de  la  moyenne,  on  peut  obtenir  des 
expressions  plus  simples  du  resie,  mais  (jui  ont  l'inconvénienl 
de  renfermer  une  quantité  inconnue  0  comprise  entre  0  cl  1. 
Si  l'on  fail  sortir  p"\ux)  du  signe  d'intégiation,  on  trouve 

C'est  l'expression  connue  (n"  77). 

^  5.  Développement  des  fonctions  réelles  en  séries 
potentielles.  Discussion  du  reste 

338.  Considérations  générales.  —  Lorsqu'on  se  propose  de 
dévelopDCi-  en  séries  potentielles  des  fonctions  (pii  (b'pendent 
d'une  variable  complexe,  il  existe  des  i)rincipes  généraux  (pii 
pernKtlenl  de  supprimer  à  peu  près  toute  discussion.  Ces 
principes  font  l'objet  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe.  Pour  le  monuMil,  nous  coiisich'rons  (exclusivement 
les  varial)les  réelles.  Pour  oi)l('iiii-  le  développement  de  f{x) 
en  série  potentielle,  le  proci'dt''  le  plus  élémentaire  consiste  à 
passer  de  la  l'ornuile  limitée  de  Maclaurin  à  la  formule  illimitée 
en  faisant  lendn»  n  vers  l'inlini. 

Il  laul  démouli'er  (|U('  !<•  U'riiw  cuniplriuciilairc  tend  vers 
zéro.  C'est    à   cela  ([ue   serveul   les  expressions  g(Mi(''i'ah>s  de  ce 


SÉRIES  POTENTIELLES  425 

terme  que  nous  avons  fait  connaître  au  n''  précédent.  Mais  la 
discussion  est  loin  d'être  toujours  facile  sur  ces  expressions 
générales.  Elle  est  simple  pour  les  fonctions  e-\  sin  x,  cos  x 
Elle  Test  déjà  moins  pour  les  autres  fonctions  élémentaires,  et 
pour  les  fonctions  plus  compliquées,  elle  est  le  plus  souvent 
impraticable. 

Heureusement,  pour  la  plupart  des  fonctions,  on  trouve  des 
expressions  particulières  de  R„,  non  comprises  dans  les  for- 
mules générales,  et  qui  se  prêtent  à  une  discussion  plus  facile. 
C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  montrer  dans  le  para- 
graphe actuel. 

A  côté  du  procédé  qui  consiste  à  passer  ds  la  série  limitée  à 
la  série  illimitée,  il  y  en  a  un  autre,  infiniment  plus  riche  en 
ressources.  On  pose  a  priori  la  série  illimitée  et  l'on  démontre 
directement,  au  moyen  de  ses  propriétés  particulières,  qu'elle 
a  pour  somme  f(x).  Ce  procédé  est  moins  élémentaire  que  le 
premier,  mais  il  est  plus  intéressant  et,  pour  en  faire  saisir  la 
portée,  nous  commencerons  par  l'appliquer  aux  fonctions  e^, 
sin  X  et  cos  x. 

339.  Fonction  exponentielle.  —  Considérons  la  série 

En  vertu  du  second  critère  de  Cauchy  (n"  311),  elle  est  abso- 
lument convergente  pour  toute  valeur  de  x.  En  elîet,  le  module 
de  iin+i  '  Un  est  égal  à  |  .x  |  :  n  et  tend  vers  zéro  avec  1  :  Ji, 
quel  que  soit  x.  Cette  série  jouit  de  la  propriété  de  se  repro- 
duire par  dérivation  et  l'on  a  f(0)  =  1.  Ces  deux  propriétés 
suffisent  pour  montrer  que  la  série  a  pour  somme  e-^.  En  elTet, 

B.fix)e-^  =  [fix)  -  fix)]c-  =  0. 

Donc  f(x)e~''  est  une  conslaiite.  Faisant  x  =  0,  on  voit  ([ue 
cette  constante  est  1.  Donc  f{x)  =  e-^. 

340.  Fonctions  circulaires.  —  Considéions  les  deux  séries, 
dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première, 

?<->=T-^  +  ^---      -r'W-  '-l'  +  f — • 
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Elles  convergent  pour  toute  valeur  de  x  comme  la  précé- 
dente, et  l'on  a 

f(x)  =  --.{x),         'f(0)  =  0,         '-p'(0)  =  1. 

Je  dis  qu'il  en  résulte  '^(a:)  ^  sin  x. 

Il  sulïil  de  remarquer  que  l'on  aura  nécessaireinenl 

'^{x)  cos  .-v:  —  'y(A;)sin  .v  =  0,  -^(x)  sin  x  +  .i'(.v)  cos  .v  =  1. 

En  effet,  les  premiers  membres  sont  des  constantes,  car 
leurs  dérivées  s'annulent  en  vertu  des  propriétés  de  '^.  En  fai- 
sant :\;  =  0,  on  voit  que  ces  constantes  sont  0  et  1.  On  tire  alors 
des  deux  équations  précédentes  o{x)  =  sin  x  et  /(x)  =  cos  x. 

341.  Séries  logarithmiques.  —  Pour  développer  Log  (1  +x), 
cherchons  une  expression  particulière  du  reste  U„.  Pour  cela, 
partons  de  l'identité 

1      _   1  —  (—  xy  +  (—  xy  _"-!  ^      ^^^.  ,     (—  x)« 


(-  .v-)^-  + 


1  +  X  l  —  {—x)  0  i+  X 

Intégrons  les  deux  membres  de  0  à  .v,  ce  qui  sui)pose  x^  —  1  ; 
l'intégrale  du  dernier  terme  sera  R„.  Il  vient  ainsi 

(1)       hog{i+x)   =   ,X-^  +  -|^-...  +   i-ir-^-^+Wn. 

Servons-nous  du  théorème  de  la  moyenne  pour  simplifier 
R„  ;  nous  pouvons  écrire 

R  ^,^yA^-^c;:dx^(-iy^^^       (0<o<i) 

^"       ^      ^^    Jo  l  +  x       I  +0.vn  +  l         ('^<  J<1)- 

Donc  R„  tend  vers  0  si  |  .v  |  est  <^  I  ou  si  .v-^1.  Si  .\;  =  —  1, 
la  série  devient  ^'/i~'  et  diverge.  Donc  le  rayon  de  convcigence 
de  la  série  (1)  est  égal  à  l'unité. 

La  fonction  Log  (I  +  x)  est  donc  ex|uiniabl(>  en  sov'ir  illi- 
mitée de  Machinrin  si  l'on  a  ( —  i  <^  .v  <^  l),  et  la  série  illimitée 
diverge  dans  les  autres  cas. 

Faisant  .v  =  l,  on  obtient  la  série  (non  absohiment  conver- 
gente) 

liO'»"  2  ^^   I -+- ... 
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1    +    X 

Le  développement  de  Log peut  immédiatement  se 

déduire  de  celui  de  Log  (1  +  x).  On  peut  aussi  l'obtenir  comme 
il  suit  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent.  On  a 


=    ^  x-^  -h-Y 

1  —X-  0  i 


X- 


1—X-  1—X'  0  i— .V 

On  multiplie  par  2  et  l'on  intègre  de  0  à  a;  ;  il  vient 

X 


1    +  X 

(2)     Log-^'^=2 


:x; 


X 


X'       x" 
3  o 


lin  =   2 


■•^x-"dx 


ol 


2 


'    2/1—  1 


+  R, 


X- 


i  —  (jx''2n  +  1 


et  Rrt  tend  vers  0  si  a;  est  compris  entre  —  1  et  +  1.  Dans  les 
autres  cas,  la  série  infinie  diverge. 

C'est  la  série  (2)  que  l'on  applique  au  calcul  des  logarithmes 
des  nombres  entiers.  On  fait 


X  = 


p  —  q 

p  +  q 


d'où 


1  +  X 


et  l'on  choisit  les  entiers  p  et  q  de  manière  que  |  a;  1  soit  <^  1, 
On  a 


Log  p  =  Log  q  i-  2 


_  p  f  f/         S\p  +  q 


1  (p  —  qY  ,    1  (p  —  qY 
p  +  q 


+ 


Cette  formule  suffit  pour  le  calcul  des  logarithmes  des  nom- 
bres entiers,  car  elle  fait  dépendre  le  calcul  du  logarithme  de  p 
de  celui  d'un  nombre  inférieur  q,  et  le  logarithme  de  1  est 
connu.  En  particulier,  si  p  =  2,  r/  =  1,  il  vient 


Log  2  =  2 


L      AJ_      i__L 


Cette  série,  à  convergence  rapide,  convient  beaucoup  mieux 
au  calcul  de  Log  2  que  la  précédente  qui  converge  lentement. 

342.  Développement  de  l'arc-tangente.  —  Ce  développe- 
ment s'obtient  comme  le  précédent.  Parlons  de  l'identité 

1         _  l-{-xT+{-xT   _  "sV-  ^-^^X  4-    (-  ^°')" 
1+X^  1—i—x')  0   ^        ^     '  1   +  X^' 
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Intégrons-la  de  0  à  .v  ;  il  vient  (0  <:^  0  <^  1) 


X' 


x" 


(3)     arc  tgx  ^  X 5-  +  ^^ +  (—  1)"~' 


X' 


l\n  =   (—  1)' 


3         5 
•^  x~''dx 


2« 

0   1  +  x^  ~  1  +  Ox"2/i  +  l' 


+  H«, 


Le  reste  R„  est  inférieur  en  valeur  absolue  au  premier  terme 
négligé  ;  ainsi  il  tend  vers  0  si  |  a;  |  ne  surpasse  pas  l'unité. 
Donc  arc  tg  x  est  représenté  par  la  série  illimitée  si  a;  varie 
entre  —  1  et  1,  limites  comprises.  Le  rayon  de  convergence 
est  égal  à  l'unité,  car  c'est  celui  de  la  série  dérivée  S( —  x-)". 

En  particulier,  pour  x  =  1,  on  trouve  la  formule  de  Leibniz 


f  =  ' 


1         1 


Calcul  (le  -,  —  La  série  (3)  peut  servir  au  calcul  de  -  de  la 
manière  suivante.  On  calcule  d'abord  l'arc  -p  dont  la  laugente 
est  1  :  5.  La  formule  donne 


On  a  ensuite 


tg2! 


2tg 


1  —  ti-h 


t     _ 


sy 


12' 


Vi-^W 


t.4,^,ii^ 


tg'2o 


120 


d'où 


tg 


l*        4J      1 


"  \  -  tg4o--_l 
+  tg4cp 


On  conclut  de  là,  i)ar  la  formule  (3), 


i 

239* 


1 


'^       4       239       3  \239/    '    5  \239 
Ou  oblieul  ainsi  la  formule  de  ^[achin 


71  =   10 


4(|V. 


—4 


1 

239 


i-fii  + 


3  1239 


343.  Série  du  binôme.  —  Si  m  est  égal  à  zéro  ou  à  un  (iilier 
positif,  ou  sait  par  l'algèbre  que  (1  +  x)"^  se  réduit  à  1  ou  se 
(lévc'l()j'>pt;  en  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  de  .v. 
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Laissons  ce  cas  de  côté.  Soit  m  un  nombre  positif  non  entier 
on  nn  nombre  négatif.  Considérons  la  série  illimitée 


SU„  =   1  +  7)1  iX  4-  m^x"-  +  •••  +  7Ï7„X"+  ••• 

1 
dont  les  coefficients,  formés  comme  cenx  dn  binôme,  sont 

771(771  1)  ...  (771 71  +  1) 


777, 


1.2. ..71 


aucun  des  coefficients  ne  sera  nul. 

Le  rayon  de  convergence  est  égal  à  la  limite  existante  du 
rapport  de  deux  coefïicients  consécutifs  pris  en  valeur  absolue 
(n"  329).  11  est  donc  égal  à  l'unité,  car  on  a,  pour  7?  inllni, 


lim 


771,; 


77l„  +  l 


lim 


71  +  1 


771 


77 


1, 


La  série  converge  si  |  x  |  est  <^  1  et  diverge  si  |  a:  |  est  ^  1. 
Quant  au  cas  oh  x  =  ±1,  nous  l'examinerons  au  n"  345. 

Nous  aUons  maintenant  prouver  que  si  |  x  \  est<C  1,  la  série 
Un  ])inome  a  pour  somme  (1  +  x)"^  et  en  déterminer  le  reste  R„. 

A  cet  effet,  soit  f{x)  la  somme  des  7i  premiers  termes  : 

f{x)   =   1  +  777, .V  +  7?7,A;'-  h h  77l„_iX"-^ 

En  observaid  que  deux  coelficients  consécutifs  satisfont  à  la 
condition 

7l77lw (777  77  +    1)  7?Ju_i   =   0, 

on  vérifie  de  suite  l'identité 

l)lf{x)  —  (1   +  X)f'{x)   =   (777  —  77   4-    l)/77„_i.V"-'    -   /1771,A'"-'. 

1mi  vertu  de  celle  identité,  on  a 


D 


f{x)      _(1  +x)f'{x)  —  mfix) 


Il  lUnX: 


■n — 1 


(1  +  x)"*  (1  +  .V)"^+'  (l  +  .\')"'+'  ' 

d'où,  en  intégrani  deO  àx  (ce(|iii  suppose  jc^ —  1  si  777  esl  >■  0), 


(4) 


/(x)         ,  r-^   x«-'. 

1  +.\:)"'  „(1  +  X 


«-'  dx 
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et,  en  remplaçant  f{x)  par  son  développement, 

(  1   +  x)'"  =  1  +  7)1, .V  +  m^X-  +  —  +  Illn-lX'''^  +  R„ 

En  faisant  sortir  le  dénominateur  du  sig'ne  d'intég'ralion  par 
le  théorème  de  la  moyenne,  on  obtient  l'expression  simpliliée 

(6)  R„  =  7n„x"  ^Z^^^^i^,        (0  <  e  <  1). 

Si  X  est  ^  —  1,  cette  expression  montre  que  11,,  tend  vers 
zéro,  avec  le  premier  terme  négligé  /71„a:",  dans  tous  les  cas  de 
convergence,  donc,  en  particulier,  si  x  est  aussi  <^  1. 

Cas  PARTICULIER.  —  Si  {m  +  1)  est  positif  et  <^  1,  on  peut 
encore  mettre  l'expression  du  reste  sous  une  forme  utile. 
Supposant  toujours  x^  —  1,  on  a,  par  le  changement  de  la 
variable  d'intégration  x  en  tx,  et  grâce  aux  deux  hypothèses 
précédentes,  0  étant  compris  entre  0  et  1, 


Ç-  x-Ulx  p     i-Ult     _       r     t-Ult 

5o(i +%)"'+'"    jo(i+<xr+'  ^   jo(i-o'"+' 


n  111,1 


la  dernière  intégrale  se  calculant  par  parties. 

Portant  cette  valeur  dans  (5),  on  obtient  la  formule  suivanle, 
qui  suppose  donc  7ïi  négatif  et  >  —  1  : 

(7)  R„  =  H-  xni   f  -v)'"        (0  <  0  <  1). 

344.  Ordre  de  grandeur  des  coefRcients  de  la  formule  du 
binôme.  —  Nous  allons  inonlrer  (pu*  l'on  peut  poser 

ha 


(8)  I  m» 


,m+l' 


//„  IcudanI  vers  une  limite  liiiic  et  dilîérenle  de  0  cpuind  ii  tend 
vers  l'inlini. 

A  cel  cll'el,  ()l)sei-v()ns  (pic  l'on  a  (il  élanl  supposé^  771  +  1) 


.         771  -h  1  ,     {,    "'+i\ 

71 

D'ailleurs,  (>n  dévelo|)panl   suivant   les  puissances  de  (I  :  n) 


_nin_ 
mn-\ 
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par  la  formule  de  Taylor  ot  on  s'arrêtaiit  au  deuxième  ordre, 
on  peut  poser,  ).„  gardant  une  valeur  finie  quand  n  tend  vers 
l'infini, 

Il  vient  donc 


n  I      I)        \"i  +  l 


I   rrin-x  I  \n  +  1 


e 


Faisant  «  =  2,  3,  ...  n  et  multipliant  les  résultats  entre  eux, 
on  a 

n  X,. 


m„ 


o     \".+i    S-  " 


<? 


m,   j      \7i  +  1^ 
d'où,  en  comparant  à  la  formule  (8), 

^)     ''^"- 

Cette  quantité  tend  pour  /i  =  x  vers  une  limite  finie  et  non 
nulle,  car  2/1  :  (/i  +  1)  tend  vers  2  et  la  série  2(a,i  :  ai-)  est  con- 
vergente comme  S(l  :  n"-).  Notre  formule  (8)  est  donc  justifiée. 

345.  Cas  de  convergence  de  la  série  du  binôme  quand 
X  =  ±1.  —  Si  l'on  fait  a;  =  ±  1  dans  la  série  du  binôme,  elle 
devient  (les  signes  se  correspondant) 

1  ±  m,  +  mj  ±  mg  +  m^  ±  ••• 

Si  m  est  positif,  la  série  est  absolument  convergente  comme 
la  série  2(/i„  ;  n '"+'). 

Si  m  est  -^  —  1,  le  rapport  |  7?i„  :  nin—i  |  est  ^  1,  les  termes 
ne  tendent  pas  vers  0  et  la  série  est  divergente. 

Restedonc  à  examiner  le  cas  où  m  est  compris  entre —  1  et  0. 
Dans  ce  cas,  les  termes  vont  constamment  en  décroissant  en 
valeur  absolue,  car  le  rapport  |  m„  :  mn—\  \  est  <^  1  ;  et  les 
termes  tendent  vers  0  comme  /{„  :  n"^+S  de  sorte  que  la  con- 
vergence ne  peut  être  absolue.  La  série  converge  pour  x=  +i, 
auquel  cas  les  termes  sont  à  signes  alternés  ;  elle  diverge  si 
X  =  —  1,  aucpiel  cas  les  termes  sont  tous  positifs. 


432  CHAPITRE  XI.   SÉRIES 


Remarque.  —  Si  m  est  positif  et  x  égal  à  —  1,  l'expi'ossioii 
(5)  de  R„  (il"  343)  prend  la  foi-me  0.  go,  ce  qui  permet  de  se 
débarrasser  du  signe  d'intégration.  On  fait  tendre  x  vers  —  1 
et  l'on  appli({ue  la  règle  de  l'IIospilal  à  rexpression  mise  sous 
la  forme   ce  :    x  ;  on  trouve 

\-^(l  +  .x)-"'-^  x"-^  dx  (_  i)« 

(9)      H„  =  Il  in„  lim  ^ — — — —y =  nWu  ^ —• 

(1  +  x)-'"  m 

346.  Développement  de  l'arc  sinus.  —  iiemplaçons  .v  par 
—  .\;'-,  faisons  m  =  — -  dans  la  formule  du  Ijinouic  l'I  iircnons 
la  valeur  (7)  du  reste  ;  nous  trouvons 

(10)   — 1—^,4- v<^i:Jiiiv^^-.  '"'-' 


l/î^r^  ,      (2;c)!!  |/î^r^T 

en  désiguaiil  |)ar  k\\  le  ])ro(luil  des  entiers  non  su\)érieui's  à  k 
et  de  mônic   pariU'  (pie  k  (n'  1S7).  lulégrons  de  0  a  .v,  il  \ieul 

"-'  (2  /v  —  1  )  !  !    ,v-'^- 1  '       ,  r-^-  -V-"  ilx 
(11)     arc  s.n  x  =  x+    ^  '-^.TTr^  irTr^-T  +  ^^  ^ 


1         2fc)!!       2/c-fl  Jo|'i_x- 

ce  qui  moiiti'e  (pie  l'arc  sinus  est  développable  pour  loul(\s  les 
valeurs  de  x  entre  —  1  et  4-  l.  Mais  le  développemeni  leste 
légitime  à  ces  limites,  car,  si  x  =  1,  ou  a  (n"  ISS) 

r'    JC-»  dx    _  (2/1  — 1)!1    - 
)o|/î^r^  (2«)^!T~""2" 

et  cette  cpianlilé  hMid  vers  ()  avec  U^  coelTIcieul  de  a^'-"  dans  la 
série  (10). 

On  peul  doue  l'aire  A"  =  1  cl  l'on  trouve  la  série  : 

TT  ^  .(2/c-l)!!        1 

2  ,         (2/c)!!       2/v    f    I 

347.  Développements  en  séries  des  intégrales  elliptiques 
complètes  (n"  '2'y7}).  —  Soil  k'  une  (pian lile  ^  I  ;  en  reinpliieanl 
A"  par  k  siii  -^  dans  la  foiinule  (10),  il  \ienl 

-=L==i  +-^k'shr'^  -I      \'l  /c'sin'-^  +  ... 
jl_/c-siir'v  2  '2.4 
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Cette  série  converge  iiiiiformément  dans  tont  intervalle  en 
verlu  du  Ihéorème  du  n"  323,  car  elle  converge  si  sin  '^  =  1, 
ce  qui  maxime  tous  les  termes.  Intégroiis-la  donc  de  0  à  -  :  2, 
il  vient 

■K 


'^'<'' ^:7T=îsn^ = Th  (4i ''■•'+ I--I '='+ 


1\- .  „       /  i_^3_\-, 
"2^1" 


0  |/l  —  /c^sin^p        2 

D'autre  part,  en  remplaçant  .v  par  k'-  sin'  z,  dans  le  dévelop- 
pement de  |/ 1  +  X,  on  trouve  la  série,  uniformément  conver- 
gente jiour  toute  valeur  de  o, 

l.„    .   .  1.1,  ..    .  1.1.3 


I  1  —  k- sin'- Ci  =1  —  ~k-  sur  -^  —  -^  k^ sin^  .p  —    '   '^  k^sin'^z, 
'  2  '        2.-1  '        2.4. b 


.  1  \-  ,       /  1.3\-  k'      /1.3.5\-  k' 


et,  en  intégrant  de  0  à  -  :  2, 

^'^^^"'    2  [^       \2/"        \2.4/    3         \2.4.6/    5 
Toutes  ces  séries  convergent  rapidement  si  k  est  petit. 

§   6.    Fonctions   entières   élémentaires 
Exponentielles   imaginaires 

348.  Définitions.  Formules  d'Euler.  —  Nous  savons  (n"'  339 
et  340)  (pie,  z  étant  réel,  on  a 

(1)    e^  =  S— ,    cos3  =  S(— 1)"-— — ,    sin3=I(— 1)"- 


om!  0  '        '  (2n)!       "'~      o'      *'   (2/1  +1)! 

Ces  séries  convergent  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
complexes  de  :;,  Elles  définissent  donc  des  fonctions  entières 
(n"  329).  Il  est  naturel  de  conserver,  pour  représenter  ces 
fonctions,  les  mêmes  symboles  dans  le  cas  où  la  variable  est 
complexe  que  dans  celui  où  elle  est  réelle.  Nous  prendrons 
donc  les  équations  (1)  comme  définitions  de  e-,  sin  z  et  cos  z 
pour  toutes  les  valeurs,  réelles  ou  complexes,  de  z. 

On  vérifie  directement  que  l'on  a  par  ces  définitions 

(2)  cos  ( —  z)  =  cos  z,  sin  ( —  z)  =--  —  sin  z, 

(3)  e-*  =  cos  z  +  i  sin  z,         e--'  =  cos  z  —  i  sin  z. 
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De  là,  les  formules  fondamentales  d'Euler  ; 

(4)  oos  3  =  y  (e='  +  e--'),       «in  z  =  ^(e^'  —  e-^0, 

qui  ramènent  les  fonctions  circulaires  à  la  fonction  exponentielle. 

349.  Généralisation  des  propriétés  fonctionnelles  de  l'ex- 
ponentielle et  des  fonctions  circulaires.  —  En  dérivant  les 
séries  (1),  on  obtient  immédiatement,  comme  pour  z  réel, 

(5)  D.e-  =  e^  ,  D.cos  z  =  —  sin  z,         D.sin  z  =  z. 

Les  régies  de  dérivation  des  fonctions  composées  subsistent 
sans  dilTiculté  quand  les  variables  sont  complexes,  car  la 
délînition  formelle  de  la  dérivée  est  la  même  que  quand  les 
variables  sont  réelles. 

Remplaçons,  dans  la  série  e^,  z  par  la  somme  z-\-z'  àc  deux 
quantités  complexes,  On  peut  ordonner  la  série  ainsi  obtenue 
suivant  les  puissances  de  ~-.  En  eiîet,  quand  on  a  remplacé 
toutes  les  puissances  de  (z  +  z')  par  leurs  développements,  la 
série  demeure  absolument  convergente.  Elle  converge  eiïecti- 
vement  quand  on  remplace  z  et  z'  par  leurs  modules  r  et  /'',  ce 
qui  donne  une  série  à  termes  positifs.  Or,  dans  une  série 
absolument  convergente,  l'ordre  des  termes  est  indifférent 
(n"  317): 

Le  développement  de  e^+='  suivant  les  puissances  de  r-  est 
doniu^  par  la  formule  de  Maclaurin.  Comme  toutes  les  dérivées 
sont  égales  à  e^'  i)our  :2  =  0,  il  vient 


(6)  e-+='  =  e='  ^1  +  ^  +  ^^  +  ...j  ^  e'^  e^'- 

Donc  toutes  les  propriétés  fonctionnelles  de  rexponenlielle 
réelle  s'étendent  à  l'exponentielle  imaginaire,  car  elles  se 
déduisent  de  l'éciuation  précétlente  et  de  la  condition  t'°  =  L 

On  vérifie  l'exactitude  des  équations 

sin  {z  +  z')  =  sin  r.  cos  z'  -f  cos  z  sin  r-', 
(7) 

cos  (r-  +  z')  =  cos  z  cos  z' —  sin  ;•  sin  r- , 

en  remplaçant  les  sinus  et  les  cosimis  |)ar  leurs  cxiJii'ssioiis  (1) 
et  en  tenant  compte  de  l'équation  ((>).  Donc  toutes  les  prt)priétés 
fonctionnelles  des  lignes  trigonométriques  réelles   s'étendent 
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au  domaine  complexe,   car  elles  se  déduisent  des  relations 
précédentes  en  y  joignant  les  é([ualions  (2)  et  les  conditions  : 

sin  0  =  0,         cos  0  =  1,  sin  -^  =  1,         cos  ~  =  0. 

350.  Décomposition  des  fonctions  précédentes  en  leurs 
parties  réelles  et  imaginaires.  —  Soit  z  =  x  -\-  yi,  x  et  y  étant 
réels.  11  vient,  par  les  équations  (6)  et  (3), 

(8)  e-  =  e--^+y'  =  e'^ey'  =  e^  (cos  y  +  i  sin  y). 

Cette  formule  montre  que  e^  a  pour  module  e'^  et  pour  argu- 
ment y.  Comme  e-^  ne  peut  s'annuler  a;  étant  réel,  c^  ne  peut 
s'annuler  pour  aucune  valeur  réelle  ou  complexe  de  z. 

L'équation  (8)  montre  que  e=  est  une  fonction  périodique  de 
période  2-i,  c'est-à-dire  que  si  k  est  entier,  l'on  a 

(9)  e-+2fc7ti  =  qz 

Réciproquement,  si  l'on  a  e°'+-  =  e",  r-  sera  un  multiple 
de  2-i.  En  effet,  cette  équation  donne 

e'^  (e^  —  1)  =  0,     d'où     e-  =  1,     e'^{cosy  +  i  sin  y)  =  1, 

d'où  a;  =  0  et  y  =  2/c7t. 

Les  équations  (7)  et  (4)  donnent  maintenant  : 

sin  (x  +  yi)  =  sin  x  cos  yi  +  sin  x  sin  yi 

er  +  e-r       .             ey  —  e-y 
=  sin  X h  i  cos  X • 

cos  {x  4-  yi)  =  cos  .v  cos  yi  —  sin  x  sin  yi 

ey  +  e-y     .  .      ey—  e-y 

=  cos  X i  sin  .v • 

<a  2 

Les  modules  du  sinus  et  du  cosinus  se  déduisent  de  là  : 

,    .  2     ,      (ey  +  e-yY  .  ,      ,  (ey—e-yV      „ 
\  sm*  z  I  =  ( 1  sin-  X  4- I  cos-  x 

ey  —  e-y  \-      .  „ 

+  sin^  X, 


2 
cos'  3  I  =  I ]  cos'  X  +  I  - — ;^- —  I  sin-  x 

ey  —  e-y\- 


(ei  +e-yV      .      ,  /  ey—e-yy 


4-  cos-  X. 
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Ces  formules  montrent  que  le  sinus  et  le  cosinus  ne  peuvent 
s'annuler  que  si  y  =  0.  Donc  toutes  les  ruchiesde  ces  fonctions 
sont  réelles  et,  par  conséquent,  elles  sont  connues. 

351.  Fonctions  hyperboliques.  —  On  appelle  sinus  et  cosi- 
nus hypcrhttliqiws  les  deux  lonclions  : 

(10)     sh  3  = — -. —  = ,     cn:;=^cos3i^ • 

^     '  I  2  2 

Ces  fonctions  ont  pour  dérivées  : 

D.  sh3  =  ch^,  D.  ch:;  =  slir-. 

Elles  satisfont  à  toute  une  série  de  foiinules  analogues  à 
celles  de  la  trigonométrie  ordinaire.  La  trii>;(>n<>niclric  hy-per- 
holique  n'est  pas  distincte  de  la  trigonométrie  ordinaire.  A 
toute  formule  de  celle-ci  correspond  une  formule  de  la  première, 
qui  s'obtient  en  rendant  les  variables  purement  imaginaires. 
En  vertu  des  formules  (10),  le  principe  de  transformation  est 
celui-ci  : 

Toute  formule  de  la  trigonométrie  du  cercle  en  donne  une 
de  la  trigonométrie  hyperbolique  en  y  remplaçant  cos  z  par 
cil  3  et  siii  r.  par  i  shz. 

Bien  entendu,  celte  règle  ne  s'applique  telle  quelle  (pi'aux 
fonctions  rationnelles  en  sin  z  et  cos  z.  Ainsi,  on  tire  des  l'or- 
mules  (7) 

sh(5  +  z/)-sli  3clir/  +  cli^sh  r-,      cii  (r.  +  r/)-ch  zch  z'  +  sli  c-sh  ;.', 
et  la  relation  sin-  z  +  cos'  z  —  I  donne 
cire-  —  sh'-r.  =  1. 


^aa^ 
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